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Problemstellung

Eine 2reperiodische, auf dem Intervall [0, 21 stlickweise definierte, stetige und monotone
Funktion f(x) mit endlich vielen Sprungstellen soll in eine Fourierreihe, also in eine unend-
liche trigonometrische Reihe der Form:

a = .
f(x)= ?O + > [a, cos(nx) + b, sin(nx)]
n=1

entwickelt werden. Die Fourier-Koeffizienten der Reihe berechnen sich dann als:

1 2 1 2 1 2m

a, =— j f(x)dx a, =—j f (x) Bos(nx)dx b, == j f (x) Bin(nx)dx

T 0 T 0 T 0

Dabei gilt fir eine gerade Funktion f(x) (also mit f(-x) = f(x)) die Darstellung:
f(X) :%+Zan cos(nx), b, =0,
n=1

fur eine ungerade Funktion f(x) (also mit f(-x) = -f(x)):

F()=Yh,sn(nx), a =0.

Fur eine T-periodische Funktion f(x) ergibt sich aus dem Intervall: 0 < x < T durch Multipli-

kation der Ungleichungen mit %: 0< %x < 21 Setzen wir w = % und z(x) =z = wx, SO

lasst sich fir f(z) = f(z(x)) die oben vorgestellte Entwicklung in eine Fourierreihe durchfiih-

ren. Transformation der Integrale wegen x(z) = 1z und x'(z) = o - T mit:
w

dz 2ir

dx = T dz ergibt dann gemanR der Substitutionsregel:
a, —izj”f (Ddz=1 ﬁzj”f (03— dz —3} f (x)dx
Ty m Ty 2 Ty
usw. Somit gilt im Falle der T-Periodizitat:
f (X) :% +Y [a, cos(nax) +b, sin(Nax)] | w= %
n=1
mit:

a, =$if(x)dx, a, =T£i f (x) Leos(nax)dx | b, =T£i f (X) Nn(nawx)dx

Fur gerade bzw. ungerade T-periodische Funktionen gibt es dann noch Symmetrien inner-
halb der a, und b, bestimmenden Integrale. Ist f(x) gerade, so verschwinden, wie oben
gesehen, alle b, = 0, und es gilt fir a,-Integrale wegen der Achsensymmetrie des Integ-

randen f (x)[cos(nax) umy = %:
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T

a = %l £ (x) Bos(Nax)dx = $I £ (x) Bos(Nax)dx_

Analog gilt fur ungerade T-periodische Funktionen mit a, = 0:

b, =%_T([ f (x) @n(nax)dx = ;Jj f (x) @n(nawx)dx

Beispiele
Beispiel 1: Die Sagezahnfunktion f(t) mit Periode T = 100 verlaufe zwischen -5 und +5. Es gilt also
wegen den das Geradenteilstiick begrenzenden Punkten P(0]-5) und Q(100|5) und auf Grund der
Zweipunkteform fur Geradengleichungen:
- (- - (- + 1
f(t)-(-5) :5 (-5 o f(t) 5: 10 . f(t)+5:i o ft)+5=—t @
t-0 100-0 t 100 10 10

f(t)=—t-5=01-5,0<t< 100
10

20 40 60 80 100

Basisfunktion: f(t) =01t —5,0<t<100

Die stiickweise auf Intervalle der Lange 100 definierte Funktion f(t) ist dann ungerade, so dass
bzgl. der Fourierreihe die Koeffizienten nach dem folgenden Muster zu berechnen sind:

a=0a,=0
T

4% .
b, -?l f (t) En(nat)dt
Wir bilden zunéchst die Stammfunktion S(t) des Integrals:
S(t) = j f (t)sin(nwt)dt = j(o,n —5)sin(nat)dt = o,1j tsin(nwt)dt — 5[ sin(net)dt =
01 Js_ngnczot) B 0,1d cos(nat) +5 Epos(nat)
n“a nw n

w

Dann ergeben sich mit w = 2 = E =L die b, als:
T 100 50

b, =% [ 1 () rsin(nanydt = L[o,ng“‘;” —ogcosnat) , g EPOS(”“‘)}
100 25 n“w nw nw

AKOJM _ g poteosin SEpos(nﬂ)j B (O’lfin(O) o1 P@os0) SEpos(o)ﬂ _
25 n‘e’ N nw n’e? N

nw

50

0

1lo+0-0+0-2|-_ 1 __50 __10
25 nw|  Bnw 5T m
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Die Fourierreihe zu f(t) lautet also:

—( 10 nrr 101 . (nm
fE)=> | -=|sn =<t |=-=> =sin —t
=\ N 50 mTeEn 50
r=1: r=2:
3} 4
2,
2,
l,
20 10 60 8 100 20 60 80 100
-1t
-2+
-2t
-3 4l
r=4: r=8:
4 al
2 21
20 ‘ 60 8 100 20 0 60 80 100
-2 -2
-4 -4
r=16: r=32:
6,
4 41
2 2l
20 ‘ 60 80 100 20 P 60 80 100
-2 -2
-4 -4
-6
r=1024 r=4096
4 al
2 21
20 40 60 80 100 26 40 60 80 100
-2 -2
-4 41
10G1 . (nm
Fouriersummen: f_(t) = ——Z—sm —t
Ten 50
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Beispiel 2: Gegeben ist die T-periodische Rechteckfunktion
4 0<t<5
f(t) =

-2 5<t<10

mit Periode T = 10.

Basisfunktion: f(t) = 4, 0<t<5, = -2, 5<t<10

Die Funktion f(t) ist weder gerade noch ungerade. Wir berechnen also ap mit
2T 2 5 10 45 210 5 0 2
=—| f(t)dt=—]| |4dt+ | (-2)dt [=—|dt—= | dt =— -— =—B-=05%=2
8, =21 () 10[! Ja = at-F =gl -Gl =551

Wir berechnen a, als:

27 27T 27T 27T
a, :?.C[f(t)cos(n?tjdt —E[E qcos(nﬁtjdt—Zq‘co{nEtjdt}

5 10
ﬂ isin(nl—rtj —E isin(n]—th =0-0=0
5| /m 5 /|, S5 |m 5 /s
Wir berechnen b, als:

T j 1

5 10
b, _—jf(t)sn(nz—t dt =2 4qgn(n2—”tjdt—2qsin(n2—”tjdt =
o 1710 10

[E —cos( —t} ——Eﬁ—icos(nl—-[tﬂ :—i((—l)“—1)+£(1—(—1)“):—(1—(—1) )
m 5 /s m m m

12
Wir folgern daraus: b, = O fur gerades n, b, = E fur ungerades n. Die Transformation n -> 2n-1

fuhrt dann zur Reihendarstellung'

1 sin((zn_l)”t).
5

f(t)——+ ((Zn D”j 1+ EZ
2 77(2n 1 5 e (2n-1)
12 1 sin((zngl)ﬂtj der nachstehenden

Es ergeben sich die Fouriersummen: f, (t) =1+ —
= (2n-1)
Graphen.
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r=1: r=10:

r=50: r=100:

r=1000: r=10000:
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Beispiel 3: Gegeben ist die gerade, 20-periodische Funktion f (t) =1Osin(2—7;tj auf dem Intervall
(0; 20).

10 20 30 40 50 60

Basisfunktion: f(t) =1 Sin(ﬂtj
20

,0<t<20

Wegen der Achsensymmetrie von f(t) sind die b, = 0, so dass nur a; und a, zu bestimmen sind.
Fur ap gilt mit T = 20:

= = = —g E 20: —_ _@
ao——If(t)dt——jlosn(ZO jdt—{ nco{zotﬂ (1 D=—

0
Die a, sind:

T 20 20
a, :EI f (t)cos(nz—ﬂt)dt = Ej.losin(itjcos(nitjdt = Isin(ﬂtjcos(nﬂt)dt =™
Ts T 20 o 20 20 5 20 20

Wegen der trigonometrischen Formel:

sin(ﬂtjcos(nit]=EEEsin(£t—n£tj sm(—t n—tﬂ
20 20 2 20 20
EE @a- n)—t +sm((1+n)—tﬂ

N |

folgt:

1% . T 1% . ( T
* == |sin (1-n)—t [dt+=|sin| (1+n)—t |[dt = (**
*) 2! (( )Zoj 2{ A+n)s ()
Fir n=1 errechnet sich a; als:

o 277 Ve = Ll 7 e = - L[ 20 " 1 o
(**) —jsn O)dt + = ISII’]( jt—Eign(ﬁtjdt——a{;CO{Etj}o —_5(1_1)_0—a1

Far n>1 gilt:

1 1 )\
=3 S(“ V)| Sl o

10 10
n+l _ _ _1 n+l _1 — + 1_ _1 n+l -
(1 n)ﬂ(( & (1+ n)7T ) {(1— nmz (1+ n)ﬂ}Eq D7)
10 1 1 ns1y _ 10 11+ n+1 n 4l 20 4l
= + 1-(-1 =—[——— |1- (-1 =——M1-(-1 =a
=) (1+n)}ﬂ =D™) ﬂEﬁ - }Eﬂ =D™) = - n)ﬂEﬂ (-D™) =a,
Fir ungerade n ist: a, = O, fur gerade n: a, 24—02. Die Transformation n -> 2n ergibt die

@-n9)m
Fourierreihe:
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f(t)=£+szcos(2n£t -0, 40 ;cos(nﬂtj.
o “(1-@2nd)r 10

20 T 5 (1-4n%)

r=50: r=100:
) 10+
gl
6l
al
2l
5 10 1;E> 20
r=1000: r=10000:
10} 10+
8 8
6 6
4 4
2 2
é 1b 1;E> 20 5 1b 1;E> 20

Fouriersummen: fr(t):§+ﬂ #Co{nﬂtj
T T4 (L-4n?) 10

Literaturhinweise: PAPULA, L., Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Bd.1, Wiesbaden 112007,
S.158-170 (Fourierreihen)
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