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Jakob Bernoulli

Der Schweizer Jakob Bernoulli (*1654/55-11705) war ein Sohn des Basler Kaufmanns Niklaus Bernoulli (*1623-11708) und der erste von
acht meist bedeutenden Mathematikern der Familie (Nikolaus Bernoulli [Bruder Jakobs, *1662—11716]; Nikolaus Bernoulli [Sohn Niko-
laus*, *1687-11759; Petersburger Paradoxon]; Johann Bernoulli [Bruder Jakobs, *1667—11748; Regeln von de I'Hospital]; Nikolaus Ber-
noulli [Sohn Johanns, *1695—11726]; Daniel Bernoulli [Sohn Johanns, *1700-11782; Bernoulli-Gleichung, Bernoulli-Prinzip]; Johann Ber-
noulli [Sohn Johanns, *1710-11790]; Daniel Bernoulli [Sohn des letztgenannten Johann, *1751-11834]). Die Bernoullis stammten ur-
sprunglich wohl aus den protestantischen Niederlanden und liel3en sich — Gber Frankfurt a.M. — um 1620 in Basel nieder. Auch im 19.
und 20. Jahrhundert kamen aus der Familie Bernoulli Wissenschaftler und Architekten, die Fotografin Maria Bernoulli (*1868-11963) war
in erster Ehe mit dem deutschen Schriftsteller Hermann Hesse (*1877-1962) verheiratet.

Jakob Bernoulli studierte an der Basler Universitat Philosophie und Theologie (Abschliisse 1671 bzw. 1676), begann sich aber recht bald
auch fur Mathematik und Astronomie zu interessieren. Dem Studium folgten Anstellungen Jakobs als Hauslehrer (in Genf) und eine Bil-
dungsreise durch die Niederlande, England und Deutschland (1681/82), die sein Wissen um die Mathematik und den Kontakt zu Mathe-
matikern intensivierte. Nach Basel zuriickgekehrt, hielt Jakob Bernoulli Physikvorlesungen an der dortigen Universitat und arbeitete sich
immer mehr in mathematische Themen ein (Isaac Barrow, René Descartes, Gottfried Wilhelm Leibniz, John Wallis). Zusammen mit sei-
nem Bruder Johann Bernoulli brachte er die Infinitesimalrechnung Leibniz' weiter, er formulierte das Beweisverfahren der vollstadndigen
Induktion (Uber die Menge der natirlichen Zahlen) und bewies damit seine Bernoulli-Ungleichung, er untersuchte Potenzreihen (Bernoul-
li-Zahlen) und gab die ,Geometrie” Descartes' neu heraus. Auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung fuhrte er die Arbeiten frihe-
rer Mathematiker fort (Bernoulli-Verteilung, schwaches Gesetz der grof3en Zahlen). Zwischen 1689 und 1704 vero6ffentlichte Bernoulli
demgemal eine Reihe von mathematischen Beitragen u.a. in den Acta Eruditorum. 1713 — postum — kamen die Ars Conjectandi heraus,
die u.a. Wahrscheinlichkeitstheorie und Aussagen zum Glicksspiel enthélt. 1699 wurde Bernoulli Mitglied der Akademie der Wissen-
schaften in Paris, 1702 der Preul3ischen Akademie der Wissenschaften in Berlin. Am 16. August 1705 starb Jakob Bernoulli in Basel. Als
Lehrstuhlinhaber an der Basler Universitét folgte ihm sein Bruder Johann Bernoulli nach.

Funktion f(x) = x/(e*-1)

Die Funktion f(X)=

x# 0 (wegen: e*—1=0® e*=1 & x=In(1) = 0), besitzt zunachst die Asymptoten:

X _1'

x -> +: f(x) -> 0 = y als waagerechte Asymptote (auf Grund von: y = e* wachst starker als y = x)
X -> -: f(x) -> -x =y als schiefe Asymptote (auf Grund von:y =e*->0=>¢e* -1 ->-1).

Der Graph der Funktion verlauft damit wie folgt:
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Funktion f(x) = x/(e *-1)
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An der Stelle x = 0 liegt eine stetig behebbare Licke mit Luckenwert 1 vor, so dass sich daraus der y-Achsenabschnittspunkt Sy(0[1)
ergibt. Denn nach den Regeln von de I'Hospital folgt:

I|mf(x)—I|m —I|mi—io—1
x-0 g" 10 x-0g* @
. . ) . = d=xet -1 . . .
Die Funktion f(x) verfiigt wegen der Ableitungen f'(X) = @ -1 ' Uber keine Extrem- und Wendepunkte und ist Uberall links ge-

krimmt, x # 0.

Taylorentwicklung und Potenzreihe

Jede unendlich oft differenzierbare Funktion kann in eine Taylorreihe mit Entwicklungsmittelpunkt xo = O entwickelt werden, so auch

f9=—

als:
-1

_ X _<B.
f(x)—ex_l—guX (1)

00 1 .
mit den Koeffizienten B;, i = 0, 1, 2, ..., als Bernoulli-Zahlen. Zunachst gilt mit der Reihenentwicklung e’ = Z?XJ der natirlichen Expo-
j=0 J:

nentialfunktion:

-1 X 1 _ 1
Z:(;—l => €' -1= Z—X’—> F(¥) =— - “e1 B (2)

= ! &1 Z XJ DY j

=L =L = (] +1)!

Dann folgt wegen der Gleichheit der Terme in (1) und (2):

— — S Bi i — 1 S Bi i S 1 i =
e & S @TX J@(jﬂ)gx j‘l'
2 (j +1)!

Ausmultiplikation der unendlichen Reihen ergibt bei Einfligen von Binomialkoeffizienten:
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B (n+1)! _ X" & n+1 - X"
Z|'(n—|+1)I (n+1)! Z[Z( J j(n+1)I

i=0 n=0

OMS

B < - Wit = N 3
D D DTS B e e

> (&(n+l
Koeffizientenvergleich ergibt, dass der 0. Summand der Potenzreihe z Z( i j jEl(Tl) den Wert 1 haben muss, alle anderen
n=0\ i=0 n

Summanden den Wert O:

n=0: (ZO“(;LJBJEI;—IO:1:> 1-Bp=1=>Bg=1

n>0: (ZZ(”IHJ jc-n(nle)'_ = Z( jBi =0 (3).

Bernoulli-Zahlen

Vermdge der Beziehungen (3) lassen sich nun die Bernoulli-Zahlen nacheinander rekursiv bestimmen:
n=0:Bg=1

1(2 2 2
n=1 Z(Ja =(0]BO+(1]81 =B, +2B,=0=>1+2B;=0=>2B;=-1=>B;=-0,5

2.(3 3 3 3
n=2: Z(i]Bi =(0]BO +(1)Bl +(2]B2 =B,+3B,+3B,=0=>1-15+3B,=0=>-05+3B,=0=>3B,=0,5=>B,=1/6

USw.
Sind also die Bernoulli-Zahlen By, Bi, ... Br.1 schon errechnet, so folgt fur die Zahl By:

g(nrlj& =0 => z(nrlJBi +(n;1JBn =0=> (n 1} —Z( ] . => (n+1B, :—g(niﬂ]& => B, :—n%l:(n:l]a -

X —X

t+e

Es ergibt sich noch: B, = 0 fiir alle ungeraden n=3. Denn mit der geraden Hyperbelfunktion Yy =coshx = und der ungeraden

X —X

: e
y =sinhx = folgt fur die gerade Hilfsfunktion h(x):
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X X X X

X X
cosh- —_— v
+ 2 2 ¥ 2 2 X 4+ +e* — X _
h(X)ZEHZEG%:gEF%eX XE(e ex)ex )2([,? _izg[? Xe_llzg x2_1+ex_i :g[ﬁ x2_1+1):
S|nh§ eE _e_E eE _e_E (eZ — Z)eZ e e € € €
2

X X_X _X . < X B . > B .

+—_=—+ - I I +1-2+ iyl =1+ iy

ef-1 2 2 eX— 2 ZOL 2 ;‘i! ;i! ’

B
woraus folgt, dass die Potenzreihe z —x' nur Potenzen mit gerader Hochzahl enthalten darf, womit wiederum alle ungeraden Bernoulli-
i=2 I
Zahlen in der Potenzreihe verschwinden.
Bernoulli-Zahlen sind:

Bernoulli-Zahlen

Bo=1 B1=-0.5|| B> = 0.16666666666666666 ||B3=0 | Bs=-0.033333333333333305||Bs=0 ||Bs=0.023809523809523662 | B7 =0
Bg = -0.03333333333333233||By = 0 B10 = 0.07575757575756605 || B11 = 0 || B12 = -0.25311355311342115 || B13 = 0| B14 = 1.1666666666642225 | Bis=0
Bie = -7.092156862685596 | B17 =0 | B1g=54.971177943016926 | B1g =0/ Byo =-529.1242423531955 B21 =0||B22 = 6192.123185080066 B3 =0
B4 = -86580.25292754754 || Bys =0 || Bos = 1425517.1544165744 || Bo7 = 0| Bog =-27298230.129473686 || B2g = 0| Bzg = 601580791.186298 B31 =0
B3> =-15116307453.422703 || B33 =0 | B3s =429613697943.54016 || Bss =0 Bss =-13711534546938.406 | Bs7; = 0| Bszg=488315130305048.2 B3z =0
Bao = -19293862483002544

Bernoulli-Polynome

Bernoulli-Polynome sind ganz rationale Funktionen, die mit Bernoulli-Zahlen als Koeffizienten besetzt sind. Und zwar folgt ebenfalls re-
kursiv hinsichtlich der Polynome B,(x), n =1, 2,

Bo(X) = 1, By'(X) = n-Bn.1(X), Jl'Bn (H)dt =0 (n=1).

Daraus ergibt sich:
a) Die Bernoulli-Zahlen B, n =0, 1, 2, ..., werden definiert als: B, = B,(0). Dies sind die Bernoulli-Zahlen 1. Art. Die Bernoulli-Zahlen B,
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n=0,1, 2, ..., werden definiert als: B,* = B,(1). Dies sind die Bernoulli-Zahlen 2. Art.
b) Es gilt gemaR dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: B,(x) = nf B, (t)dt + B.
0

" n )
c) Es gilt die Darstellung der Bernoulli-Polynome als: B,(x) = Z[ jBix"’I (4).
[

i=0

Die Beziehung (4) wird Uber das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion bewiesen; und zwar gilt:

. . S0 i (05 o .
1) Induktionsanfang: n=0 mit By(x) = z . |BX 0 By X" =B, =1 ist wahr.
i=o \ |
K (k .
2) Induktionsvoraussetzung fur n=k: By(x) = z . B X" sei wahr (*).
i=0
k+1 + 1 )
3) Induktionsbehauptung fur n=k+1: By.1(X) = z . |B X7 ist als wahr zu beweisen.
i=0

X x k (k ' k (k X ‘
4) Induktionsschritt von n=k auf n=k+1: By,,(x) = kJ. B, (t)dt + B, (Z)I(J. (i jBitk_' dt +B, = kZ(i jBi Itk" dt + B, =
0 0i=0 0

i i=0

I i=0 | izo\ | izo\ |
5) Beweisende: Wegen des Induktionsanfangs gilt auf Grund des Induktionsschritts die zu beweisende Aussage nicht nur fir n=0, sondern auch fiir n=1, wei-
ter fir n=2 usw., mithin fur alle neNy.

k (k . k k , k(k+1 . krk+1 .
kZ( JBI Gk +:Ii I (Xk+1—| _O) + B, = Z " +l§- I ( jBl Xk+1—| +B, = z :( . jBl Xk+1—| + BkXk+1—(k+1) - E ( . jBl Xk+1—| '
i=0 - -

d) Die Bernoulli-Polynome lauten:
Bo(x) =1

1
Bi(x) = x-—
1() 2

Ba(X) = X° x4+
6
Ba(x) = X° —gxz M

1
Bu(x) = x* =2x3 + x> ——
4(X) 30
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5 5 1
Bs(X) = X° —=x*+=x*-=x
5(X) > 3 5
Bs(X) = x° —3x° iy Loy 1
2 2 42
USw.
e) Fur die Bernoulli-Polynome gilt: B,(0,5 + x) = (-1)"-Bn(0,5 — X) (Ach-
sensymmetrie zu y = 0,5 bei geraden n, Punktsymmetrie zu Z(0,5|0)
bei ungeraden n). Weiter errechnet sich: By(0,5) = -(1-2"")-B,.

Funktionen B 1(x), B(x), B3(X), B4(x), B5(X)

Michael Buhlmann, Mathematik > Analysis > Probleme um die Funktion f(x) = x/(e*~1)



Summenformeln

Mit Hilfe von Bernoulli-Zahlen und -polynomen lassen sich zu den Summen von Potenzen natirlicher Zahlen 1"+ 2" + 3"+ ... n" (reN) die
entsprechenden Summenformeln herleiten. Bzgl. der Bernoulli-Polynome gilt ndmlich:
a) Bn(x+1) — Bo(x) = nx"* (n=1) (5).

Die Beziehung (5) wird Uber das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion bewiesen; und zwar gilt mit der Differenzfunktion: D,(x) = B,(X+1) — B(X):

1) Induktionsanfang: n=1 mit Dy(x) = By(x+1) — By(X) = ((x+1) — 0,5) — (x — 0,5) = 1 = 1x° = 1x" " ist wahr.
2) Induktionsvoraussetzung fir n=k: Dy(x) = B(x+1) — Bi(x) = kx** sei wahr *).
3) Induktionsbehauptung fur n=k+1: Dy;1(X) = Byr1(X+1) — Bys1(X) = (k+1)xk ist als wahr zu beweisen.

4) Induktionsschritt von n=k auf n=k+1: Aus By;1(x) = (K +1)j B, (t)dt folgt zunéchst: Dy, (x) = (K +1)I D, (t)dt . Damit gilt: Bys1(x+1) — Bysa(X) = Dysa(X) =
0 0

(k+1) j D, (t)dt =(k +1) j ktkdt = (k +1){k E—Et"} = (kK +1)(X* =0) = (k+1)x~.
0 0 0

5) Beweisende: Wegen des Induktionsanfangs gilt auf Grund des Induktionsschritts die zu beweisende Aussage nicht nur fir n=1, sondern auch fiir n=2, wei-

ter fur n=3 usw., mithin fur alle neN.
b) Jedes Polynom p(x) n. Grades mit p(x+1) — p(x) = nx"* unterscheidet sich von dem Bernoulli-Polynom B,(x) nur durch eine Konstante.

Wir bilden die Differenzfunktion: D(x) = p(x) —B,(x) und haben dann:

D(x+1) — D(X) = (p(x+1) = By(x+1)) = (P(x) =Bn(X)) = (P(x+1) = P(X)) = (Brsa(X) — Bn(x)) = nx"" = nx"" = 0 => D(x) = D(x+1).
D(x) muss aber eine Konstante ¢ sein, da die Polynome p(x) und B,(x) denselben Grad haben. Damit gilt:
D(x) = p(x) — Bn(x) = ¢ => p(x) = Bn(x) + c.

Die Beziehung Br.1(x+1) — Br1(X) = (r+1)x" (reN) (6) lasst sich nun verwenden, um Summenformeln herzuleiten. Setzen wir nacheinander
in (6) fur x die ersten n naturlichen Zahleni =1, 2, 3, ... n ein, so folgt:
x=1: (r+l)'lr = Br+1(1+1) — Br+1(1) = Br+1(2) — Br+1(1)
X =2: (r+1)-2" = B+1(2+1) — Br+1(2) = Br+1(3) — Br+1(2)
X =3t (r+1)_3r = Br+l(3+1) - Br+l(3) = Br+1(4) - Br+l(3)

X = it (1)1 = Brag(i+1) — Braa(i)

X = n: (r+1)-n" = By+1(n+1) — Brsa(n).
Aufsummierung der Terme (r+1)-i" = Br.1(i+1) — B (i) Uber alle i = 1, 2, 3, ... n fihrt dann auf:
(r+1)-1"+ (r+1)- 2"+ (r+1)- 3"+ ... + (r+1)-i" + ... + (r+1)-n' =
Br+1(2) — Br+1(1) + Br+1(3) — Br+1(2) + Br+1(4) — Br+1(3) + ... + Brsa(i+1) — Braa(i) + ...+ Brea(n+1) — Bysa(n) =>
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Br+1(n +1) B Br+1 (1)
r+l1

(r+1) ZI = Bua(n+1) - Bua(1) => ZI = (7)

mit (7) als Summenformel. Ist r =1, so wird Uber die ersten n natirlichen Zahlen summiert, und es ergibt sich die Summenformel vermo-

ge des Bernoulli-Polynoms Bx(x) = x* - x+é:

: (e (e d]
Zi:Bz(n+1)—Bz(1): 6 6)_(n+D)"-(n+]) _(n+H(n+1-1) _(n+Hn_1

= 2 2 2 2 2 2

also die angeblich vom Schiler Carl Friedrich Gaul3 (*1777-11855) gefundene Beziehung. Insgesamt erhalten wir als Summenformeln:

n(n+1),

D B +1n:1n(n+1)
R T

i “Lpadp +£n:£n(n+1)(2n+1)
~ "3 "2 "6 &

321]’14

i e
=

s Ll :lnz(n+1)2
2 4 4

>i P I TC IR Jac B :in(n+1)(2n+1)(3n2 +3n-1)
~ "5 2 '3 30 30

Zi5:1n6+1n5+£n4—in3:inz(n+1)2(2n2+2n—l)
~ "6 2 12 12 12
Yi®==n"+=n’+>n°-Zn®+—n=——n(n+D)@2n+1)(EBn* +6n° -3n+1)
~ 70 "0 T2 6 a2 a2

20 =ieadnre Lo - Lpte Toe :inz(n+1)2(3n“ +6n°—n’-4n+2)
i=1 8 2 12 24 12 24
1 1

238:En9+1n8+3n7—Zwﬁ+3n3———n:——mn+nQn+36M+¢aﬁ+5ﬁ-¢aﬁ—n2+9n—$
Z 9 2 3 15 3 30 9
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Dabei ergeben sich die Summenformeln, die schon der deutsche Mathematiker Johannes Faulhaber (*1580-11635) errechnet hatte, in-
dem er — in heutiger Darstellung — als Faulhabersche Formel errechnete:

n

i 1 <& (r+1 »
"= (-1 B,
Sir= i3 )( | ] e

i=1

Summenformeln und lineare Gleichungssysteme

Nicht zuletzt aus der Faulhaberschen Formel folgt, dass jede Summe von Potenzen natiirlicher Zahlen 1"+ 2" + 3"+ ... n" (reN) darstell-
bar ist als ein Polynom in n vom Grad r+1, d.h. dass gilt:

n r+1
dit=>an! =an"t+an + ... +an ().
i=1 =1

Um die Koeffizienten ay, az, ... ar+1 im Polynom (8) zu bestimmen, wird ein lineares Gleichungssystem mit r+1 Gleichungen und den r+1
Koeffizienten als Unbekannten aufgestellt, indem n = 1, ... r+1 in die Beziehung (8) eingesetzt werden. Es entsteht das folgende lineare
Gleichungssystem:

n=Ll1=amu+a+..+a

n=2:1"+2"=a-2"+a-2"+...a;-2

n=r+l: 1"+ 2"+ ... + (r+1) = ape- (rH1)™™ + @ (r+1)" + ... ap-(r+1).

In Matrixschreibweise lautet das lineare Gleichungssystem:
1 1 1 1 1

ot o' ok 2 Zir
Kt K KK K Zir

r+l

(r+1)* (r+1) (r+1)* r+1 Y

i=1
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Das lineare Gleichungssystem wird mit dem GauR3-Algorithmus gelost. Wir lassen nachstehende Beispiele zur Ermittlung von Summen-

formeln Gber lineare Gleichungssysteme folgen:

5.1, .1 1
I==n“+—-n=—n(n+1
a) 2 i=on’+on="n(n+])

i=1

b) >i? :%n3 +=n? +En:%n(n+1)(2n+1)
i=1
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n
Ansatz: Zi = a2n2 +a,N mit den zu bestimmenden Koeffizienten a,, a;

i=1

Koeffizientenbestimmung:
Lineares Gleichungssystem:

+la+la;=1

+4ap + 2a; = 3
Anfangstableau:
11]1

4213

1. Schritt: 1*(2) - 4*(1) /
111

0-2]-1

2. Schritt: 2*(1) + 1*(2) /
20]1

0-2]-1

Teilen: (1):2/(2):(-2) /
10]1/2

01|12

Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ laz =1/2
+1la; =1/2

Losungen des linearen Gleichungssystems:

az = 1/2
a; = 1/2

5.1 1
Ergebnis: ZI :§n2+§n

i=1

1 1

2

11



n
Ansatz: Ziz = agl‘l3 + a.2n2 + &, N mit den zu bestimmenden Koeffizienten as, a,, a;
i=1

Koeffizientenbestimmung:

Lineares Gleichungssystem:

+ laz + la, + las = 1
+ 8az + 4a; + 2a; 5
+ 27a3 + 9a; + 3a; 14
Anfangstableau:

111 1
842 5
27 9 3| 14

1. Schritt; 1%(2) - 8*(1) / 1%(3) - 27*(1) /
1 1 1] 1
0 -4 6| -3
0 -18 -24 | -13
2. Schritt: 4%(1) + 1%(2) / -2%(3) + 9%(2) /

4 0-2] 1
0 -4 -6 ] -3
0 0-6]-1
3. Schritt: -3*(1) + 1*(3) / -1*(2) + 1*(3) /
12 0 0] 4
04 0| 2
00 -6|-1
Teilen: (1):(-12) / (2):4 / (3):(-6) /
100 13
010 12
001 1/6
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1las = 1/3
+ lap = 1/2
+ la; = 1/6
Ldsungen des linearen Gleichungssystems:
a3=1/3
8.2=1/2
81:1/6

Michael Buhlmann, Mathematik > Analysis > Probleme um die Funktion f(x) = x/(e*~1)



n, 1, 1, 1
Ergebnis: iZ==n*+=n*+=n
; 3 2 6

usw.
Literaturhinweise: Wikipedia. Die freie Enzyklopadie: https://de.wikipedia.org/wiki/Bernoulli-Zahl (Bernoulli-Zahlen, -Polynome), https://de.wikipedia.org/wiki/Faulha-

bersche_Formel (Faulhabersche Formel), https://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_|. Bernoulli (Jakob Bernoulli); ZERN, A., Bernoullizahlen und Bernoullipolynome, Hei-
delberg 2009 (https://www.mathi.uni-heidelberg.de/~theiders/PS-Analysis/Bernoullische_Polynome.pdf).
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