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Produktintegration

Fur eine Funktion f(x) erlangt man im Allgemeinen durch Integrieren eine Stammfunktion F(x), die abgeleitet wieder f(x) ergibt (F'(x) =
f(x)). Es gilt dann mit dem unbestimmten Integral (und der Integrationskonstante C):

F(X) = j f (x)dx

Produkte von Funktionen integriert man durch Produktintegration (partielle Integration). vermaoge:
Jur () m(x)dx = u(x) (x) - j u(x) ' (x)dx

Damit ist die Produktintegration eine ,unvollstadndige“ Integrationsregel (partielle Integration), da nach der (ersten) Integration wieder ein
Integral vorhanden ist, das eventuell nochmals mit Hilfe der Produktintegration zu I6sen ist (usw.).

Lineares Gleichungssystem

Lasst sich eine Funktion f(x) darstellen als Produkt aus einem Polynom (ganz rationaler Funktion) und einer nattrlichen Exponentialfunk-
tion, so kann statt mit (mehrfacher) Produktintegration auch mit einem linearen Gleichungssystem die Stammfunktion oder das unbe-
stimmte Integral ermittelt werden. Wir setzen dabei eine Funktion f(x) vom Typ

f(X) = (OX"+an 1 X"+, Fayx+ag)- e
mit vorgegebenen reellen Zahlen ay, ay, ... a,, r#0 voraus, die Stammfunktion F(x) ist vom selben Typ mit:
F(X) = (@nX"+an X" +... +a;x+ag)-e™

bei zu bestimmenden ao, a;, ... a,. Funktion und Stammfunktion enthalten als Faktoren Polynome vom selben Grad n, so dass n+1 a;,
i=0, ...n, zu ermitteln sind.
Dazu leiten wir die Stammfunktion F(x) geman der Produktregel ab und erhalten:

f(x) = F'(x) = (nanX" +(n-1)an X" %+...+ay)-e™ + r(@nx"+an X" +... +aix+ag)- €™ =
(ranX"+(Nan+ran.1)X"  +((n-1)an.1+ran2)X"%+...+(ar+rag))- €™

und damit eine weitere Darstellung der Funktion f(x). Die Polynome in den beiden Funktionstermen von f(x) lassen sich vergleichen, der
Koeffizientenvergleich fuhrt auf das folgende lineare Gleichungssystem:
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ran = QOn
nanptran-1 = Op1
(n-1)ap1+ranz = dn2

(k+1l)aysitrax = 0k

atrap = dp,

einem (n+1)x(n+1)-Gleichungssystem mit eindeutiger Losung wegen der Existenz der Stammfunktion F(x). Tabellarisch ergibt sich das
Anfangstableau des linearen Gleichungssystems:

roo.. 0a,
nrO.. 0Qa.

000 ..1r|a,

Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems ist also in der Hauptdiagonale nur mit r besetzt, die untere Nebendiagonale mit
den Zahlen n, n-1, n-2, ... 1. Die L6sungen des Gleichungssystems lassen sich dadurch recht einfach ,von oben nach unten* bestimmen.
Esist:

a

fan=0p=>an= —"

a, a, n
Nanptran.1 = dp.1 == lap.1 = Op.1 — Nap = Ap-1 — nT =>anp.1 = r - n—2

a a a §
(n-1)an.1+ran2 = On2 => ran2 = dp2 — (N-1)an1 = o2 — (N-1) ( ; - nr—;] = a,,= ———(n- 1) 1 +n(n- 1)—

-

Ay, + n-
(k+1)ags1+rag = ok => rag = Ok — (K+1)ag+1 = Ok — (k+1)( —(k+ 2) k 24+ 4+ ()" n(n-1)...k+2) - k+lj =>

ak +1

a
ay = (Tk_(k-l-l) r2

+(k+2)(k+1)"rk;2 +.= (D" n(n-1)...k+2)(k +1) - mj
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al _ an
r

a a, Q. a a
a1trag=0pg=>rag=0p—a; = dg — (T 2r—22+...+(—1)nn(n_1) DD?W] =>aqp= (To—r—;+2r—§+...+(—1)nn! rnfzj,

so dass fir die Losungen ag, ai, ay, ... a, die (implizite, explizite) Lésungsformel

a, = a, a = a, -(k+Da,,, k=n-1,n-2, ...0 (%

o r
n-k ] k+' | .
(-1)'dTO rk*' k=0,1,2, ..n(*

i+l
i=0

ag

gilt.

Beispiele: a) Die Funktion f(x) = (x*+1)-e* mit ag
(a,x*+ayx+ap)- e mit:

1, a0, =0, a, =1, r = 2 sowie dem Grad des Polynoms n = 2 hat die Stammfunktion F(x) =

a2:&:£:0’5
r 2
a=Toof2=9 55t _ 45
r r 2 2
ay 1 0 1 1 1

a a
ap = r° - (2—1)r—21 + 2(2—1)r—§ :E a + 2[—!2—3 ZE +Z = 0,75 (gemaR (*+)),
so dass F(x) = (0,5x?>~0,5x+0,75)-e* gilt. In der Tat ist:

F'(x) = (x=0,5)-e* + 2(0,5x?>~0,5x+0,75)-e* = ((x—0,5)+2(0,5x*-0,5x+0,75))-e* = (x=0,5+x*—x+1,5)-e** = (x*+1)-e** = f(x).

b) Ist f(x) = x*e™, lautet der Ansatz fur die Stammfunktion F(x) = (a4x4+a3x3+a2x2+a1x+a0)e'x. Die a,, i=0, 1,...4, bestimmen sich auf Grund von ay = a; =
a,=a;=0,0,=1,r=-1zu:

a, _ 1

— — =
r -1
ay= G2~ G+Dha, _0-40-D) _
r _1
a = a, — (2+Da, = 0-34) =-12
r _1
a = al_(1+1)a2 = 0_2H_12) =-24
r -1
o= Bo=(0+Da, _ 0-1E¢1‘24) = -24 (gemaR (*),
] -
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so dass sich F(x) = (-x*-4x’~12x*-24x—24)e™ als Stammfunktion ergibt. Das Ableiten als Probe fiihrt auf:

F'(X) = (-4X°=12x%-24x-24)- €™ + (-1)(-X"—4x*~12x°—24x—24) €™ = ((-4x°=12x*-24x—24)—(-X*-4x*~12x*-24x—-24))- €™ =

(-4X3=12X%-24x-24+X*+4x3+12X*+24x+24)- €™ = x*e™ = f(X).

Integrale von Funktionen vom Typ f(x) = x"e"™

Die Funktion f(x) = x"e™, neN, soll nun integriert werden. Wegen 0o = a1 = d, = ... = dn1 = 0, a, = 1 ergibt sich nach (**):

i+1

n—-k i
ac= > (-1 E{%g"k_' =(-)"™* E—E—:E-Ir% k=0,1,2,..n (),
i=0 : ’

r

D.h., es ist;
1
an:_
r

n1

an1= —N—

n-1 rz

1
dn-2 = n(n _1)r_3

N n(n—1)(n—2)ri4

Uusw.
Tabellarisch lasst sich dies wie folgt zusammenfassen:

Tabelle 1:

n dg ds azy ds as g as az a Ao

0 1/r

1 Ur -1/r*

2 Ur -2/r° 2/r°

3 Ur -3/r* 6/r -6/r*

4 Ur -4/r° 12/r° =24/ 24/r

5 Ur -5/r° 20/r° -60/" 120/r° -120/r®

6 Ur -6/r° 30/r° -120/r* 360/r° -720/r° 720Ir"

7 Ur -7 42/ =210/ 840/r° -2520/r° 5040/r" -5040/r°

8 Ur -8/r* 56/r° -336/r" 1680/r° -6720/r° 20160/r" -40320/r° 40320/r°

9 Ur -9/r 72Ir° -504/r" 3024/r° -15120/r° 60480/r" -181440/r° 362880/r° -362880/r™°
n dg ds az ds as g as az ai Ao
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Die Tabelle bedeutet also hinsichtlich der Stammfunktionen:

Tabelle 2:

Funktion f(x) =

Stammfunktion F(x) =

5

6

8

l X
g —e
r
1[ 1} -
xe™ —|X-— €
r r
Xzerx }(XZ _EX+ )erx
r roor
X3 ?l(xs N t3X —r—ije“
x'e™ E[x“—ilx3+1—22x2—2—34x+2—fje’x
r r r r r
X’ ?l(xs—§x4+%)x3—%)xz+%)x—l—zsoje“
XGErx }(X6_§X5+3720X4_£30X3+37640X2_ESOX'i'Lzojerx
r r r
- 1( , 7 6, 42 5 210 , 840 , 2520 , 5040 5040) ,
xe ?X_?X +FX _7)( +74X_ rs X"+ r6 X r7 e
e ;(Xs 8., S—?XS _ gse 4 16?0)(4 _ 67520)(3 . 20:260)(2 _ 40320)( . 4o::20jerx
r r r r r r r r
1(, 9, 72, 504 . 3024 . 15120, 60480, 181440, 362880 362880
X R e S e e R x° - x* + X+ X— e

ré r

r r

r

r9

Aus der vorstehenden
Faktor:

Tabelle folgen die allgemeinen Formeln fur die Stammfunktionen von Funktionen mit Polynomen n. Grades als

Tabelle 3:
Funktion f(x) = Stammfunktion F(x) =
aoerX }aoerx
r
X 1 al X
(ax+a,)e . alx+ao—T €

(@, X% + ax+a,)e”

1 2a a, | 2
f(azxz +(a - —=E)x+a, -2+ =2 |~
r r ror

3 2 rx
(a.x* +a,x" +ax+a,)e

2a.

1 3a 6 a, 2a, 6a.
7(a3><3+(0/2—73)X2+(a1—*2+73)x+a0——1+72_ 5
r r r r r

r2

Jel')(
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1 4q, 3a, 12 2a, 6a, 24a, a, 2a, 6a, 24
(a,x* +ax® +a,x* + ax+a,)e™ Slaxt (@, -+ (A, -2+ A H (a2 A A+, A R - e A
4 3 2 1 0 4 3 2 2 1 2 3 0 2 3 4
r r r r r r r ror r r
1 5a, 4a, 2Qa, 3a, 12a, 60q, 2a, 6a, 24a, 12, a, 2a, 6a, 24a, 12,
(@ +a X +a ) + X +ax+a)e” | Sl aX (e, — 22X (a2 + =) H (0, -2+ A -2 (0 - R AR - A A T )X A R R e A - e
s 4 3 2 e ° Yoy : oy r2 2y r? r3 ooy 3 r S S re

auf Grund von:

1
jaoerxdx = aoje'xdx ==qa,e”
r

1 1 1 1 a
I(alx +a,)e™dx = alj xe™dx + aoje'xdx = al(— X—-— " +=a,e™ ==| ax+a,-— |e”
rr r r r

1 2 2 1 1 1
J'(crzx2 +a,x+a,)e™dx = azj'xzerxdx+alj' xerxdx+aoj'e’xdx = az(— X=X+ — |+ =x—— " +=ae™ =
r r r roor r

1 2a a,  2a
—(azx2 +(a1 - 2Jx+aO -1+ =2 e
r r

J'(cr3x3 +a,X° +aX+a,)e*dx = asj x*e™dx + azj x*e™dx + 0’1I xe™dx + aoj e™dx =

1, 3 ,. 6 6 1., 2 2 1 1) ,.1  «_
a, ?X —r—2X +r_3x_r_4 t+a, — X ——X+—|tQq; Fx_r—z e +?aoe =

usw.

Produktintegration und lineare Gleichungssysteme

Die recht komplexen Formeln fur die Stammfunktionen in Tabelle 3 geben doch Anlass dazu, die Stammfunktionen unmittelbar Uber ein
lineares Gleichungssystem auszurechnen.

Beispiele: a) Zu f(x) = (x3—4x)e°'5X mit: ap =a, =0, a; = -4, az = 1, r = 0,5 erstellen und 16sen wir zur Bestimmung der Koeffizienten aq, a3, a,, az der
Stammfunktion F(x) = (agx+a,x*+a;x+ag)e”™ ein lineares Gleichungssystem mit vier Unbekannten und vier Gleichungen nach dem GaufRschen Algo-
rithmus wie folgt:
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Lineares Gleichungssystem:

+ 0.5a3 =1
+ 3a3 + O.5a2 =0
+ 2a, + 0.5a, = -4

+ la; + 0bay = O
Anfangstableau:

05 0 0 0] 1
305 0 0] O
0 205 0] -4

0 0 105/ 0
1. Schritt: 0.5%(2) - 3*(1) /
05 0 0 0] 1

0025 0 0]-3

0 205 0] -4

0O 0 105] 0
2. Schritt: 0.25*(3) - 2%(2) /
05 0 0 0] 1

0 0.25 0 0]-3

0 00125 0] 5

0 o 105] 0
3. Schritt: 0.125%(4) - 1*(3) /

05 0 0 0] 1
0 0.25 0 0] -3
0 00125 0] 5

0 0 0 0.0625 | -5
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 0.5a3 =1
+ 0.2532 = -3
+ 0.125a; = 5
+ 0.0625a, = -5
Losungen des linearen Gleichungssystems:
dg = -80
a; = 40
ap = -12
az = 2

Die gesuchte Stammfunktion zu f(x) lautet also: F(x) = (2x*~12x*+40x—80)e*>*.
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b) Zu f(x) = 4x3(x+1)e™ = (4x*+4x%)e* ergibt sich mit dem Ansatz F(x) = (axx*+azx’+ax*+a,x+ag)e* ein lineares Gleichungssystem mit fiinf Unbekann-
ten und funf Gleichungen:

Lineares Gleichungssystem:

+ 4a, =4
+ 4a, + 4a; =4
+ 3a; + 4a, =0
+ 2a, + 4a; =0
+ la; + 435 = 0
Anfangstableau:
40000 4
44000 4
03400]0
0024010
0001410
1. Schritt: 1*(2) - 1*(1) /
40000 4
04000]0
0340010
00240]0
0001410
2. Schritt: 4*(3) - 3%(2) /
40 000 4
04 00O0]O
001600]0
00 240710
00 014]0O0
3. Schritt: 8*(4) - 1*(3) /
40 0 00] 4
04 0 0O0]O
0016 00] O
00 0320]0
00 0 14]0
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4. Schritt: 32*(5) - 1%(4) /

40 0 O
04 0 O
0016 O
00 0 32

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 4da,
+ 4daz

+ 1632
+ 32

+ 128a0

Losungen des linearen Gleichungssystems:

30:0
a1=0
32:0
33:0
a4:1

Stammfunktion ist: F(x) = x*e*".

4

O O O o

c) Zu f(x) = (X'-x*>+2x+5)e* ergibt sich mit dem Ansatz F(x) = (ax'+agx’+asx’+asx*+asx>+ax*+a;x+ag)e™ ein lineares Gleichungssystem mit einer
invertierbaren Koeffizientenmatrix A, den Vektor der rechten Seite b =(10-1000 2 5)T und den Losungsvektor a” = (a; ag as a4 az a, a, ao)T, SO

dass die folgenden Matrizenumformungen greifen:

[cNoNoNeNoNoR NNl

[cNoNoNeoNoNoN o]

[cNoNoNaoN N el

oo, OOO

OO WFrRrOOOOo

ONPFPOOOO O

PPRPOOOOOO

POOOOOO O

-1

ONOOOPFr O

1
-7
42
-210

840

-2520

5040

-5040

0
1
-6
30

-120

360

-720

720

Stammfunktion ist: F(x) = (x'=7x®+41x°-205x"+820x°~2460x°+4922x-4917)e”.

hroo

20
-60
120
-120

Arooo

12

24

Sobroooo

NNROOOOO

PRPOOOOOO

POOOOOOO

41
-205
820
-2460
4922
-4917

TNOOOROR
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