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Fur eine Funktion f(x) erlangt man im Allgemeinen durch Integrieren eine Stammfunktion
F(x), die abgeleitet wieder f(x) ergibt (F'(x) = f(x)). Es gilt dann mit dem unbestimmten In-
tegral (und der Integrationskonstante C):

F(X) = j f (x)dx

Quotienten aus Polynomen integriert man durch Partialbruchzerlegung, d.h. man geht wie
folgt vor:

Partialbruchzerlegung fur Integrale

p(x) _ b x"+...+Db,

q(x) ax"+..+a,
Nennerfunktion p(x) bzw. q(x) vom Grad m bzw. n. Zahler- und Nennerfunktion besitzen dabei kei-
ne gemeinsamen Linear- oder quadratische Faktoren.

Der Integrand sei von der Form: f(X) = mit ganz rationaler Zahler- und

I. Im Falle, dass der Grad der Z&hlerfunktion den der Nennerfunktion tbersteigt (m = n), ist flr den
Integranden eine Polynomdivision durchzufihren, so dass

n-1
£(X) = PO G(X) = (0. X" +..tby): (B X" +..+8,) =¢, X™" 4. +c, + X TG

ax' +..+a,

gilt, mithin f(x) = f,(X) + f,(X) aus einem ganz rationalen Anteil f,(x)=c,x™"+...+cC, und

. . . _ X"+
einen echt gebrochen rationalen Anteil f,(X) = . besteht.
ax"+..+a,

Il. FOr die Nennerfunktion q(x) des echt gebrochen rationalen Anteils des Integranden

C X" +..+C
f — “n-1 0 . . .. L . ..
2(X) = ax +. +a ist eine Faktorisierung in lineare und quadratische Faktoren durchzufih-
ren, so dass

a,x"+..+a, =a,(x=x)" [L.OX=x)™ X + px+q)* CL.OX* + px+q)°
erfullt ist.

lll. Es gilt nun der Ansatz:
c  X"t+..+cC
() = 0 =
ax +..+a,
+ B, x+C
1A L Al +...+—2le S ———— .. (¥
a, [ X=X (x=x)" X"+ pX+q (X* + px+0y)*
Multiplikation der Gleichung (*) mit der Nennerfunktion flihrt dann auf eine Polynomgleichung:
Cog X"+ Gy = A(X=x) " LLIOX =)™ [X* + pyx+@y)* CLOX* + px+q)° +...,

mit der mit Hilfe eines Koeffizientenvergleichs oder mit dem Einsetzen bestimmter x-Werte und der
Lésung eines linearen Gleichungssystems die Koeffizienten A, ... bestimmt werden kdnnen.

IV. Die Integration der gebrochen rationalen Funktion fihrt dann Gber die Integration der Summe

der einfachen Briiche , ..., also:

X=X
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X"+ ...+ X"+
_[f(x)dx:_[bm i By dx:j(cmxm‘n +...+cn)dx+_[c”‘1 - Co gy =
a x"+..+a, a x"+..+a,
:'f(cmxm‘n +...+c,)dx+
B, x+C
+ij[ A Lt : +...+—2le+Cl e +..1dx
X=X (X_X1)l X"+ pxX+q, (X "'plx'l'ch)Ol
Dabei finden die folgenden Integrationsregeln Verwendung mit neN,, a,b,p,qeR:
Xn+1
jx dx =
n+1
—dx In|x
g dx=Inx-a
1 1 .
I —dx = - — furn>1
(x—a) (n-)(x—-a)
+
I&dx In‘x2 + px+q‘
X"+ px+(q

4q9-p \V4q-p?

j 5 ! dx = 2 @rctan[ﬂJ mit 49— p> >0
X+ px+(q 2

Anwendungen und Beispiele (gemal Partialbruchzerlung fir Integrale):
X—-16

a e

I 2x? -9x -5

I. entfallt, da der Grad des Nennerpolynoms grof3er als der des Zahlerpolynoms ist.
[I. Nullstellenbestimmung:

dx

2x? -9x-5=0 xz—z

9 121 9 11 1
X=—+= =—+— o X=——0Ox=5
4 16 4 4 2

Also: 2x* —9x-5= 2(x+%)(x—5) fur den faktorisierten Nenner.
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I1l. Ansatz und Koeffizientenvergleich:

x-16 _ A B
2 _Qy_LE _
2x° -9x -5 2(x+;) X-5

(Hauptnenner-Multiplikation)

X~16 = A(X~5) + ZB(X+%) *)
x =51in (*) einsetzen:
-11= O+ZB[5% = -11=11B « B=-1
X =-1/2 in (*) einsetzen:
1 1 33_ 11

~Z-16=AQ-52)+0 = = =-""A = A=3
2 2 2 2

Es gilt damit die Identitat:
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x-16 _ 3 1

2 _Qy_LE _
2x°-9x -5 2(x+;) X-5

IV. Integration:

J-gx_idx:.[ 3 dx—.[ ! dx:§ 1 dx—J' 1 dx:§Inx+1—In|x—5|
2x* -9x-5 2(x+1) x-5 2° 4 1 x-5 2 2
2 2
)Ix 2(x- 2)
I.-1l. entfallt.

lll. Ansatz und Koeffizientenvergleich:
2)(;6 = é 82 C (Hauptnenner-Multiplikation)
X (x-2) X Xx° X- x-2
X—6=AX(x-2) + B(x - 2) + Cx? (Ausmultiplizieren)
X—6=Ax> - 2Ax + Bx - 2B + Cx?
Xx—6=(A+C)x* +(-2A+B)x-2B
Also: A+C =0, -2A+B=1, -2B=-6 unddamit: B=3,A=1,C=-1.
Es gilt damit die Identitat:
X—6 _14_3 1

X2(x-2) X X2 X-2
IV. Integration:

X—6 -1) _
jmdx J' dx+3j—dx rdx In|x|+3 - ~Inx=2=In

x° +x* —1
) [
x* -1
|. Polynomdivision:

X
5 4 VA —
C+x*-1):(x™-1) =x+ 1 + N
-(x*-x)

x*x-1

-(x*-1)

X
Il. Faktorisierung des Nenners auf Grund der 3. binomischen Formel:

X*—1=0 = (X* —1D(x* +1) = (X-D(x+1(x* +1)

I1l. Ansatz und Koeffizientenvergleich fliir den Restbruch

x* -1
X A B  Cx+D
= + +
x*-1 x-1 x+1 x*+1
Xx=AX+1)(x* +1D) + B(x-1)(x* +1) + (Cx+ D)(x* -1) (¥

x = -1 einsetzen in (*):

(Hauptnenner-Multiplikation)

~1=0+B-2)[2+0 «~ -1=-4B - B=%

x =1 einsetzen in (*):

1=AR2[2+0+0 = 1=4A = A:%
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X = 0 einsetzen in (*):

0=A0O0+BO-1)A+(0+D)[{-1) = 0=

NP
N[

-D< D=0

X = 2 einsetzen in (*):

2 = AI3[5+BI15+(C[2+0)[3 = 2 =15A+5B+6C -
15 5

1
2=—+—+4+6C = 2=5+6C = -3=6C = C = ——
4 4
Es gilt insgesamt die Identitat:
1 1 1X
5 4 _ * ~
XAX =1l g 4 4 2
x* -1 x-1 x+1 x*+1
IV. Integration:
x°+x* -1 101 10 1 1 X
————dx=| xdx+ | dx+= | — dXx+= | — dx—= dx
I x*-1 I I 4Ix—1 4Ix+1 2J.x2 +1

2 2
:X—+x+£|n|x—]j+1In|x+Jj—1In(x2 +1) =X ex+din
2 4 4 4 2

x% =1
x> +1
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