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Kurvendiskussionen/Funktionsuntersuchungen gehdren zum Standard der Mathematik an
den Oberstufen der Gymnasien. Das Heft will an Hand von vielen Beispielen einflhren in
dieses wichtige Thema und gliedert sich in die Abschnitte: Theorie, Aufgaben, Losungen.
Alle Beispiele und Aufgaben sind dabei mit ausfihrlichen Lésungen ersehen, die mathe-
matische Grundlagen und Regeln begreifbar machen. Die Kurvendiskussionen/Funktions-
untersuchungen gehéren zum weiten Feld der Differenzial- und Integralrechnung (Analy-
sis) und werden hier am Beispiel der Polynome dargestellt.

Bezeichnungen:

= gleich

* ungleich

> grofer

< kleiner

V oder

=3 Folgerung

© Aquivalenz

[a, b] abgeschlossenes Intervall mit a < x < b, a,beR
(a, b) offenes Intervall mit a < x < b, a,beR

[a, b) halboffenes Intervall mit a < x < b, a,beR
(a, b] halboffenes Intervall mit a < x < b, a,beR
€ Element von

N natdrliche Zahlen

No naturliche Zahlen einschlie3lich der Null
R reelle Zahlen
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Theorie

|. Polynome — eine kurze Einfuhrung

.1 Polynome (oder ganz rationale Funktionen) sind reelle Funktionen f: R -> R, die auf

den ganzen reellen Zahlen R definiert sind und mit der Variablen x[OR die Funktionsvor-
schrift besitzen:

— -1
f(x)=a,x"+a,_ X" +..+tax+a,

mit vorgegebenen ay, ai, ..., an1, an R und vorgegebener nicht negativer ganzer Zahl
nCINp. Die Zahl n mit a,#0 heil3t Grad des Polynoms, die reellen Zahlen ayp, as, ..., an-1, an
heiRen Koeffizienten, das reelle x Variable.

|.2 Beispiele fir ganz rationale Funktionen sind:

f(x)=a konstantes Polynom (Parallele zur x-Achse) fur ein festes allR
f(x)=x Winkelhalbierende (durch den 1. und 3. Quadranten)
f(x)=x* Normalparabel,

wobei wir uns grafisch im Achsenkreuz von x- und y = f(x)-Achse unter der konstanten
Funktion eine Parallele zur x-Achse, unter der Winkelhalbierenden eine Gerade durch den
Koordinatenursprung, die den rechten Winkel zwischen x- und y-Achse halbiert, unter der
Normalparabel eine quadratische Funktion mit dem Koordinatenursprung als Scheitelpunkt
vorstellen.
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Eine Funktion f(x) = mx+c mit der Steigung mCR und dem y-Achsenabschnitt c[OR heif3t
lineare Funktion oder Gerade (z.B.: f(x)=12-4x), bei f(x)=ax*+bx+c mit a,b,cOR
liegt eine Parabel vor (z.B.: f(x) =—-05x +6x+10), mit a=1 eine Normalparabel.
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1.3 Die ganz rationalen Funktionen f lassen sich Uberall beliebig oft ableiten, d.h.: in jedem
Punkt x[JR existiert die (1.) Ableitung f” als Steigung der Funktion (Kurve), die Ableitung
der Abteilung als 2. Ableitung f””usw. Dabei gilt zum einen die Summenregel fur eine end-
liche Anzahl von aufsummierten Funktionen ui(x), ux(x), ... um(x), mON, wenn nur die Ab-
leitungen der einzelnen Funktionen im Punkt x[IR existieren, was bei Polynomen naturlich
der Fall ist:

(U () + U, (X))'= Uy ' (X) + U, (X)

bzw.

(U () + U, () . U ()= 0 (X) + Uy () + 4 U '(X)

zum anderen die Ableitungsregel fur Potenzfunktionen u(x) mit (nicht nur) nicht negativen
ganzzahligen Exponenten ilINo:

u(x) = x = u'(x) =ix'™*

1.4 Also erhalten wir fr ein Polynom f: R -> R mit
f(x)=a,x" +a, X" +..+ax+a,
die Ableitungen:
f'(x)=na x""+(n-Da x> +..+2a,x+a,
f(x) =n(n-Da x"*+(n-)(n-2a,_ x"° +...+ 2a,

f'(x)=n(n-)(n-2)a, x> +(n-Y(n-2)(n-3)a,_,x"* +...+ 6a, usw.

.5 Beispiel: Das Polynom f: R -> R mit Funktionsvorschrift f(X) = x*(x* + x+3) -5x+7

= x% +x®+3x* -5x+ 7 hat die auch héheren Ableitungen:

f'(x) =6x°+5x* +12x* -5  f"(x) =30x* +20x* +36x> f"'(X) =120x® + 60x° + 72X
f @ (x) =360 +120x + 72 f ®(x) =720x +120 f©(x) =720

FO(x)= fO(x)=..=0.

1.6 Aufgaben: Bestimme zu den Polynomen f(x) die Ableitungen f'(x), f’(x), f”(x).

a) f(x) =90 b) f(x) = 7X4+5

c) f(x)=5x*-12x+89 d) f(x)=6x*-2x>+18x-4

e) f(x)=(x+3)(x*-9) f)  f(x)=(x*-7x+8)(2-4x?)

9 F(0=2220¢ +x - =23

) f(X)=(x*+8x-17)? ) f(x)=%(x5—4x+16)—§(x4+3x+15)

.7 Aufgabe 1.6 leitet noch Uber zur Produktregel und zur Kettenregel als weitere Ablei-
tungsregeln. Fir mON und Funktionen u;(x), ux(X), ... un(X) gilt im Falle der Differenzier-
barkeit die Produktregel:

(U (%) LU, (X))'= Uy " (X) [up (X) +uy (X) Lu, ' (X)
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bzw.

(Ul(X) [UZ(X) [...[Um(x))':
u,"(x) th, (x) L..0u (X) +
u, (x) " (x) L..0u (X) +
Lt

u, (X) [, (x) L..00,, " (X)

D.h.: Ein Produkt wird abgeleitet, indem man nacheinander jeweils nur einen der Faktoren
ableitet, diesen mit den Ubrigen nicht abgeleiteten Faktoren multipliziert und die so erhal-
tenen einzelnen Produkte aufsummiert.

Bei der Kettenregel ergibt sich die Ableitung fur eine auf3ere Funktion v(.) und eine innere
u(x) als Produkt von auf3erer und innerer Ableitung:

(V(u(x)))'= v'(u(x)) [u'(x)

D.h.: Eine verkettete Funktion wird abgeleitet, indem man die &uf3ere Funktion ableitet und
dabei die innere unverandert lasst, dann die innere Funktion ableitet und beide Ableitun-
gen miteinander multipliziert. Sind mehr als zwei Funktionen ineinander verschachtelt, so
gilt Entsprechendes.

1.8 Beispiele: a) Fir f(x) = (3x® — X)(7x? + 2x + 2) gilt mit den Faktoren und deren Ableitun-
gen u,(x) =3x> - x, u,'(X) =9x* -1, u,(X) = 7x* + 2x+ 2, u,'(X) =14x+ 2 nach der Produkt-
regel:

f'(X) = Ox® —1)(7x* +2x+2) + (3x® = X)(14x + 2)

sowie weiter mit u,(x) =9x* -1, u,'(X) =18x, u,(X) = 7x* +2x+2, u,'(X) =14x+2,

U (X) =3x% =X, u,'(X) =9x% -1, u,(x) =14x+ 2, u,'(x) =14:

f'(X) =18x(7x* +2x+2) + (9x* —1)(14x + 2)
+(9x* -1)(14x+2) + (3x* - x) (14
=18X(7x* + 2x+ 2) + 2[{9%* —-1)(14x + 2) +14[(3x* - X)
=126x° +36x° +36x + 256x° + 36x* — 28x — 4 + 42x° —14x
=424x° +72x* —6x—4
fr(x) =1272X2 +144x - 6

b) Laut der Kettenregel ist die 1. Ableitung zu f(x) = (2x® -3x+8)"* zu bestimmen auf
Grund der auReren Funktion v(.) = ()* mit v'(.) =4[{.)® und der inneren Funktion
u(x) = 2x% - 3x+8 mit u'(x) =6x*> -3 als:
f'(x) = 402x° —3x +8)° [(6x* —3) = (24x*> -12)(2x* -3x +8)°
und weiter nach der Produktregel, kombiniert mit der Kettenregel fir den zweiten Faktor
von f'(x):
f''(X) = 48x(2x% —=3x +8)° + (24x* -12) [B[{2x> —3x +8)* (6x° - 3)
= 48x(2x® - 3x+8)° +12[(6x* - 3)* (2x> —3x +8)?
= (2x® —-3x+8)? [J48x(2x® - 5x + 8) +12[{6x* —3)?]
= (2x° - 3x+8)? [196x* — 240x* + 384x + 432x* — 432> +108
= (2x* —3x+8)?(528x* —672x* +384x+108 usw.
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1.9 Aufgaben: Bestimme zu den Polynomen f(x) die Ableitungen f'(x), f’(x), f”(x):

a) f(x)=(@x+67)° b) f(X)=(x-12(x+2)
c) f(X)=x3(x+4)? d) f(X)=(x*+4)(x-3x?)
e) f(x)=[x-(@x+4 f)  f(x) = (x+5)(4x—-12)% (5x+10)2

1. Elemente der Kurvendiskussion

[I.L1 Wir sind nun am Aussehen von Polynomfunktionen als Kurven in einem Xx-y-
Koordinatensystem mit Koordinatenursprung im Punkt O(0|0) interessiert. Als Elemente
der Kurvendiskussion, die wir jetzt vorstellen wollen, ergeben sich fur ein Polynom:

» Definitionsbereich der Funktion

* Symmetrie

* Nullstellenbestimmung

* Ableitungen

* Bestimmung der Extremwerte

* Bestimmung der Wendepunkte

* Monotonieverhalten

* Krimmungsverhalten

* Verhalten der Funktion im Unendlichen

* Wertetabelle

e Zeichnung

* Bestimmung von Tangenten und Normalen an bestimmten Funktionspunkten (u.a.
Wendetangenten)

Wir gehen also aus von einer Polynomfunktion f: R -> R mit
f(x)=ax"+a, X" +..+aXx+a,
fur eine Variable x[OR und reellen Koeffizienten ay, ai, ..., an-1, an.

II.2 Der (maximale) Definitionsbereich eines Polynoms sind immer die reellen Zahlen R.

1.3 Fir alle x aus dem Definitionsbereich lasst sich also gemaR der Funktionsvorschrift die
Zahl y = f(x) bilden, indem wir den entsprechenden x-Wert in die Funktionsgleichung ein-
setzen, den y-Wert erhalten und schlief3lich den Punkt P(x|y) auf der Funktion. Beispiele:
a) f(x)=10x®-5x+18 mit: f(1)=1001°-51+18=23, f(-2) =10{-2)° -5[(-2) +18=-52
b) f(x)=2x"-5x>+2 mit: f'(x) =8x>-15x*, f"(x) =24x*-30x und: f(0)=0,

f'(0)=0, f"(0) =0 sowie: f(4)=512-320+2=194, f'(4) =512-240=272,

f''(4) =384-120= 264 als Werte von Funktion und Ableitungen.

Das systematische Einsetzen von x-Werten in die Funktionsgleichung fuhrt dann zu einer
Wertetabelle, in der x- und y=f(x)-Werte beispielsweise untereinander stehen.

II.4 Eine Funktion f(x) heil3t gerade oder — bezogen auf das x-y-Koordinatensystem — ach-
sensymmetrisch zur y-Achse, wenn gilt:

f(-x) = f(x).

f(x) heil3t ungerade oder — bezogen auf das x-y-Koordinatensystem — punktsymmetrisch
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zum Koordinatenursprung O(0]0), wenn gilt:
f(—x)=-1(x).

Polynome sind gerade, wenn sie nur Potenzen mit geraden, ungerade, wenn sie nur Po-
tenzen mit ungeraden Exponenten besitzen. Dabei zahlt der Koeffizient ag wegen ag =
aox° zu den geraden Exponenten. Dariiber hinaus treten bei Polynomen (und anderen
Funktionen) auch Symmetrien zu anderen, zur y-Achse parallelen Achsen bzw. zu Sym-
metriepunkten, die nicht Koordinatenursprung sind, auf. Wir gehen hierauf nicht ein.

1.5 Beispiele: a) f(x) = x*+4 ist eine verschobene Normalparabel mit geraden Exponen-
ten und daher symmetrisch zur y-Achse.

b) f(x)=x>-8x ist eine ungerade Funktion wegen der ungeraden Exponenten und also
punktsymmetrisch zum Ursprung.

c) Bei der Funktion f(x) =9x* +2x® —7x+12 ist wegen der dort auftretenden geraden und
ungeraden Exponenten keine Symmetrie erkennbar.

I1.6 a) Ist f ein gerades Polynom, so ist f’ ungerade, f’ gerade, f” ungerade usw.
b) Ist f ein ungerades Polynom, so ist f gerade, f” ungerade, ' gerade usw.

[1.7 Zur Nullstellenbestimmung, also zur Bestimmung der Schnittpunkte N(xn|0) mit der x-
Achse des x-y-Koordinatensystems ist die Gleichung

f(x)=0

nach der Variablen x aufzulésen. Nun lasst sich jedes Polynom als Produkt von linearen
und quadratischen Faktoren ax+b bzw. ax*+bx+c, a,b,cOR, schreiben, wobei die linearen

Faktoren dann O werden, wenn fur a+0 x = b gilt, wahrend die quadratischen Faktoren
a

im Reellen nicht weiter in Linearfaktoren zerlegt und daher auch niemals 0 werden kon-
nen. For pi(x), p2(x), ... pm(X) als lineare und quadratische Faktoren gilt dann:
f(X) = p,(x) Op, (x) L., (x) und weiter auf Grund der Tatsache, dass ein Produkt gleich O

ist, wenn einer seiner Faktoren O ist:

() =0 = py(X) [p,(X) L.0p, () =0
< p(X) =0C p,(x) =0C...p,,(x) =0
Zur Faktorisierung eines Polynoms f(x) stehen verschiedene Méglichkeiten zur Verfigung,

die auf den Aquivalenzumformungen von linearen und quadratischen Gleichungen basie-
ren. Fur lineare Gleichungen gilt die Umformung:

ax+b=0 < x:—E
a

, fir normierte quadratische Gleichungen ergibt sich gemal der p-g-Formel:

2
X2+px+q:0@ XLZ:__gi [gj -q

mit den Koeffizienten p,qCR, fur allgemeine quadratische Gleichungen gilt nach der ,Mit-
ternachtsformel”:
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-b++/b?-4ac

2a

ax>+bx+c=0 < X, =

mit den reellen Zahlen a, b, c. Dann besitzt ein Polynom f(x) dort Nullstellen x, wo seine
linearen oder quadratischen Faktoren Nullstellen x haben, d.h. wo die Faktoren gemaR
den Vorgehensweisen bei den Umformungen von linearen und quadratischen Gleichun-
gen nach x auflésbar sind.

1.7 Beispiele: a) Das lineare Polynom f(Xx) :%x—7 hat wegen:

f(x)=0 < 1x—7=0«:» lx:7<:» x=14
2 2

bei x=14 eine Nullstelle, also: N(14|0).

b) Fiir das quadratische Polynom f(x) = 4x* +8x-16 ergeben sich Ansatz und Glei-
chungsumformungen gemalf der ,Mitternachtsformel®:

-8+./8% -4[4[(-16
f(X)=0 = 4x* +8x-16=0 = x= J > {16

. ~8+/64+256 J320 320
8

x= -1z o x=-1% [ « x=-1-4/50x=-1+5
8 64

Die beiden errechneten x-Werte fihren auf die Nullstellen von f(x): Ni(-1-+/5]0),
N2(-1++/5]0).
c) Zu f(x) = x* —2x-4 findet sich eine Nullstelle bei x=2. Die Polynomdivision:
(x3-2X-4):(x-2) = X?+2x+2
-(x3-2x%)
2X%-2%-4
-(2x%-4x)
2x-4
-(2x-4)
0
ergibt zusatzlich die Gleichung: x* +2x+2=0 = x=-1++/1-2=-1% J-1, die wegen des
negativen Radikanden keine L6sung besitzt. Die einzige Nullstelle von f(x) ist damit N(2|0).

<~

d) Die Nullstellenbestimmung fiir die Funktion f(x)=4x*-949* +50625 fihrt auf eine

biquadratische Gleichung und deren Umformung u.a. mit der Substitution z=x*> bzw. Ruick-
substitution x°=z:

4x* - 940 +50625= 0 - 47" 049z +50625=0 - 7= 249 V94F - 4250625 _

Z=X 2@'
, = 949% ‘V890601= 949; 301 .- %’: 1562507 = %3 =81~ x* =1562501x* =81 -

x =125 x =9 und damit auf die Nullstellen: N1(-12,5|0), N2(-9]|0), N3(9|0), N4(12,5|0).

11.8 a) Der Grad des Polynoms bestimmt die maximal auftretende Anzahl der Nullstellen,
d.h.: Bei einer Parabel 2. Grades kdnnen hdchstens zwei Nullstellen auftreten, bei einem
Polynom 3. Grades hdchstens 3 usw., bei einem Polynom n. Grades héchstens n.

b) Polynome mit ungeradem Grad (n =1, 3, 5, ...) haben mindestens eine Nullstelle.
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11.9 Aufgaben: Errechne die Nullstellen der folgenden Polynomfunktionen.

a) f(xX)=3x-7 b) f(x)=x*+15x-364
c) f(x)=10x*-11x+6 d) f(x)=x*@2x+17)

e) f(x)= (3x+4)(9x% - 25) ) f(x) =3 +8Ix

g f(x)=3x*-192 hy f(xX)=x®-4x*+7x-4
i = 4 _ 2 i :X_4 X_2—§

i) f(x)=4x"-265x" +576 D (X ) + > 75

k) f(x)=x°+5x*-15x>-85x*-26x-120 ) f(x)=x°-x%®-12

11.10 a) Eine Funktion f(x) ist auf einem Intervall monoton steigend oder monoton fallend,
wenn fur je zwei Punkte x;, X, aus diesem Intervall gilt:

X <X, = f(x)< f(x,) (steigende Monotonie)
X <X, = f(x)= f(x,) (fallende Monotonie)

b) Ist eine Funktion f(x) differenzierbar an der Stelle xo, so folgt:

f'(Xx,) 2 0= f(x) ist monoton steigend in X,
f'(X,) £ 0= f(x) ist monoton fallend in x,

II.11 Relative Extrema (Extremstellen), Hoch- und Tiefpunkte, sind Punkte xg einer Funkti-
on f(x), far die qilt:

f'(xz) =0, f"(xc) <O (relatives Maximum, Hochpunkt)
f'(xz) =0, f"(xz) >0 (relatives Minimum, Tiefpunkt)

Zur Bestimmung von Hoch- und Tiefpunkten einer Funktion ist also die 1. Ableitung gleich
0 zu setzen, so dass die x-Werte mit f(x) = 0 zu bestimmen sind (sog. notwendige Bedin-
gung). Die gefundenen x-Werte sind die kritischen Stellen, wo die Hoch- oder Tiefpunkte
auftreten konnen, aber nicht missen. Durch Einsetzen der x-Werte in die 2. Ableitung und
Uberprifen des Ergebnisses auf >0 oder <0 (sog. hinreichende Bedingung) kann dann
endgiltig entschieden werden, ob Extrema vorliegen.

[1.12 Gilt f’(xe ) = 0 in der hinreichenden Bedingung fur mégliche Extremstellen xg, so ist
zunachst keine Entscheidung maoglich. Folgende Szenarien treten dann auf:

a) Ist in einem Intervall (xe—h, xg) (links von der Extremstelle) f'(x) > 0 und in einem Inter-
vall (xg, Xg+h) (rechts vom Extremum) f'(x) < 0 (h>0), so liegt ein Hochpunkt bei xg vor.

b) Ist in einem Intervall (xe—h, xg) (links von der Extremstelle) f'(x) < 0 und in einem Inter-
vall (Xxg, Xg+h) (rechts vom Extremum) f'(x) > 0 (h>0), so liegt ein Tiefpunkt bei xg vor.

c) Gilt fur die n. Ableitung erstmals f"(xg ) # 0 (n>2), so liegt bei xe eine Extremstelle vor,
wenn n eine gerade Zahl ist.

[1.13 a) Der Grad des Polynoms bestimmt die maximal auftretende Anzahl der Extremstel-
len, d.h.: Bei einer Parabel 2. Grades gibt es eine Extremstelle, bei einem Polynom 3. Gra-
des hdchstens 2 usw., bei einem Polynom n. Grades hdchstens n-1.

b) Polynome mit geradem Grad (n = 2, 4, 6, ...) haben mindestens eine Extremstelle.

[1.14 Bei Polynomen gilt: @) FUr Xg1 < Xg2 als zwei aufeinanderfolgende Extremstellen eines

Polynoms gilt: Liegt bei xg1 ein Hochpunkt vor, so ist xg, ein Tiefpunkt und umgekehrt; liegt
bei xg; ein Tiefpunkt vor, so ist xg, ein Hochpunkt und umgekehrt.
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b) Sind Xg;1 < Xg2 zwei aufeinanderfolgende Extremstellen eines Polynoms, so ist das Mo-
notonieverhalten der Funktion im Intervall (Xg1, Xe2) das Gleiche (entweder steigende oder
fallende Monotonie). Ist xg die kleinste Extremstelle, so gilt Entsprechendes fur das Inter-
vall (-o0, Xg), ebenso bei xg als gro3ter Extremstelle mit Intervall (Xg, oo).

c) Fur xg1 < Xgz als zwei aufeinanderfolgende Extremstellen eines Polynoms gilt: Liegt bei
Xe1 ein Hochpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (Xxe1, Xg2) monoton fallend;
liegt bei xg; ein Tiefpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (Xg1, Xg2) monoton stei-
gend; liegt bei xg, ein Hochpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (Xg1, Xe2) mono-
ton steigend; liegt bei xg, ein Tiefpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (Xg1, Xg2)
monoton fallend. Liegt bei xg als kleinster Extremstelle ein Hochpunkt vor, so ist das Poly-
nom auf dem Intervall (-co, Xg) monoton steigend; liegt bei xg als kleinster Extremstelle ein
Tiefpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (-co, Xg) monoton fallend. Liegt bei xg
als grofdter Extremstelle ein Hochpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (Xg, oo)
monoton fallend; liegt bei xg als grofl3ter Extremstelle ein Tiefpunkt vor, so ist das Polynom
auf dem Intervall (xg, o) monoton steigend.

d) Die Intervalle zwischen den Extremstellen heil3en Monotonieintervalle. Zwei angren-
zende Monotonieintervalle haben dann ein unterschiedliches Monotonieverhalten. Es gilt
also mit xg als Extremstelle und den Monotonieintervallen (a, xg) und (xg, b) mit a, b als
weitere Extrema oder a=-c oder b=co: Ist das Polynom monoton steigend auf (a, Xg), so
monoton fallend auf (Xg, b) und umgekehrt; ist das Polynom monoton steigend auf (a, Xg),
S0 ist Xg ein Hochpunkt. Ist das Polynom monoton fallend auf (a, Xg), So monoton steigend
auf (xg, b) und umgekehrt; ist das Polynom monoton fallend auf (a, xg), so ist xg ein Tief-
punkt.

11.15 Beispiele: a) Die Funktion f(x) = x*(x-7)? besitzt als Polynom 4. Grades maximal
drei Extremstellen. Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung

f'(X) = 2x(x = 7)% + 2x*(x = 7) = 2x(x = 7)(2x = 7) fiihrt auf:

f'(X) =0 « 2X(x=7)(2x-7)=0 = x=0Cx-7=0C2x-7=0< x=0Cx=7Cx=35

mit x;=0, X, = 3,5 und x3 = 7 als kritischen Stellen. Hinreichende Bedingung: Das Einset-
zen der kritischen x-Werte in die 2. Ableitung

f''(X) = 2(x = 7)(2x = 7) + 2x(2x = 7) + 2x(x — 7) 2 =12x* - 84x + 98 ergibt:

f"(0) =98>0= x=0 als Tiefpunkt T,(0]0) (wegen f(0)=0)

f '"(35) =12[B5° -84[B5+98=-49< 0= x = 35 als Hochpunkt H(3,5|150,0625)

f"(7) =12[7%° -84[7 +98=98>0= x =7 als Tiefpunkt T,(7|0).

Die Tief- und Hochpunkte bestimmen das Monotonieverhalten des Polynoms wie folgt:

f(x) ist monoton fallend auf dem Intervall (-c0; 0);
f(x) ist monoton steigend auf dem Intervall (0; 3,5);
f(x) ist monoton fallend auf dem Intervall (3,5; 7);
f(x) ist monoton steigend auf dem Intervall (7; o).

1 1
b) Beim Polynom f(X) =——x® +——x* errechnet sich der einzige Tiefpunkt mit
100( 20C
5 3 9 3

f'(X) =3 o +ix3, f''(X) =3y +3x2, ' (x) -3y +—x, fOX)==—x*+—
50C 50 10C 50 25 25 25 25
wie folgt: Notwendige Bedingung:

f'(x)=0 = %XSJrS_lCXB =0« 3X°+10x* =0 « xX>’(3x*+10) =0 » x> =003x*+10=0 -

x=00[3x* =-10] - x =0 als einzige kritische Stelle.
Hinreichende Bedingung: Wegen f ''(0) = 0 setzen wir den x-Wert x=0, an dem mégli-
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cherweise eine Extremstelle vorliegt, noch in die 3. und 4. Ableitung ein und erhalten:
f'0)=0, f®0) = % . Da die erste Ableitung #0 die 4. Ableitung ist, liegt bei x=0 ein

Extremum vor, und zwar wegen f® (0) >0 ein Minimum mit T(0|0).

1000,00 - 20,00 -

900,00 18,00 1 \ /

800,00 / 16,00

700,00 / 14,00 1

600,00 / 12,00 1

> 500,00 / > 10,00
400,00 / 8,00 1 \ /
300,00 1} / 6,00

200,00 \ / 4,00

100,00 \ / 2,00 \ /

0,00 ﬁm 0,00

ooooooooooooooooooooo

S ¥ © 4 ¥ 6 © N ® ¥ 0 © ] ®» % S © | o I S QQ@%@@@QQQ N S &

P R S S e i N R R B NN S R = @v%%mmxmeo&wmmn}vu

X X

y=f(x)=x*(x=-7)* f(x) = +ix4
100( 20C

11.16 Aufgaben: Bestimme die Extremstellen der folgenden Funktionen und untersuche auf
Monotonie:

a) f(x)=34x—129 b) f(x)=éx2—x—§
c) f(x)=9x*-8x> d) f(x):—1—12x8

[1.17 Wendepunkte sind Punkte xy einer Funktion f(x), fur die gilt:

f"'(xy) =0, f"(xy)#0 (Wendepunkt)

Zur Bestimmung von Wendepunkten einer Funktion ist also die 2. Ableitung gleich 0 zu
setzen, so dass die x-Werte mit f’(x) = 0 zu bestimmen sind (sog. notwendige Bedingung).
Die gefundenen x-Werte sind die kritischen Stellen, wo die Wendepunkte auftreten kon-
nen, aber nicht missen. Durch Einsetzen der x-Werte in die 3. Ableitung und Uberpriifen
des Ergebnisses auf #0 (sog. hinreichende Bedingung) kann dann endgultig entschieden
werden, ob Wendepunkte vorliegen.

Ein Wendepunkt xy einer Funktion f(x) mit f'(x,) =0 heil3t Sattelpunkt.

[1.18 Gilt f”(xe ) = 0 in der hinreichenden Bedingung fir mégliche Wendestellen xy, so ist
zunachst keine Entscheidung méglich. Folgende Szenarien treten auf:

a) Ist in einem Intervall (xg—h, Xg) (links vom Wendepunkt) f’(x) > 0 und in einem Intervall
(Xe, xet+h) (rechts vom Wendepunkt) f’(x) < 0 oder in einem Intervall (xe—h, xg) f’(x) <0
und in einem Intervall (xg, xg+h) f’(x) > 0 (h>0), so liegt ein Wendepunkt bei xy vor.

b) Gilt fiir die n. Ableitung erstmals f”(xw ) # 0 (n>2), so liegt bei xy eine Wendepunkt vor,
wenn n eine ungerade Zahl ist.
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[1.19 a) Der Grad des Polynoms bestimmt die maximal auftretende Anzahl der Wendestel-
len, d.h.: Bei einem Polynom 3. Grades gibt es einen Wendepunkt, bei einem Polynom 4.
Grades hdchstens 2 usw., bei einem Polynom n. Grades héchstens n-2 Wendestellen.

b) Polynome mit ungeradem Grad (n =3, 5, 7, ...) haben mindestens einen Wendepunkt.

11.20 Ist eine Funktion f(x) zweimal differenzierbar an der Stelle X, so folgt:

f"'(x,) 2 0= f(x) ist konvex (linksgekrimmt) in X,
f"'(%,) £ 0= f(x) ist konkav (rechtsgekrimmt) in X,

Die Funktion heil3t auf einem Intervall konvex, wenn sie in jedem Punkt des Intervalls kon-
vex ist. Die Funktion heifl3t auf einem Intervall konkav, wenn sie in jedem Punkt des Inter-
valls konkav ist.

[1.21 Bei Polynomen gilt dann: a) Sind xw1 < Xw2 zwei aufeinanderfolgende Wendestellen
eines Polynoms, so ist das Krimmungsverhalten der Funktion im Intervall (xw1, Xw2) das
Gleiche (entweder konvex oder konkav). Ist xy die kleinste Wendestelle, so gilt Entspre-
chendes fur das Intervall (-0, Xw), ebenso bei xw als grofiter Wendestelle mit Intervall
(Xw, OO)

b) Fur xw1 < Xw2 als zwei aufeinanderfolgende Wendestellen eines Polynoms f(x) gilt: Im
Intervall (xw1, Xw2) liegt hochstens eine Extremstelle xg. Ist diese Extremstelle ein Tief-
punkt, so ist das Polynom auf dem Intervall (xwi, Xw2) konvex. Ist die Extremstelle ein
Hochpunkt, so ist das Polynom auf dem Intervall (xwi, Xw2) konkav. Liegt im Intervall
(Xw1, Xw2) keine Extremstelle, so ist ein Xpe(Xw1, Xwz2) zu wahlen. Gilt dann f’(xg) > 0, so ist
das Polynom auf (xwi1, Xw2) konvex; gilt f’(xo) < 0, so ist das Polynom auf (xwi1, Xw2) kon-
kav. Ist xy die kleinste Wendestelle, so ist das Polynom auf dem Intervall (-co, Xw) konvex,
wenn fur einen Punkt Xee(-00, Xw) '(Xo) > 0 gilt; ist xw die kleinste Wendestelle, so ist das
Polynom auf dem Intervall (-c0, xw) konvex, wenn fur einen Punkt Xpe(-c0, Xw) f’(Xo) < O gilt.
Ist xw die grof3te Wendestelle, so ist das Polynom auf dem Intervall (xw, ) konvex, wenn
fur einen Punkt xoe(Xw, o) f"(Xo) > O gilt; ist xyw die groéf3ite Wendestelle, so ist das Polynom
auf dem Intervall (xw, o) konvex, wenn fur einen Punkt Xge(Xw, o) f’(Xo) < O gilt.

c) Die Intervalle zwischen den Wendepunkten heil3en Krimmungsintervalle. Zwei angren-
zende Krimmungsintervalle haben dann ein unterschiedliches Krimmungsverhalten. Es
gilt also mit xy als Wendepunkt und den Krimmungsintervallen (a, xw) und (xw, b) mit a, b
als weitere Wendestellen oder a=-c oder b=co: Ist das Polynom konvex auf (a, xw), SO
konkav auf (xw, b) und umgekehrt. Ist das Polynom konkav auf (a, xw), so konvex auf
(Xw, b) und umgekehrt.

11.22 Beispiele: a) Zur Funktion f(x) = x*>(8-x) =8x® — x* bestimmen wir die Extrem- und

Wendestellen. Es gilt bzgl. der Ableitungen: f'(x) =24x* -4x>, f"(x) =48x—-12x?,
f'"'(x) = 48— 24x. Die (mdglichen) Extrema errechnen sich aus: f'(x) =0 =

24x* -4x* =0 = 4x°(6-%X) =0 = 4x* =006-x=0 = x=00x=6 (notwendige Be-
dingung) mit: f''(0) =0 (keine Entscheidung maglich), f"(6) = -144<0 fir den Hochpunkt
H(6]432) (hinreichende Bedingung). Fur die Wendestellen gilt: Notwendige Bedingung:
f'(X) =0 = 48x-12x> =0 = 12x(4-X) =0 = 12x=004-x=0 - Ox=00x=4
Hinreichende Bedingung: f''(0) =48# 0= x=0 als Wende- und Sattelpunkt W;(0]0),
f'"'(4) =48-96=-48%# 0= x =4 als Wendepunkt W;(4|256).

Wegen der beiden Wendepunkte ergibt sich das folgende Krimmungsverhalten der Funk-
tion auf den Intervallen (-c0, 0), (0, 4) und (4, ~): f(x) ist auf Grund des Hochpunktes bei
x=6 im Intervall (4, «) konkav, daher im sich daran anschlielRenden Intervall (0, 4) konvex,
somit im Intervall (-co, 0) wieder konkav.
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b) Gegeben sei das Polynom 5. Grades f(x) =3x> +50x”* —40x> —1200«* + 300x + 800. Wir
bestimmen die Wendepunkte mit den Ableitungen:
f'(x) =15x* + 200x® —120x? — 2400x + 300, f''(X) = 60x> + 600x> — 240x — 2400,
f'"'(x) =180x? +1200x — 240
und vermoge der notwendigen Bedingung:
f"'(X) =0 = 60x®+600x* — 240x— 2400=0 < x> +10x* —4x-40=0 (*)
Die Polynomgleichung ist mit x=-10 l6sbar, so dass die Polynomdivision:
(x*+10x%-4x-40):(x+10) = x* — 4
-(x>+10x%)
-4x-40

-(-4x-40)
0

zu den weiteren Umformungen fuhrt:

(*) = x=-100x*-4=0 - x=-100x*=4 = x=-100x=#2
Hinreichende Bedingung: Einsetzen in die 3. Ableitung ergibt:
f'"'(-10) =18000-12000-240=5750# 0 = x = -10 als Wendepunkt
f''(-2) =720-4800-240=-4320# 0= x = -2 als Wendepunkt
f'"'(2) =720+ 4800- 240=5280#% 0 = x = 2 als Wendepunkt

Als Wendepunkte haben wir: W1(-10|117800), W,(-2|-3576), W3(2]-2824).

500,00 250000,00

7\ 200000,00

400,00
/ \ 150000,00

300,00
/ \ 100000,00

200,00

> > 50000,00 4

100,00 +
0,00

0,00 =TT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-50000,00 -

Q Q Q Q O "

gﬁyg‘b/g\ RO N S P N R L P q;ﬁ\

-100,00 -100000,00

-200,00 - -150000,00 -

X X

y=f(x)=x3@B-x) y = f(x) =3x® +50x* — 40x*® —1200x? + 300x + 800

[1.23 Aufgaben: Bestimme die Wendepunkte der nachstehenden Polynome und untersu-
che auf Krimmung:

a) f(x):%x5 b) f(x)=25x-x°
c) f(x)=x*-4x*+4 d f(x)=(x*>-8)°

[1.24 Im Zusammenhang mit den Wendepunkten greifen wir das Thema der Wendetangen-
te noch auf. Ist f(x) differenzierbar in xo, so kdnnen wir gemaf der Formel:
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ty=f'(x)(X=x%,)+ f(X) (Tangente)

die Gleichung der Tangente im Funktionspunkt P(xo|f(Xo)) aufstellen. Die Gleichung der
Normale in P(Xo|f(xo)) lautet:

1
(%)

n:y= (X=X%,) + f(X%,) (Normale)

, wobei f(xp)#0 gelten muss. Bei f'(xp)=0 ist die Tangente y = f(Xp), die Normale: x = Xo. Ei-
ne Wendetangente ist dann die Tangente in einem Wendepunkt der Funktion mit dem Un-
terschied, dass sie die Funktion nicht wie bei allen anderen x#xo berthrt, sondern in Xo
durchschneidet. Letzteres ergibt sich aus dem Wechsel im Krimmungsverhalten der
Funktion im Wendepunkt.

11.25 Beispiele: a) Zur Funktion f(x) = x* + x* bestimmen wir die Tangente und Normale im
Punkt xo = -2. Dazu bilden wir die 1. Ableitung: f'(x) =3x* +2x und erhalten weiter: f(-2) =

-8+4 = -4, f(-2) = 12-4 = 8. Wir setzen alle gefundenen Werte in obige Tangenten- bzw.
Normalengleichung ein und errechnen als Tangente t und Normale n:
ty=8(x—(-2))+(-4) =8(x+2) -4 =8x+16-4=8x+12;
1 1 1 1 1 17
ny=—-=(x-(-2)+(-4) =-=(x+2)-4=—-=x—-=-4=-"x—-—,
y8(())()8() 872 352

b) Gegeben sei das Polynom f(x) = x*(x* —=96) . I. Wir bestimmen zuné&chst die Wende-
punkte von f(x) = x* —=96x* und errechnen dazu die Ableitungen: f'(x) = 4x>-192x,
f''(x) =12x* =192, f'"'(X) = 24x. Nullsetzen der 2. Ableitung bringt: f"(x) =0 <

12x* -192=0 = 12x* =192 = x* =16 = x =4 als mogliche Stellen fiir Wendepunkte.
Einsetzen in die 3. Ableitung fuhrt wegen f''(-4) =-96#0 und f"'(4) =96# 0 in der Tat
auf die Wendepunkte W1(-4[-1280) und W,(4|-1280), da f(-4) = f (4) =16[(-80) =-1280
gilt.

Il. Wir berechnen nun die Wendetangenten in den Wendepunkten und bendtigen dazu
noch die Werte der 1. Ableitungen an den Stellen x=-4 und x=4. Nun gilt diesbeziiglich:
f'(-4) = -256+768=512, f'(4) =256-768=-512, also f'(-4) =—-f'(4) wegen der Ach-
sensymmetrie von f(x) und der Punktsymmetrie der 1. Ableitung. Die Tangenten t4 und t4
in den Wendepunkten lauten nun:

ta y=512Ax—(~4)) +(-1280 = 512 x + 4) —1280= 512x + 2048-1280= 512x + 768;
ty y=-512Ax—4) +(-1280 = -512x — 4) —1280= -512x + 2048-1280= -512x + 768.

11.26 Zum Verhalten fir betragsmafig grofRe X, also fir x - —co bzw. x — 4o, ist zu sa-
gen, dass sich das Polynom hierbei nach der hoéchsten Potenz richtet. Ist also

f(x)=a x"+a,_X"" +..+aXx+a, die Funktionsgleichung eines Polynoms n. Grades,

so ist a,x" die hochste Potenz mit dem Koeffizienten a,. Dann gilt die folgende Fallunter-
scheidung:
a) Istnungerade (n=1, 3,5, ...) und a, > 0, so ist:
X - —00= f(X) > —0; X - 400 = f(X) > +o0.
b) Ist n ungerade (n=1, 3,5, ...) und a, <0, so ist:
X - —00= f(X) » +00; X » +00 = f(X) - —00.

c) Istngerade (n=2, 4,6, ...)und a, >0, so ist:
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X - =00= f(X) - +0; X - 400 = f(X) - +0.
d) Istngerade (n=2, 4,6, ...)und a, <0, so ist:
X - —00= f(X) > —0; X - +00 = f(X) - —o0.

11.28 Beispiele: a) Mit f(x) =10x> —1000x? +100000 gilt wegen der hdchsten Potenz x°

und dem positiven Koeffizienten 10:
b) Das Polynom f(x) = x* —20x® —100x hat die héchste Potenz x* mit dem positiven Koef-
fizienten 1. Damit gilt:

X > —0= f(X) > +00; X - 400 = f(X) - +o0 .

c) Das Polynom f(x) =16- x> —%x“ hat die héchste Potenz x* mit dem negativen Koeffi-

zienten —é . Somit ist;

X - —00= f(X) > —0; X - +00 = f(X) - —00.

[1.29 Wir erwahnen noch die ,Umkehrung” von Kurvendiskussionen: die Bestimmungsauf-
gaben. Eine Funktion wird dabei auf Grund ihrer Eigenschaften bestimmt. Im Falle eines
Polynoms n. Grades ergibt sich die folgende Vorgehensweise:

1) Aufstellen der allgemeinen Funktionsgleichung

f(x)=a x"+a,_Xx""+..+ax+a,
mit n+1 unbekannten Koeffizienten a; des Polynoms, wobei eventuell die Ableitungen
f'(x)=na x""+(n-a x> +..+2a,x+a,,
f"(x) =n(n-a x"?*+(n-1(n-2a,_x"° +...+ 2a,

zu bertcksichtigen sind.
2) Ermittlung der n+1 Eigenschaften der Funktion in der Form

f*0(x) = z, k(i) € {0,...n}, i=1, ... n+1.
3) Aufstellen des zugehérenden linearen Gleichungssystems

f(k(l))(xl) =74, f(k(2))(X2) =7, ... f(k(n+1))(xn+l) = Zns1

4) Losen des linearen Gleichungssystems, z.B. mit dem Gaul3-Algorithmus, mit den ge-
suchten Koeffizienten a;, i=0, ... n, als Losung.

5) Aufstellen der Funktionsgleichung mit Hilfe der gefundenen a;, i=0, ... n.

62_ Probe fur die aufgefundene Polynomfunktion, da manche Eigenschaftgleichungen
f«D(x)) = z aus notwendigen Bedingungen resultieren kénnten.
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Aufgaben

lll. Beispiele fur Kurvendiskussionen

1.1 Beispiel: Gegeben ist das Polynom: f(x)=x®-6x*+9x-4. — Kurvendiskussion
(ohne Untersuchung der Symmetrie, mit Untersuchung von Monotonie und Krimmung):

boenom  |. Definitionsbereich: Dy = R. Das Polynom ist fur alle xOR definiert, stetig und
(beliebig oft) differenzierbar.

II. Ableitungen ||, Ableitungen:
F(x), (x), F(x)

f(x)=x®-6x*+9x—-4 Funktion
f'(x) =3x*-12x+9 1. Ableitung
f"(x) =6x-12 2. Ableitung
f"'(x)=6 3. Ableitung
. Nulistellen |||, Nullstellen: Geratene Nullstelle bei x=1 mit f(1) = 0 und Polynomdivision:

des Polynoms 3 2 2
mit notwendiger  (X”-6X“+9x-4):(x-1) = x*-5x+4

o beneeney 0CC)
f(x)=0 -5X°+9x
-(-5x°+5x)
4x-4
-(4x-4)
0
ergeben beim Nullsetzen der Funktionsgleichung:

f(X) =0 x*-6x*>+9x-4=0 x=10x*-5x+4=0 =

szx_ﬁ _5, [ E_E [ 5,3
2 2 2

x =10[x =1] Dx—4
Nullstellen der Funktion sind somit: x=1, x=4. Also: N1(1|0), N2(4|0).

Iv. Extremwerte  |\/, Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Das Nullsetzen der 1. Ablei-

& 1 Abieting) tung fuhrt zu den folgenden Gleichungsumformungen:

Bedonen 9T £1(x) =0 = 3x2 —12X+9=0 = X2 —4x+3=0 =

f'(x)=0
und hinreichen- X:21V22_3:21\/i:211® x=10x=3

der Bedingung . ) . ) . ] . .
furdiexemit  Hinreichende Bedingung: Einsetzen der x-Werte in die 2. Ableitung ergibt:

f' =0: . .
0e) =0 f"@=6-12=-6<0= x=1 als relatives Maximum

(X)) <0= x¢

rel. Maximum - f (3) =18-12=6> 0= x =3 als relatives Minimum

f'(Xe) > 0= %
rel. Minimum — y—1 jst relatives Maximum (Hochpunkt), x=3 relatives Minimum (Tiefpunkt) der
Funktion. Somit lauten die diesbezlglichen Kurvenpunkte wegen (1) = 0 und

f(3) = 3° —63° +9[B-4=-4: H(1|0), T(3|-4).
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V. Wendepunkte

(als Nullstellen

der 2. Ableitung)

mit notwendiger
Bedingung:
f'"(x)=0

und hinreichen-
der Bedingung
fur die xw mit
£"(%y) =0

V. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt:
f"(X) =0 = 6x-12=0 = 6x=12 = X=2

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der x-Koordinate des potenziellen Wen-
depunkts in die 3. Ableitung fuhrt auf:

f'"'(2) =6# 0= x=2 als Wendepunkt
Der Wendepunkt der Funktion liegt bei x=2. Wegen f(2) = 2° -6[2* +9[2-4

() #0=x, = -2 lautet der Wendepunkt: W(2]-2).

Wendepunkt

VI. Monotonie
(auf den durch
die Extremwer-
te, -co und +oco
begrenzten
Intervallen) mit:
f'(X)<0=> f
monoton stei-
gend
f'(X)20=> f
monoton fallend

VII. Krimmung
(auf den durch

die Wendepunk-

te -oo und +oco
begrenzten
Intervallen) mit:
f"(x)<0=> f
konkav
f"x)=20=> f
konvex

VIII. Verhalten
gegen +oo,
abhéngig von
der héchsten
Potenz des
Polynoms ax"
mit:

a>0, nung.:
X->00 — f(X)->c0
X->-00— f(X)->-c0
an,>0, n gerade:
X->00 - f(X)->c0
X->-00— f(X)->c0
an<0, n ung.:
X->00 = f(X)->-00
X->-c0 — f(X)->c0
an<0, n gerade:
X->00 — f(X)->-c0
X->-00— f(X)->-c0

IX. Wertetabelle
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VI. Monotonie: Wegen der Extremwerte x=1 und x=3 sind die Monotonieinter-
valle der Funktion mit ihren Eigenschaften:

(-0, 1) x=1 1,3 x=3 (3, )
relatives relatives
T Maximum 10 Minimum 1
f monoton f monoton f monoton
steigend fallend steigend

Also ist f monoton steigend auf (-0, 1) und (3, o), monoton fallend auf (1, 3).

VII. Krimmung: Auf Grund des Wendepunktes x=2 sind die Krimmungsinter-
valle der Funktion mit ihren Eigenschaften:

(-0, 2) x=2 (2, )
Wende-

i punkt 1
f konkav f konvex

1 T
x=1 rel. x=3 rel.
Maximum mit Minimum mit
f’(1)=-6<0 "(3)=6>0

Somit ist f konkav (rechtsgekrimmt) auf dem Intervall (-0, 2), konvex (linksge-
krimmt) auf dem Intervall (2, o).

VIII. Verhalten fir betragsmaRig groBe x: Der Term x° ist die htchste Potenz in
der Polynomfunktion f(x) und besitzt den Koeffizienten 1. D.h., es gilt:

Xs>0o=f(X)=x>—...5

X > -oo= f(x)=x}-... 5 -

IX. Wertetabelle:

X | -1 0 1 2 3 4 5

y =1(x) | -20
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X. Zeichnung im
x-y-Koordinaten-
system

X. Zeichnunaq:

40

20

N O \) O N ) \) O \) O

-60 -
-80 /
-100

-120 -

[ll.2 Beispiel: Gegeben ist das Polynom 4. Grades mit der Funktionsvorschrift
f (x) = x* —8x* —9. — Kurvendiskussion:

I. Definitions-
bereich Di = R

II. Symmetrie
f(=x)=f(x)
- fgerade
f(=x)=-1(x)
- fungerade

11l. Ableitungen
f(x), (%), £(x)

V. Nullstellen
des Polynoms
mit notwendiger
und hinreichen-
der Bedingung:
f(x)=0

|. Definitionsbereich: D = R. Das Polynom ist fur alle x[IR definiert, stetig und
(beliebig oft) differenzierbar.

Il. Symmetrie: Wegen der geraden Potenzen x*, x? und -9 ist das Polynom eine
gerade Funktion, mithin symmetrisch zur y-Achse. Es gilt also: f(-x) = f(X).

lll. Ableitungen:

f(x)=x*-8x*-9 Funktion
f'(x) = 4x® —16x 1. Ableitung
f'(x) =12x* -16 2. Ableitung
f'"'(X) = 24x 3. Ableitung

IV. Nullstellen: Mit f(x) = O liegt eine biquadratische Gleichung vor, so dass die
Substitution z = x? eine quadratische Gleichung in z ergibt, die gelést werden
kann. Riicksubstitution von x? = z und anschlieRendes Ziehen der Wurzel fiihrt
dann auf die Lésungen von x:
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f(0=0 x -8 -9=0 - 2’ -82-9=0 -

=x?

z2=4++/16+9=4+/25=4+5 < z=-10z= 9 = [x =-1]0x2=9 =

X=43
Nullstellen der Funktion sind somit: x=-3, x=3. Also: N1(-3]|0), N2(3|0).

v. Extremwerte \/, Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Wir setzen die 1. Ableitung

(als Nullstellen ; -
der 1. Ableitung) dl€ich O:
mit notwendiger

Bedingung: f'(X)=0 = 4x’-16x=0 « 4X(xX*-4) =0 « 4x=00x*-4=0 =
69 =0 X=00x*=4 « x=00x=4#2

und hinreichen-

e Hinreichende Bedingung: Wir setzen die potenziellen Hoch- und Tiefpunkte

f'(x.) =0 x=-2, Xx=0, x=2 in die 2. Ableitung ein und erkennen:
POD=05% 1 gn_2) =12[(-2)? ~16=32>0= x = -2 als relatives Minimum

rel. Maximum
f'(xe) > 0= X

rel. Minimum . £"(0) =120M* -16=-16<0= x =0 als relatives Maximum
f''(2) =12[2* -16=32>0= x =2 als relatives Minimum

Wegen f(-2) = f(2) = -25 (Symmetrie) und f(0) = -9 besitzt also das Polynom die
zwel Tiefpunkte T1(-2|-25), T2(2|-25) und den Hochpunkt H(0|-9).

:Q(Z\l’se—mg%k VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung fuhrt zu:

len der 2. Ablei- ) ) 16 ) 4 2

tung) mit not- f'"(X)=0 = 12x*-16=0 = 12x* =16 = X*=— & X =— - X=+—

wendiger Bedin- 12 \/_

gung:

f'(x)=0 Hinreichende Bedingung: Einsetzen der moglichen Wendepunkte in die 3. Ab-

und hinreichen- Ieitung ergibt:
der Bedingung

f?r‘(’fngg” f (-i} = 24[E—£j - 48, 0= x= _2 als Wendepunkt

£ () # 0= X,
Wendepunkt 2 2 48 2
fr 240— = #z 0= x=— als Wendepunkt
(@] B 3 73 P
2 2 4 _161
Auf Grundvon f|—— |=f|—|=|—| -8 -8 -9=-—"F
&)= 1(5)-5) tm -5 g3
161 161

besitzt die Funktion Wendepunkte bei: W;(- —), W ( |——)

579 W

VQW VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x* ist die htchste Potenz in
abhangigvon  der Polynomfunktion f(x) und besitzt den Koeffizienten 1. D.h., es gilt:

der héchsten

Potenz des X > 0= f(X):X4—...—>00
Polynoms ax" 4

mit: X —0=f(X)=x"—... 5 o
a,>0, n ung.:

X->00 - f(X)->c0
X->-00- f(X)->-c0
3:-30%%&?‘—21 VIII. Wertetabelle: Unter Beachtung der Achsensymmetrie gilt:
X->-00- f(X)->c0

X | 0 +1 ii +2 3 4 45 +8
V3
VIII. Wertetabel- 161
le y =f(x) | -9 -16 - 25 0 119 416 3575
9
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IX. Zeichnung
im x-y-
Koordinaten-
system

IX. Zeichnung:

140 -
Symmetrieachse x=0

120 +

100 +

80

60 -

40 +

40

3

X
1.3 Gegeben ist das Polynom 4. Grades f(X) :?(S—X). — Kurvendiskussion (mit Be-

stimmung der Wendetangenten und der Normalen der Wendepunkte):

|. Definitions-
bereich Di = R

1. Ableitungen
f(x), (%), £(x)

I. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist fur alle x[IR definiert, stetig und
(beliebig oft) differenzierbar. — Neben der Darstellung der Funktion als Produkt
verwenden wir durch Auflésen der Klammer die Darstellung:

3 3 3
X

1
F(X) = (@8- X) = [B-~ [x=4x* - =x*.
2 2 2 2

Wegen den Potenzen x* und x* ist eine (gerade oder ungerade) Symmetrie
nicht erkennbar.

II. Ableitungen: Die letzte Form von f verwenden wir beim Ableiten:

f(x) = 4x° —%x“ Funktion

f'(x) =12x* - 2x° 1. Ableitung
f''(X) = 24x—6x° 2. Ableitung
f'"'(x) =24-12x 3. Ableitung
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1. Nullstellen
des Polynoms
mit notwendiger
und hinreichen-
der Bedingung:
f(x)=0

V. Extremwerte
(als Nullstellen
der 1. Ableitung)
mit notwendiger
Bedingung:
f'(x)=0

und hinreichen-
der Bedingung
fir die xg mit
f'(xg)=0"
(X)) <0= x¢
rel. Maximum
f'(Xe) > 0= X
rel. Minimum

V. Wendepunkte

(als Nullstellen
der 2. Ableitung)
mit notwendiger
Bedingung:
f'"(x)=0

und hinreichen-
der Bedingung
fur die xw mit

(%) =0:

f'"(Xy) 20= Xy

Wendepunkt

VI. Verhalten
gegen oo,
abhéngig von
der hochsten
Potenz des
Polynoms ax"
mit:

an<0, n ung.:
X->00 = f(X)->-00
X->-c0 — f(X)->c0
an<0, n gerade:
X->00 — f(X)->-c0
X->-00— f(X)->-c0

VII. Wertetabelle
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l1l. Nullstellen: Es folgt aus der Darstellung der Funktion als Produkt:
3 3

f(x)=0 - %(S—X):O - X?:oms—x:o - x*=008=x « x=00x=8

Nullstellen der Funktion sind somit: x=0, x=8. Also: N1(0|0), N2(8]0).

IV. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung
ergibt:

f'(X)=0 = 12x* -2x* =0 = 2x*(6-X)=0 = 2x* =006-x=0 = x=00x=6
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen Werte x=0 und x=6 in die
2. Ableitung ergibt:

f"(0) =0-0=0= x=0 kann weder als Minimum noch Maximum erkannt
werden (siehe dazu V.)

f'"(6) =144-216=-72<0= x =0 als relatives Maximum

Bei x=6 liegt ein relatives Maximum (Hochpunkt). Somit lautet der diesbezugli-
3

che Kurvenpunkt wegen (6) = 67(8—6) =6° = 216: H(6|216).

V. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Aus dem Nullsetzen der 2. Ablei-
tung folgt:

f'"(X)=0 < 24x-6x*=0 = 2x(12-3x)=0 = 2x=0012-3x=0 =
x=0012=3x « x=0Ux=4

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der x-Koordinate der potenziellen Wende-
punkte in die 3. Ableitung ergibt:

f'"'(0)=24-0=24# 0= x=0 als Wendepunkt

f'"'(4) =24-48=-24% 0= x =4 als Wendepunkt

Insbesondere liegt bei x=0 also kein Hoch- und Tiefpunkt (siehe IV.), sondern

ein Wendepunkt vor, und zwar ein Sattelpunkt mit Funktionssteigung f'(0)
3

gleich 0. Die Wendepunkte lauten wegen f(0) = 0 und f(4) = 47 8-4)=128:
W(0|0), W,(4]|128).

VI. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x* ist die hochste Potenz in

1
der Polynomfunktion f(X) = 4x° _§X4 und besitzt den negativen Koeffizienten

1 o
——. Damit gilt:

2

1.,
X—>0°:f(X):..._§X — —00
1 4

X - —00 = f(X):..._EX — —00
VIl. Wertetabelle:
X | 4 2 -1 0 1 2 4 6 8 10
y = f(X) | -384 -40 -45 0 35 24 128 216 O -1000
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Vi Zeichnung - \/|||, Zeichnung:
im x-y-

Koordinaten-
system 300 -

200

100 -

\\\\y?\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

O £ O Q M O Q o O M L HO O M» O\
»9 fb(‘l/ 9:? . :\9 er’ Q?) /gff{ q/\Q q:\\ q,(? v‘j’ o)\g (,;\\ Q;? /\{3’ %9 /\\

-200 7

-300

-400

-500 -

:?kom IX. Wendetangenten: a) Im Sattelpunkt W4(0|0) lautet wegen f'(0) = O die
toy= Wendetangente: t;: y = f(0) = 0, ist also identisch mit der x-Achse.

f'(0)(x-%)  b) Die Steigung der Funktion f im Wendepunkt W,(4|128) betragt mit xo=4:
+ (%) f'(4) = 12[16-2[64=192-128= 64, der Funktionswert an der Stelle xo=4 ist:

f(4) = 128. Es ergibt sich als Tangentengleichung:
tory= f'(4)I[(x—-4)+ f (4 =64(x—4)+128=64x—256+128= 64x —128.

X. Normale inxo: ' X Normalen der Wendepunkte: a) Fir xo=0 folgt wegen des Sattelpunkts

" y1= W(0]0) mit f'(0) = O fiir die Normale n;: x = 0, also die y-Achse.

" T X7 b) Es gilt: xo=4, f(4) = 128, f(4) = 64. Fir die Gleichung der Normalen folgt:

+ (%)
nay=-— L (x—4)+f(4):—i(x—4)+128:—ix+i+128:—ix+128i.
f'(4) 64 64 16 64 16

l1l.4 Gegeben ist das Polynom 5. Grades f(x) = 3x> — 20x>. — Kurvendiskussion:

; Definitons: |, Definitionsbereich: Dy = R. Das Polynom ist tiberall stetig und differenzierbar.
I symmetie ||, Symmetrie: Wegen der ungeraden Potenzen x° und x° ist das Polynom eine

f(f‘x):‘z(x) ungerade Funktion, also symmetrisch zum Ursprung mit: f (-x) = —f ().
— Tungeraae
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1. Ableitungen
f(x), (%), £(x)

IV. Nullstellen
des Polynoms
mit notwendiger
und hinreichen-
der Bedingung:
f(x)=0

V. Extremwerte
(als Nullstellen
der 1. Ableitung)
mit notwendiger
Bedingung:
f'(x)=0

und hinreichen-
der Bedingung
fur die xg mit
(%) =0:
(X)) <0= x¢
rel. Maximum
f'(Xe) > 0= %
rel. Minimum

VI. Wendepunk-
te (als Nullstel-

len der 2. Ablei-
tung) mit not-
wendiger Bedin-
gung:

f'"(x)=0

und hinreichen-
der Bedingung
fur die xw mit

(%) =0:

f"(Xy) 20= %y
Wendepunkt

VII. Verhalten
gegen oo,
abhéngig von
der hochsten
Potenz des
Polynoms ax"
mit:

a,>0, n ung.:
X->00 - f(X)->c0
X->-00— f(X)->-00

lll. Ableitungen:

f(x) =3x> - 20x° Funktion

f'(x) =15x* — 60x* 1. Ableitung
f"(x) = 60x> —120x 2. Ableitung
£ (x) =180x% 120 3. Ableitung

IV. Nullstellen: Nullsetzen des Funktionsterms ergibt:
f(X)=0 = 3x°-20x=0 = xX*(3x*-20)=0 = x> =003x*-20=0 -

x=003x* =20 = x:ODx2:2—30 - x=00x=% 2—30

Nullstellen der Funktion sind damit: Nl(—1/2—30 [0), N2(1/2—30 [0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung
fuhrt auf die folgenden Gleichungsumformungen:

f'(X) =0 = 15x* -60x* =0 = x*(@15x* -60) =0 = x* =0015%x* -60=0 =
x=0015%x* =60 = x=90x* =4 = x=00x=%2

Hinreichende Bedingung: Einsetzen in die 2. Ableitung ergibt:

f"(-2) =600-2)° —-120[{-2) = —240< 0= x = -2 als Hochpunkt

f'(2) =60[2% -120[2 = 240> 0= x = 2 als Tiefpunkt

Fur x=0 ist keine Entscheidung maéglich, da f’(0) = 0 gilt (siehe VI.). Wegen f(2)

= 3[2° -202° =96-160=—64 und f(-2) = -f(2) = 64 (Symmetrie) hat das Poly-
nom den Hochpunkt H(-2|64) und den Tiefpunkt T(2|-64).

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung fuhrt zu:
f'(X)=0 = 60x>-120x=0 = 60x(x*-2) =0 = 60x=00x*-2=0 =
Xx=00x?=2 = x=00x=#+2

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der moglichen Wendepunkte in die 3. Ab-
leitung ergibt:

f''(—/2) =1802-120=240% 0= x = —/2 als Wendepunkt
f"'(0) =180[0-120=-120% 0= x = 0 als Wendepunkt
f''(v/2) =1802-120= 240# 0= x = /2 als Wendepunkt

Auf Grund von f(0) = 0, f(v2) =122 -40J2 = -28/2, f(-/2) =-f(/2)=28/2
besitzt f(x) die drei Wendepunkte: W1(-+/2|28V2), W»(0|0), W3(~/2 |- 28V2).

VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x° ist die hochste Potenz in
der Polynomfunktion f(x) und besitzt den Koeffizienten 3. Damit gilt:

X»o0o=f(X)=x"—...0 o
X > —0o= f(X)=x>-... 5 -
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VIII. Wertetabel-
le

IX. Zeichnung
im x-y-
Koordinaten-
system

VIII. Wertetabelle: Unter Beachtung der Punktsymmetrie gilt:
++/2

20

3

X | 0 +1 +2 +3 +4 +5

y = f(x) | 0 F17 ¥28/2 F64 0 F189 F1792 F6875

IX. Zeichnung:

500

400 ~

300

200

> 100

2,70
3,00
3,30

-100

-200

-300 -

l1I.5 Gegeben ist das Polynom 4. Grades f(x) = (x—4)*(x* —4) . — Kurvendiskussion:

I. Definitions-
bereich Di = R

Il. Symmetrie

11l. Ableitungen
f(x), (%), £(x)
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|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stetig und differenzierbar.

II. Symmetrie: Die Funktion ist ein Produkt. Da der erste Faktor (x—4) sowohl
gerade als auch ungerade, der zweite Faktor (x°—4) nur gerade Exponenten
enthéalt, besteht das ausgerechnete Polynom aus geraden und ungeraden Po-
tenzen. Eine Symmetrie ist mithin nicht erkennbar.

lll. Ableitungen (u.a. gemalR der Produkt- und Kettenregel):
f(x)=(x-4)*(x*-4) Funktion

f'(X) =2(x=4)(x* —4) + (x—-4)* @x = 2(x—=d)[(x* —4) + x(x-4)] =
2(X=4)[X* =4+ X* —4x] = 2(x - 4)(2x* - 4x - 4) 1. Ableitung
f''(X) = 2[02x% —4x—4) +2(x—4)(4x—4) = 4x> —-8x—8+8x* —8x—32%+32 =
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IV. Nullstellen
des Polynoms
mit notwendiger
und hinreichen-
der Bedingung:
f(x)=0

V. Extremwerte
(als Nullstellen
der 1. Ableitung)
mit notwendiger
Bedingung:
f'(x)=0

und hinreichen-
der Bedingung
fur die xg mit
(%) =0:
(X)) <0= x¢
rel. Maximum
f'(Xe)>0= %
rel. Minimum

VI. Wendepunk-
te (als Nullstel-

len der 2. Ablei-
tung) mit not-
wendiger Bedin-
gung:

f'"(x)=0

und hinreichen-

der Bedingung
fur die xw mit

(%) =0}

(%) 20= X,
Wendepunkt

VII. Verhalten
gegen +oo,
abhéngig von
der héchsten
Potenz des
Polynoms a,x"
mit:

a>0, nung.:
X->00 - f(X)->c0
X->-00— f(X)->-00

VIII. Wertetabel-
le

12x> - 48x + 32 2. Ableitung
f'"(x) =24x—-48 3. Ableitung

IV. Nullstellen: Nullsetzen des Funktionsterms ergibt:

f(x)=0 = (x-4*(x*-4) =0~ (x-4)°=00x*-4=0 - x-4=00x* =4
Xx=40x==%2

Nullstellen der Funktion sind damit: N1(-2|0), N2(2]|0), N3(4|0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung
fuhrt auf:

f'(X) =0 = 2(x-4)(2x* -4x-4) =0 = x—-4=002x*-4x-4=0 =
Xx=40x?* -2x-2=0 « x=40x=1+J12 +2 =1+4/3

Hinreichende Bedingung: Einsetzen in die 2. Ableitung ergibt:
fr-+/3)=121-+/3)? - 48[0L-+/3) +32= 7357>0= x = 1-+/3 als Tief-
punkt T1(1-+/3|-77,57)

fr(L++/3) =121+ +/3)? - 48[(1++/3) +32=-957< 0= x = 1++/3 als Hoch-
punkt H(1++/3|5,57)

f"'(4) =12[4% - 48[4 +32=32>0= x =4 als Tiefpunkt T,(4|0).

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung fuhrt zu:

f'(X)=0 < 12x* -48x+32=0 = X° —4x+§:O -

x:Zi,/22—§ =2+ 4 :21i = X= 08500x= 315
3 3 \/:_’)

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der moglichen Wendepunkte in die 3. Ab-
leitung ergibt:

f '"'(085) =24[085-48=-27,6# 0= x = 085 als Wendepunkt

f'""(31l5 =24[315-48=27,6# 0= x = 315 als Wendepunkt

f(x) besitzt die zwei Wendepunkte: W,(0,85|-32,52), W(3,15|4,28).

VII. Verhalten fur betragsmafig grof3e x: Wirden wir die Funktion ausmultipli-
zieren, so wére das Polynom von der Form f(x) = x* + ... Der Term x” ist die
hochste Potenz in f(x) mit geradem Exponenten und besitzt den positiven Ko-
effizienten 1. Damit gilt:

X »>o0o=f(X)=x"+... 5
X > -oo=f(X)=x"+... 5

VIIl. Wertetabelle: Es gilt:

X | -3 2 1-43 1 -0 085 1 2 1+4/3
y =1(x) | 111,96 0 -7757 -75 -64 3252 27 0 557
X | 3 4 5 6 8

I

5 0 21 128 960
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IX. Zeichnung
im x-y-
Koordinaten-
system

IX. Zeichnung:

300

250

200

150

> 100 4

50 ~

O\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘v—ﬁ\\\\\\\\\\\

-100 -

1.6 Gegeben ist das Polynom 6. Grades f(x) = (x* — x—2)°. — Kurvendiskussion:

I. Definitions-
bereich Di = R

Il. Symmetrie

11l. Ableitungen
f(x), (%), £(x)

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stetig und differenzierbar.

ll. Symmetrie: Die Funktion ist die Potenz des Polynoms y = x* —x-2, das

gerade und ungerade Exponenten enthalt. Daher ist eine Symmetrie nicht er-
kennbar, obwohl — siehe die Zeichnung — f(x) achsensymmetrisch zur Achse

x =0,5 ist.

lll. Ableitungen (u.a. gemanR der Produkt- und Kettenregel):

f(x)=(x*-x-2)° Funktion
f'(x) =3(x* - x-2)%(2x-1) 1. Ableitung
fU(X)=3R2(X* -x-2)2x-D(2x-1) +3(x* - x-2) 2=

6(x* - x—2)[(2x-1)* +1] 2. Ableitung

(%) = 6(2x-D[(2x—-D* +1] +6(x* - x—-2) P(2x -1 2 =
6(2x—D[(2x-1)? +1+ 4(x* = x—-2)] = 6(2x —1)[4x*> —4x+1+1+4x* —4x—-8=
6(2x —1)(8x* - 8x — 6) =12(2x —1)(4x* - 4x—23) 3. Ableitung
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IV. Nullstellen
des Polynoms
mit notwendiger
und hinreichen-
der Bedingung:
f(x)=0

V. Extremwerte
(als Nullstellen
der 1. Ableitung)
mit notwendiger
Bedingung:
f'(x)=0

und hinreichen-
der Bedingung
fur die xg mit
(%) =0:
f(xg) <0= x¢
rel. Maximum
f'(Xe)>0= %
rel. Minimum

VI. Wendepunk-
te (als Nullstel-
len der 2. Ablei-
tung) mit not-
wendiger Bedin-
gung:

f'"(x)=0

und hinreichen-
der Bedingung
fir die xw mit

£(x,) =0:

f"(Xy) 20= %y
Wendepunkt

VII. Verhalten
gegen +oo,
abhéngig von
der héchsten
Potenz des
Polynoms ax"
mit:

a>0, nung.:
X->00 - f(X)->c0
X->-00— f(X)->-c0

VIIl. Wertetabel-
le

IV. Nullstellen: Nullsetzen des Funktionsterms ergibt:

f(x)=0e (X*-x-2°=0< xX*-x-2=0 < x:£11/1+ :Ei\/gzliE -
2 \4 2 V4 2 2
x=-10x=2

Nullstellen der Funktion sind damit: N1(-1|0), N»(2|0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung
fuhrt unter Beachtung der Umformungen in IV. zu:

f'(X)=0 = 3(x* -x-2)°(2x-1) =0 = x*—-x-2=002x-1=0 =

x:—1Dx:2Dx:%

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der kritischen Stellen in die 2. Ableitung
ergibt auf Grund von y = x*> = x-2 mit y(-1) = 0 und y(2) = 0:

f"(-1) =0= bei x = -1 ist keine Entscheidung auf eine Extremstelle mdglich
f "(05) = 6[4025- 05— 2)% [{0* +1) =30,375> 0= x = 0,5 als Tiefpunkt
f"(2) =0= bei x = 2 ist keine Entscheidung auf eine Extremstelle mdglich
Wir haben damit zunachst T(0,5]-11,39) als Tiefpunkt von f(x) erkannt.

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung fuhrt
wegen (2x-1)? +1>0 und dadurch mdglicher Division mit diesem Term sowie
unter Beachtung der Umformungen in V. zu:

f'"(x) =0 = 6(x* -x-2[(2x-D?*+1]=0 = x*—=x-2=0 = x=-10x=2
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der moglichen Wendepunkte in die 3. Ab-
leitung ergibt:

f"'(-1) =12[((-3)[5=-180# 0= x = -1 als Wendepunkt

f''(2) =12[3[5=180# 0= x =2 als Wendepunkt

f(x) besitzt die zwei Wendepunkte: W1(-1]|0), W,(2|0). Die Wendepunkte sind

zudem Nullstellen der Funktion (IV.) und weiter Sattelpunkte wegen f'(-1) =0
und f'(2) = 0.

VII. Verhalten fur betragsmafig gro3e x: Wirden wir die Funktion ausmultipli-
zieren, so wére das Polynom von der Form f(x) = x° + ... Der Term x° ist die
hochste Potenz in f(x) mit geradem Exponenten und besitzt den positiven Ko-
effizienten 1. Damit gilt:

X 5> o0=f(X)=x2+... 5 o
X > -0o=f(X)=x®+... >

VIII. Wertetabelle: Es gilt:

X | -4 -3 -2 -1 0 0,5 1 2
y =f(x) | 5832 1000 64 O -8 -11,39 -8 0
X | 3 4 5 6

y =f(X) | 63 1000 5832 21952
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IX. Zeichnuna X, Zeichnung:
im x-y-

Koordinaten-
system 70,00 -

60,00

50,00
40,00 \ /
30,00

20,00 -

—
1 —
\\\

10,00

0,00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1T L B B B B B B |
N Q O Q © S © SO ® SO Q Q (O )
» A 9
-10,00

~———————

-20,00 -

V. Aufgaben zu Kurvendiskussionen

IV.1 Aufgaben: Untersuche die folgenden Polynomfunktionen auf: Symmetrie, Nullstellen,
Hoch- und Tiefpunkte, Wendepunkte, Verhalten fur betragsmallig gro3e x. Erstelle im x-y-
Koordinatensystem eine Zeichnung der Funktion.

a) f(x)=3x"+12x-96 b) f(x)=x*(x-8)
c) f(x)=x>-18x*+33 d) f(x)=(x*-16)(x* +8)
e) f(x) :l;’x5 +x° - 6X f)  f(x)=x>-25x>+144x

V.2 Aufgaben: Untersuche die folgenden Polynomfunktionen auf: Symmetrie, Nullstellen,
Hoch- und Tiefpunkte, Wendepunkte, Verhalten fur betragsmallig gro3e x. Erstelle im x-y-
Koordinatensystem eine Zeichnung der Funktion.

a) f(x)=x®-2x*-4x+8 b) f(x):x“—1§(3x3’+8x2
0 f(x) =0 -10)(x+1)2 d) f(x):—x3—%x4

Michael Buhlmann, Schiilerkurs Mathematik > Analysis > Kurvendiskussion > Polynome 27



e) f(x)z—%[éx—%xzj o F(X) =X (X+6)°

V.3 Aufgaben: Ermittle die Wendetangenten und Wendenormalen der folgenden Polyno-
me:

3
a) f(x):%+x b) f(X) =4 -2x*
c) f(x)=x>+80x" d) f(x)=(2x*+12x-105x"
IV.4 Aufgaben: a) Wie lauten Tangente und Normale zur Funktion f(x) =x>-5x*+4 im
Punkt xo=-27?
b) Berechne die Tangenten an den Extremstellen des Polynoms f(X) = x* —8x> +16x* —16.

1
c) Wo schneidet die Normale im (einzigen) Wendepunkt der Funktion f(X) = §x3 -8x

dieses Polynom?

40,00 4 40,00 4

30,00 - 30,00

20,00 -
20,00

10,00 4
’ 10,00
> 0,00 S NG T e >

N O Q QO Q QO S Q QS Q Q N Q! A\ QL Q S
SIS IENENASN SG GIN NN PN GPN SNUEN NN NP o 0,00 e

-10,00
/ -10,00
-20,00

-20,00 -

-30,00

-40,00 - -30,00 -

X X

y=f(x)=x*-5x"+4 y=f(x)=%x3—8x

IV.5 Aufgaben: a) 1. Gesucht ist ein Polynom f(x) dritten Grades mit folgenden Eigenschaf-
ten: f(x) besitzt Nullstellen bei x=-1 und x=3; f(x) hat einen Tiefpunkt bei x:g; f(x) schnei-

det die y-Achse bei y=-3.

b) Ein biquadratisches Polynom f(x) besitzt an der Nullstelle x=2 einen Tiefpunkt und im
Punkt x=1 die Steigung -48.
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Losungen

1.6 Als Ableitungen ergeben sich:

a) f(x)=90: f'(x)=f"(x)=f"(x)=0
7X+5 _ 7 5

b) f(x)=

7
4 Z: f'(x)=Z, f'(x)=f"(x)=0
c) f(x)=5x> —12x+89: f'(x) =10x-12, f"(x) =10, f'"'(x)=0
d) f(x)=6x"-2x3+18x-4: f'(x) =24x> —6x>+18, f"(X)=72x* -12x, f''(x) =144x-12
e) F(X)=(x+3)(x* -9 =x>+3x* -9 -27: f'(X)=3x*+6x-9, f"(X)=6x+6, f"'(X)=6
f) f(X)=(X*-7x+8)(2-4x%): f'(X) = 2x—7)(2—4x?) + (x> - 7x+8)(-8x?) =

4x—8x° —14+ 28x* —-8x* +56x° - 64x*> = -8x" + 48x® - 36x* +4x—-14 (u.a. nach der Pro-
duktregel) f "(x) =-32x> +144x> - 72x+ 4, f'"'(X) = -96x* + 288x — 72

2(2x+3x2) =

0 f(9=22" 2(x2 +x* -1): f'(x)=§tax2+x3—1)+x
=X +=x E+Zx2 +x3+fx+2x2 =fx3 +3x° +ﬂx—E (u.a. nach der Produktregel),
3 3 3 3 3 3

f''(x) = 4x° +6x+g, f''(x) =8x+6

@ -0,.3. f'(x) = N —1—0,

2X— 3 X +4x 2 }
9 63 7 9 63

h) f(x)= _2y 3 le Ay
9 7 7 9 9
0 40
fr)=-=—=x* f"(x)=-——x°
(X) 9 (x) 9

) f(x)=(x*+8x-17)%: f'(X) =2(x* +8x—17)'(2x+8) = 4(x + 4)(x? +8x—17) (nach der Ket-
tenregel), f"(x) =400x* +8x—17) +4(x+4)(2x+8) = 4(x* +8x—-17) +8(x + 4)? =
4X* +32x - 68+8x* + 64x+128=12x* +96x + 60, f"'(X) =24x+96

) f(x)——(x —4x+16)——(x +3x+15)——x —1x+2—2x - 2X— 1O—Ex5 gx“—Ex—S:
8 2 3 8 3

8 15
f'(x :—x4——x3——, (X —x -8x2, f'"'(X) ===x®-16x
(x) 3 3 '(X) = (x) >

1.9 Die gesuchten Ableitungen lauten:

a) f(X)=(@2x+67)°: f'(x)=502x+67)* 2=102x+67)*, f"(x) =402x+67)° 2=
80(2x+67)°, f'"(X) =240(2x+67)? [2 = 480(2x +67)? (laut der Kettenregel).

b) f(X)=(x-D)*(x+2): f'(X)=2(x-D)(x+2)+(x-D* A= (x-D[2(x+2) +(x-1)] =
(x-1)(3x+1) =3x* + x—3x—1=3x* - 2x -1 (nach Ketten- und Produktregel),
f"(x)=6x—-2, f'""(x)=6.

c) f(x)=x3(x+4)*: Laut der Produktregel fur zwei und drei Faktoren gilt:

f'(X) =3x*(x+4)* + x> 2(x+4) A= x*(x+4)[3(x +4) + 2X] = x*(x + 4)(5x +12),
f''(x) = 2x(x+ 4)(5x +12) + x> ABx +12) + x*(x + 4) (B =
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X[2(X + 4)(5x +12) + X(5X +12) + 5x(x +4)] = x(20x* + 72x + 60) = 4x(5x* +18x +15),

f''(x) = 4(5x® +18x +15) + 4x(LOx +18) = 20x°* + 72x + 60+ 40x* + 72x = 60x> +144x + 60.

d) f(x)=(x*+4)(x—-3x%): Wir wenden die Produktregel fiir Ableitungen an:

f'(X) = 2x(Xx—=3x%) + (X* +4)(L-6X) = 2x* =6x> + x> = 6x° + 4 - 24x = -12x% + 3x* - 24x + 4,
f'(x) = —36x2 +Bx—24, f'"'(X) = -T2x+6.

e) f(x)= [x2 - (2x+4)3]5: Wir wenden die Kettenregel an und danach die Produktregel:
F1(x) = 5)x2 - (2x+4)°]" [2x - 3(2x + 4)? [2) =10x? — (2x + 4)*]" (x - 3(2x+ 4)2),

£(x) = 4qx2 - (2x+ ) (2x - 32x + 4)2 [B)(x - 32x + 4)2) +1dx - @2x+4)°]' (L- 6(2x + 4) [2) =
8qx2 - @x+4)° [ (x- 3@x+4)?)? +10x - (2x+ 4)*" (~24x - 47) =

10x2 - (2x+4)° ' [8(x — 3(2x + 4)2)2 - (x2 - (2x+ 4)*)(24x + 47)),

f'''(X) =1202x + 6(2x + 4)?)*[x* — (2x+4)°] +3602 — 24(2x + 4)) (2x — 6(2x + 4)*)?[x* — (2x +4)°]?
+60(2 - 24(2x + 4))’[x* — (2x + 4)°]® —38402x — 6(2x + 4)’[x* — (2x + 4)°*]®

f) f(x)=(x+5)(4x-12)%(5x +10)*: Die Produktregel fiir drei Faktoren ergibt:

f'(x) =104x-12)* (6x +10)* + (x +5) [(R(4x —12) [A[(5x +10)* + (X +5)(4x -12)* R [(Bx +10) (B =
(4x-12)? (5x +10)* + 8(x + 5)(4x—12)(5x +10)* +10(x + 5)(4x —12)*(5x +10) = ...=

2000x* + 4800¢ — 25200«* — 34400« + 38400,
f"'(x) = 8000x* +14400¢* — 50400« — 34400, f'"'(x) = 24000¢* + 28800 — 50400.

[1.9 Wir berechnen die Nullstellen der jeweiligen Polynome:
a) T(X)=3x-7: T(X) =0« X-7=0= 3X=7 = ng als Nullstelle N(£|0).

b) f(x)=x?+15x-364: Wir wenden die p-g-Formel an:

f(X)=0 = Xx*+15x-364=0 = x:—l—si‘/2—25+364:—1—511/£81:—g’i4—1@
2 4 2 4 2 2

x ==28L x=13. Wir erhalten die Nullstellen: N1(-28|0), N2(13|0).
c) f(x) =10x*> —11x+ 6: Nach der ,Mitternachtsformel* gilt:

+ J121-471006 11—
f(X)=0 « 10x> =11Xx+6=0 = L= 114121 471006 _ 11+ -119
2010 5110

Die Parabel f(x) besitzt keine Nullstellen.

d) f(x)=x*(@2x+17): Ein Produkt ist gleich 0, wenn einer der Faktoren gleich 0 ist. Somit

nutzen wir die Darstellung von f(x) als Produkt aus:

f(X)=0 o X*(2x+17) =0 x> =002x+17=0 « x=002x=-17 = x:ODx:—l—z7

Die zwei Nullstellen des Polynoms sind: Nl(—1—27 |0), N2(0]0).

e) f(X)=(3x+4)(9%x*> -25): Aus dem Funktionsterm als Produkt folgt:
f(X)=0 o Bx+4)(Ix*-25 =0 3x+4=009x*-25=0 - 3x=-409x* =25 =

x=—ﬂDx2 =25 - x=—ﬂDx=11/2—5=i§
3 9 3 9 3

Die drei Nullstellen der Funktion lauten: Nl(—§|0), Nz(—g [0), N3(§|0).
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f) f(x)=x®+81x: Wir klammern das in beiden Summanden vorhandene x aus:
f(X)=0 o xX*+8I1x=0 = X(xX*+81) =0 = x=00x*+81=0 = x=00[x*=-81 = x=0
Einzige Nullstelle von f(x) ist: N(0|O).
g) f(x)=3x%-192: Hier ziehen wir in der Gleichung die dritte Wurzel:
f(X)=0 = 3x*-192=0 = 3x> =192 = x* =64 = x =4 mit Nullstelle N(4|0).
h) f(x)=x>—-4x*+7x—-4: Wir raten bei f(x)=x>-4x*>+7x-4=0 die Nullstelle x=1 und
fuhren die folgende Polynomdivision durch:
(C-AxP+Tx-4):(x-1) = x* = 3x + 4
-(03-x%)

-3X°4TX

-(-3x%+3x)
4x-4

-(4x-4)
0

Wir haben damit die Gleichungsumformungen:

f(X)=0 = x*-4x*+7x-4=0 = x=10x*-3x+4=0 = leﬂ{x=211/%—4:gi,/—£}

Einzig N(1]0) ist Nullstelle des Polynoms 3. Grades.
) f(x)=4x*-265x> +576: Wir l6sen die biquadratische Gleichung mit z=x? und ,Mitter-
nachtsformel*:

f(X)=0 = 4x* —265¢* +576=0  4z° -2652+576=0 = z= 265+ V7022544576

Z=X 2@1
z= 265+ v61009_ 265+ 247 zzgzgﬂzzs—lzzma x? :ng2 =64 = x=¢§DX:¢8
8 8 8 4 8 x2=z 2
Wir erhalten damit die vier Nullstellen: N1(-8]0), Nz(—g |0), Ng(g |0), N4(8]0).
. x* x* 3 . : N . .
D f(x :§+7—§: Es liegt wiederum eine biguadratische Gleichung vor:
_ x* x* 3_ 4 2 _ 2 _ _
f(X)=0 = §+7—§— o X' +4X°-12=0 = 7z°+42-12=0 = z2=-2+4+12 =

2=-2+16=-2%4 « z=-602=2 = [xX* =6]0x* =2 = x=%2

Die zwei gefundenen Nullstellen sind: Ni(-v/2 |0), N2(+/2 |0).

k) f(x)=x>+5x*-15x> —85x* — 26x—120: Wir raten die Nullstelle x=1 und fiihren eine Po-
lynomdivision durch:

(x° +5x* —15x° —85x* - 26x-120) : (x—1) = x* +6x> —9x* —94x —120

Das Raten der weiteren Nullstelle x=-2 ergibt die Polynomdivision:

(x* +6x%-9x* -94x-120) : (x+2) = x*> +4x* -17x - 60

Wir raten nochmals mit der Nullstelle x=-3 und erhalten:

(x® +4x% -17x-60): (x+3) = x* +x—-20

Die quadratische Gleichung I6sen wir wie folgt:

x> +x-20=0 = x:—%11/%+20=—%iw/2025=—%i4,5 = Xx=-50x=4
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Die Nullstellen des Polynoms sind also: N1(-5|0), N2(-3]0), N3(-2]0), N4(1]|0), N5(4|0).
) f(x)=x°-x>-12: Es liegt mit f(x)=x°®-x>-12=0 eine triquadratische Gleichung vor,
so dass die Substitution z=x> angebracht erscheint:

f(X)=0e x*-x*-12=0- 72 -2-12=0 - 22111/1+12=111/4—9:£iz -
z=x° 2 4 2 4 2 2
z=-30z=4 = [x* =-3]0x* =4 = x=#2

Die Nullstellen von f(x) sind: N1(-2]0), N2(2|0).
11.16 Bzgl. der Extremstellen folgender Funktionen gilt:

a) f(x)=34x-129: Wegen f'(x) =34# 0 gibt es keine Extrema bei der Geraden. D.h.:
Die Gerade ist Giberall monoton steigend auf Grund von f'(x) =34>0.

b) f(x :%xz —x—% hat als Parabel 2. Ordnung ein Minimum als Scheitelpunkt. Wir er-
: 2 2 5 . . . 2
rechnen: f'(x) :gx—lz 0- Ele - x=§ (notwendige Bedingung) mit: " (x) ZE und
wDy 2 N . 5 43 _— .
f (E) = z >0 (hinreichende Bedingung), so dass T(E | —%) der einzige Tiefpunkt der

Parabel ist. Wegen des Tiefpunktes T ist f(x) monoton fallend im Intervall (-oo,g), monoton

steigend in (g, o).

c) f(x) =9x* -8x”: I. Ableitungen: f'(x)=36x>-16x, f'(x) =108x* -16.
Il. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: f'(x) =0 < 36x®-16x=0 =

4X(Ox* —4) =0 « 4x=009x*-4=0 = x=009%x* =4 « x=ODx2=g - x:ODx:tg

als eventuelle Extrema der Funktion. Die hinreichende Bedingung ergibt:

f "(—%) =32>0=x= —% als Tiefpunkt

45,00
T(—§|-1,78); f"(0)=-16<0=x=0 als 00 ]
2 2 35,00 -
Hochpunkt H(0|0); f”(§) =32>0=> x=§ \ /
als Tiefpunkt T(% |-1,78). 25,00 \ /
lll. Monotonie: Die zwei Tiefpunkte T > 20,001
und T, sowie der Hochpunkt H fuhrt auf 15,00 ]
das Monotonieverhalten:
2 10,00
f(x) monoton fallend auf (-co, _5); \ /
f(x) monoton steigend auf (—E, 0); 0,00 {———— \ _— ————A————
3 PP IT TR L P TFL PP
-5,00 -
f(x) monoton fallend auf (0, %); x

. 2 y = f(x) =9x* -8x?
f(x) monoton steigend auf (5, ).
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d) f(x) = 1 x®: Wir bilden die 1. Ableitung f'(x) = 2 x’, Nullsetzen fihrt auf: f'(x)=0 <
12 3

2 "=0 < x' =0 = x=0 als kritische Stelle. Jedoch ist mit f' (X)——l—;'x6 f"(0)=0,

so dass keine Entscheidung mdglich ist, ob bei x=0 ein Extremum vorliegt oder nicht. Wir
leiten daher weiter ab und bestimmen die Werte der Ableitungen an der Stelle x=0:

f'(x)=-28x° mit £"'(0)=0; f“®(x)=-140x" mit f®(0)=0; f®(x)=-560x> mit
f©0)=0; f©(x)=-168%> mit f ©(©)=0; f(x)=-336 mit f(0)=0;

f ®(x) =-3360mit f® (0) =-3360. Erst bei der 8. Ableitung treffen wir auf einen Ablei-
tungswert ungleich 0, so dass wegen der 8 als gerader Zahl in der Tat eine Extremstelle
vorliegt. Da f ® (0) = -3360< 0, liegt bei x=0 ein Hochpunkt H(0|0) vor. Die Monotoniein-

tervalle sind (-o0, 0) und (0, ), f(x) ist wegen des Hochpunktes auf (-co, 0) monoton stei-
gend, auf (0, c0) monoton fallend.

.23 a) f(x):%xs:Wir bilden die Ableitungen: f'(x)=gx4, f'(x)=5x3, f"'(x)=15%7,

f @(x) =30x, f®(x)=30.Nullsetzen der 2. Ableitung fiihrt wegen f'(x) =0 « gx“ =0

x* =0 = x =0 auf x=0 als mogliche Wendestelle. Nun ist: f"'(0) = f ® (0) =0, jedoch

f ©(0) =30# 0, so dass mit der 5. eine ungeradzahlige Ableitung erstmals ungleich 0 ist.
Damit liegt bei x=0 ein Wendepunkt W(0|0) vor. Das Polynom hat die zwei Krimmungsin-
tervalle (-c0, 0) und (0, ), f(x) ist z.B. wegen f " (1) =5>0 konvex auf (0, o) und daher
konkav auf (-c0, 0).

b) f(x)=25x-x>: I. Ableitungen: f'(x) =25-3x*, f"(x)=-6x, f"'(X)=-6.

Il. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f''(x) =0 « —6x=0 < x =0 als kritische Stel-
le. Hinreichende Bedingung: f'"'(0) = -6 # 0= x =0 als Wendepunkt W(0|0).

lll. Krimmung: Die Krimmungsintervalle lauten (-0, 0) und (0, ), f(X) ist wegen

f"@ =-6<0 auf (0, ) konkav, auf (-0, 0) konvex.

c) f(x)=x*-4x>+4:1. Ableitungen: f'(x) =4x®-8x, f"(x)=12x*-8, f'"'(X) = 24x.
Il. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f'"(x) =0 = 12x*-8=0 = 12x* =8 =

x? _Z e X= \/5 als mdogliche Stellen fir Wendepunkte. Hinreichende Bedingung:

(\/7)——24\/7¢0:>x——\/% als Wendepunkt W (- §|1,78);
f"'(\/:) :24\/:¢O:> x:\/é als Wendepunkt W (\/§|l 78)
3 3 3 P e

[1l. Krimmung: Wir bestimmen f "(0) = -8 <0 und haben daher:

f(x) ist konvex auf (-co, -\/:) f(x) ist konkav auf (-\/: \/7) f(x) ist konvex auf (\/7 ).

d) f(x)=(x®-8)?: 1. Ableitungen: f'(x)=2(x®—8)Bx* = 6x*(x* —8) = 6x> —48x* (nach
der Kettenregel), f"(x)=30x*-96x, f" (x)—120x3—96.
Il. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f"(x) =0 - 30x*-96x=0 « 6x(5x*-16)=0 «

x=00x> :%5 = X:ODX:3\/£56. Hinreichende Bedingung: f''(0) =-96#0= x=0 als
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Wendepunkt W;(0]|64) sowie: 160,00 -

fm(3 1_6) =2887Z0= X = ?i/E als Wen- 140,00 -
5 S |

120,00

[ll. Krimmung: Bei T(2|0) liegt wegen o
f'(2 =0und f"(2) >0 einrelatives Mi- | .. g0
nimum vor. Daher ist f(x) auf dem Inter-

depunkt Wy(3 1—56 |23,04).

60,00 -

vall (3 %5 , ), das x=2 enthalt, konvex,

daher auf (0, 3 %5) konkav, daher auf 2000 \\//

(-00, 0) konvex. N —

y=£09=(x" -8)° :

IV.1 a) Kurvendiskussion zu f(x) = 3x* +12x - 96:

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist Uberall stetig und differenzierbar. Es liegt
eine Parabel 2. Ordnung vor. Eine Symmetrie ist zwar nicht feststellbar, doch sind Para-
beln 2. Grades immer achsensymmetrisch zu der durch den Scheitelpunkt S(d|c) gehen-
den senkrechten Geraden x = d. Den Scheitelpunkt S bestimmen wir Gbrigens dabei Uber
die quadratische Erganzung:

f(X) =3x* +12x-96=3[x* +4x—32 =3[ X* +4x+4-4-32 =3[(x+2)* -36 =3(x+2)* =108
als: S(-2|-108).
Il. Ableitungen: f'(x) =6x+12, f'"(x)=6, f'"'(x)=0.
lII. Nullstellen: f(x) =0 < 3x* +12x-96=0 o X*+4x-32=0 « x=-2++2*+32 <
X=-2++/36 « Xx=-2+6 = x=-8L x=4, also: N1(-8|0), N»(4|0).

100 IV. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedin-
gung: f'(X)=0 = 6x+12=0 = 6x=-12 =
X = =2 als potenzieller Extrempunkt. Hinrei-
chende Bedingung: f"(-2)=6>0= x=-2
als Tiefpunkt. Der Tiefpunkt ist der Scheitel-

punkt
S(-2|-108) der nach oben gedffneten Parabel.

V. Wendepunkte: Wegen f"(x) =6# 0 be-
sitzt f(x) keinen Wendepunkt.

VI. Verhalten fir betragsmé&Rig grof3e x: Bei-
de Parabelaste gehen bei x — +co ebenfalls
gegen +oo, nicht zuletzt auf Grund des Schei-
telpunkts als Tiefpunkt.

50

-100

-150 -

x y = f(x) =3x*+12x-96 d VII._Zeichnung

b) Kurvendiskussion zu f(x) = x*(x-8):

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist Uberall stetig und differenzierbar. Wir schrei-
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ben neben der Form als Produkt das Polynom ausmultipliziert als: f (x) = x*> —8x*.

Il. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.
lll. Ableitungen: Die ausmultiplizierte Form von f(x) bildet die Grundlage fir die folgenden

Ableitungen: f'(x) =3x*-16x, f'(x) =6x-16, f''(X)=6.
IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung:
f(X)=0  x*(x-8) =0« x*=00x-8=0 x=00x=8
Die Nullstellen lauten: N1(0]0), N2(8]0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung:
f'(X)=0 = 3x* -16x=0 = x(3x-16)=0 = x=0C3x-16=0

= Xx=003x=16 - x=00Ux= %5 mit x =0 und x = 1—36 als mogliche Extremstellen.
Hinreichende Bedingung: f"(0) =-16<0= x =0 als relatives Maximum;
f "(1—36) =32-16=16>0= x= 1—36 als relatives Minimum.

Es liegen damit der Hochpunkt H(0|0) und der Tiefpunkt T(?| —%3) Vor.

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f"(x) =0 < 6x-16=0 =

6x=16 « x= 1_66 22 mit X :g als moglichen Wendepunkt. Hinreichende Bedingung:

f '”(§) =6£0=x= 8 als Wendepunkt W(§ | —&24).

3 3 3 27
VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRRe x: In f(x) = x* —=8x? ist x® die hdchste Potenz, so
dass sich das Verhalten des Polynoms daran ausrichtet. Also gilt: x - 0= x* - «0 =
f(X) > 0 und: x - —0= x> & —0= f(X) - —o.

V¥ VIIl. Zeichnung
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y=f(x)=x*(x-8) y=f(x)=x%-18x* +3

c) Kurvendiskussion zu f(x) = x> -18x* +33x:

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stetig und differenzierbar.
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Il. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.

1. Ableitungen des Polynoms sind: f'(x) =3x*-36x+33, f"(X)=6x-36, f''(x) =6.

IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung:

f(X)=0 < x>-18x*+3% =0 & X(x* -18x+33 =0 - x=00x*-18x+33=0

x=00x=9++/81-33=9++/48

Nullstellen sind damit; N1(0]0), No(9—+/48|0), N3(9++/480).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: f'(X) =0 « 3x* -36x+33=0 -

.= 36%1296-4[B(B3 _ 36£/900 _36+30 _
2[3 6 6

Hinreichende Bedingung: f" (1) =6-36=-30<0= x =1 als Hochpunkt H(1|16);

f"(L) =66-36=30>0= x=11 als Tiefpunkt T(11|-484).

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f"(X)=0 < 6x—-36=0 < 6x=36 = x=6 als

maoglicher Wendepunkt. Hinreichende Bedingung: f''(6) =6# 0= x =6 als Wendepunkt

W(6]|-234).

VII. Verhalten fiir betragsmaBig groRe x: In f(x) = x* —8x? ist x° die héchste Potenz, so

dass sich das Verhalten des Polynoms daran ausrichtet. Also gilt: x - 0= x* - «0 =

A V. Zeichnung

x =10x =11 als moégliche Extremstellen.

d) Kurvendiskussion zu f(x) = (x> =16)(x* +8):
|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist Uberall stetig und differenzierbar. Wir multip-
lizieren aus: f(x) = (x* -16)(x* +8) = x* —16x” +8x* -128= x* -8x* —-128.

Il. Eine Symmetrie zur y-Achse ist wegen der geraden Exponenten in den Summanden
der Funktion gegeben.

. Ableitungen: f'(x) =4x®-16x, f"(x)=12x*-16, f"'(X) = 24x.

IV. Nullstellenbestimmung unter Verwendung der Produktdarstellung der Funktion:
f(X)=0 = (X*-16)(x*+8) =0 = x*-16=00x*+8 = x*=160[x*=-8] = x=%4
Nullstellen sind also: N1(-4|0), N2(4|0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: f'(X) =0 < 4x*>-16x=0 -

4X(x* —4)=0 = 4x=00x*-4=0 - x=00x* =4 - x=00x==2 als kritische Stellen.
Hinreichende Bedingung: f''(-2) =48-16=32>0= x = -2 als Tiefpunkt T1(-2|-144);
f"(0) =-16<0= x=0 als Hochpunkt H(0|-128);

f"(2) =48-16=32>0= x =2 als Tiefpunkt T»(2|-144).

Dabei gilt auf Grund der Symmetrie: f(-2) = f(2) = (-12)-12 = -144.

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f"(x) =0 « 12x* -16=0 = 12x* =16 «

X2 _16_4 e X= i\/g = ii als kritische Stellen. Hinreichende Bedingung:

12 3 J3
f"'(—i) = —24EI£ Z0=> x= ~2 als Wendepunkt W (—£|-137)'
V3 NE V3 E ’
2 2 2 2
f"(—=)=240=# 0= x=— als Wendepunkt W,(— [-137).
NERRRAE 7 Pnical 5 37
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VII. Verhalten fiir betragsmaBig groRe x: Mit x* als hochster Potenz im Polynom ergibt
sich: x - 0= x* - 0= f(x) - o und weiter: x -~ —0o= x* - 0= f(x) - .

V¥ VIII. Zeichnung
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e) Kurvendiskussion zu f(x) = :—;XS +x% - 6x:

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stet|g und differenzierbar.

Il. Symmetrie: Wegen der ungeraden Potenzen x°, x> und x ist das Polynom eine ungera-
de Funktion, also symmetrisch zum Ursprung mit: f(-x) = —f(x).

Il Ableitungen: f'(x) =3x*+3x* -6, f"(x) =12 +6x, f"'(X) =26x* +6.
IV. Nullstellen: Mit f(x) = O liegt nach dem Ausklammern von x eine biquadratische Glei-
chung vor:

f(x):oc.gx5+x3—6x20c»x(3x +x? j 0= x= OD3x +x2-6=0 <

z=x2

x =002 +gz 10=0 o x= ODz—— ,/ /38 %«/3 -

x=00[x% =-41] Ox* = 244 - x_omx__m = Xx=00x=+156

Nullstellen der Funktion sind somit: N1(-1,56|0), N2(0|0), N3(1,56|0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Wir I6sen die biquadratische Gleichung:
f'(xX)=0 e 3x*+3x*-6=0 X*+x°-2=0- 2°+2z-2=0 =

ZX

1 / / 1 3
zZ=—-= ————J_r—@ z=-10z= 2 X2 ==1]0x* =2 = X=++/2
2 2 2 [ ]

Hinreichende Bedingung: Einsetzen in die 2. Ableitung ergibt:

f''(=v/2) =12[{~+/2)® + 6 {~/2) =-30/2 < 0= x=—/2 als Hochpunkt;
f"(/2) =123/2° +63/2 =30V2 > 0= x =+/2 als Tiefpunkt.
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Wegen f(+/2) = gﬁ5+ 23—6J§=i53m\/§+2\/§—6\/§=—§\/§ und f(-4/2) = f(+J2) =

gﬁ (Symmetrie) hat f(x) den Hochpunkt H(-\/E ng/i) und den Tiefpunkt T(\/E |-§\/§).

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung fuhrt zu:
f'"(X)=0 = 12x*+6x=0 = 6x(2x* +1) =0 = 6x=002x*+1=0 =

x=002x* =-1- x=00[x? :—%] = x=0

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der mdglichen Wendepunkte in die 3. Ableitung er-

gibt: f"'(0) =26[0+6=6% 0= x =0 als Wendepunkt. Auf Grund von f(0) = 0 besitzt die
Funktion einen Wendepunkt bei: W(0|0).

VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x° ist die hdchste Potenz in der Poly-

nomfunktion f(x) und besitzt den positiven Koeffizienten i53 Damit gilt:
3.5 , 3.5

X - 0= f(x):gx +... > 0 sowie: X » —oo = f(x)=gx +...5 —00,

A VIIl. Zeichnung

f) Kurvendiskussion zu f(X) = x> — 25x® +144x

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stetig und differenzierbar.

Il. Symmetrie: Wegen der ungeraden Potenzen x°, x> und x ist das Polynom eine ungera-
de Funktion, also symmetrisch zum Ursprung.

Il Ableitungen: f'(x) =5x* - 75x* +144, f"(x) = 20x> -150x, f"'(x) = 60x* —150.
IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung (mit biquadratischer Gleichung):
f(X)=0 < x*—25x* +144x=0 « x(x" -25x* +144 =0 = x=002" -252+144=0

Xx=00z=125+%,15625-144=125+,/1225=125+35 = x=0 Ox*=90x*=16 =
X=0Cx=+3Cx=%4

Die Nullstellen von f(x) sind: N1(-4]|0), N2(-3]0), N3(0]0), N4(3|0), Ns(4|0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung (mit biquadratischer Gleichung):

2_
F1(X) =0 = 5x* ~75¢ +144=0 « 572~ 752+144=0 = 7= ”752[54[“44 -

,_T5¢ \/2745_75:524
1C 1C

als kritische Stellen fiir Extremwerte. Hinreichende Bedingung:

f"(-357) =-37449< 0= x=-357 als Hochpunkt Hy(-3,57|43,52);

f"(-15) =1575> 0= x=-15 als Hochpunkt T,(-1,5|-139,22);

f"(@5) =-1575<0= x =15 als Hochpunkt T(1,5|139,22);

f "(857) =37449> 0= x = 357 als Tiefpunkt T,(3,57|-43,52).

Beachte dabei die Punktsymmetrie von Funktion und 2. Ableitung.

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f''(x) =0 « 20x®-150x=0 «

10x(2x* =15 =0 = 10x=002x*-15=0 « x=002x* =15« x=00x* =75 =

z=22602=1274 - X2 = 22600x* =1274 = x=+15[0x=+357
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Xx=00x==+,75 =+274 als eventuelle Wendestellen.

Hinreichende Bedingung, d.h. Einsetzen der kritischen x-Werte in die 3. Ableitung:
f'"'(-274) =30046% 0= x =—-2,74 als Wendepunkt Wy(-2,74|34,73);
f'""(274) =30046% 0= x = 274 als Wendepunkt W(2,74|-34,73).

VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x° ist die hdchste Potenz in der Poly-

nomfunktion f(x). Also gilt: X - © = X°> - 0= f(X) - ® und weiter; X — —oo =

x> . —o0 = f(X) » —co.

VIII. Zeichnung P
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IV.2 a) Kurvendiskussion zu f(x) = x® - 2x* — 4x +8:
|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stetig und differenzierbar.
Il. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.

lIl. Ableitungen: f'(x) =3x* -4x—-4, f"(xX)=6x-4, f"'(x)=6.

IV. Nullstellen: Nullsetzen der Funktion fiihrt zu: f(x) =0 < x> —2x* -4x+8=0 (*). Die
kubische Gleichung ist durch Polynomdivision losbar, x=2 16st (*):
(x3-2x2-4x+8):(x-2) = x* — 4
-(x3-2x%)
-4x+8

(-4x+8)

0
Somit gilt: (*) = x=20x*-4=0« x=20x*=4 « x=20x=#2 = x=-20x=2. Die
gesuchten Nullstellen sind also: N1(-2]|0), N2(2]|0).
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V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung ergibt:

4+ [16-4B-4 J6
F1(0)=0 o 3X?-4x-4=0 « X= v {4) _4£4V64 428 _ 24,
203 6 6 3

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 2. Ableitung fuhrt zu:

f"(—é) =-8<0= x= —% als Hochpunkt H(—% |9,48)

f"(2) =8>0= x=2 als Tiefpunkt T(2|0) (identisch mit der Nullstelle N>(2|0)).
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt:
f"(X)=0 = 6x-4=0= 6Xx=4 = x—ﬂ—E

6 3

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 3. Ableitung ergibt:

f u-(g) =6%0= X :g als Wendepunkt W(% |4,74).

VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: In f(x) ist x* die hdchste Potenz, so dass sich das
Verhalten des Polynoms daran ausrichtet. Also gilt: x » 0= x® - 0= f(X) - o und:

X o —0= X° _ —00 = f(X) > —oo.

V¥ VIIl. Zeichnung
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f(x)=x>-2x“-4x+8 f(x):x4—1—36x3+8x2

16
b) Kurvendiskussion zu f(x) = x* —Exe’ +8x°

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stetig und differenzierbar.

Il. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.
lIl. Ableitungen: f'(x) =4x® —16x* +16x, f"(x) =12x* —32x+16, f"'(x) = 24x—32.

IV. Nullstellen: Nullsetzen des Polynoms ergibt:

f(x)=0 < x4—%x3+8x2=0 o xz(xz—%x+8j:0 = X? :ODX2—1—;X+8=O o
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x:0Dx:§t,/%—8:§11/—§ = X=0
3 9 3 9

Einzige Nullstelle ist damit: N(0|0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung ergibt:
f'(X)=0 = 4x>-16x* +16x=0 = 4X(X* -4x+4) =0 = x=00x*-4x+4=0
Xx=00x=2++4-4=2+0=2 als kritische Stellen fur Extrema.

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 2. Ableitung fuhrt zu:

f"(0) =16>0= x=0 als Tiefpunkt T(0|0) (identisch mit der Nullstelle N(0|0));
f"(2) = 0= keine Entscheidung fir x=0 moglich.

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt:

f'(x) =0 = 12> -32x+16=0 = X = 32++/1024- 4012016 _ 32++/256 _ 32+16 ~
2012 24 24

X= 2 Ox =2 als kritische Stellen fir Wendepunkte.

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 3. Ableitung ergibt:

f --'(g) =-1620=Xx :g als Wendepunkt Wl(% |2,27);

f"'(2) =16 0= x =2 als Wendepunkt W;(2| —2).

VII. Verhalten fiir betragsméaRig groRe x: Mit x* als héchster Potenz im Polynom ergibt
sich: x » 0= x* - 0= f(X) - ® und weiter: X - =0 = x* _ 0= f(X) - .

A VIIl. Zeichnung

c) Kurvendiskussion zu f (x) = (x* —10)(x +1)*:
|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stetig und differenzierbar.
Il. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.

1. Ableitungen: Wir verwenden die Produktregel: f'(x) = 2x(x+1)? + (x* =10) 2(x +1) =

(X+D[2x(x +1) + 2(x* =10)] = (x +D(4x* + 2x—20), " (X) =1[(4x* +2x—20) + (x+1)(8x+2) =

AX? +2X—20+8x% +2x+8x+2=12x* +12x—18, f'"'(X) =24x+12.

IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung:

f(X)=0 = (X*-10)(x+1)*=0 = x*-10=00(x+1)*=0 = x*=100x+1=0 =

X=+4100x=-1

Nullstellen des Polynoms sind damit: Ny(=~/10 [0), N(-1|0), N3(+/10|0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung:

f'(X)=0 = (X+D(4x*+2x-20)=0 « x+1=004x* +2x-20=0 =

~2%4-4[40-20) _-2+324 _-2+18 _
204 8 8

Die kritischen Stellen spielen eine entscheidende Rolle fir die hinreichende Bedingung:

x=-=-10x=

x:—1Dx:—ng:2

f "(—g) =27>0=> x= —g als Tiefpunkt Tl(—g |-8,44);
f"'(-1) = -18<0= x = -1 als Hochpunkt H(-1|0) (identisch mit der Nullstelle N(-1]0));
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f"(2) =54> 0= x =2 als Tiefpunkt T»(2|-54).

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung:

-12+/144-412((-18) _ -12++/1008 _ 124317 _
2012 24 24

x=-182[ x= 08 als kritische Stellen fur die Wendepunkte. Hinreichende Bedingung:

f'"'(-182) =-3168% 0= x = -182 als Wendepunkt W(-1,82|-4,5);

f''(08) =232# 0= x= 08 als Wendepunkt W(0,8|-30,32).

VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: x* ist — das ergibt ein Uberschlagen beim Aus-
rechnen des f(x)-Terms als Produkt — die hdchste Potenz im Polynom. Damit folgt:
X > 0= X" 5 0= f(x) - « und weiter: x - —0= x* - 0= f(X) - ®.

V¥ VIIl. Zeichnung
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f(x) = (x* -10)(x+1)?

1
d) Kurvendiskussion zu f(x) =—-x° - > =x*:

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist Uberall stetig und differenzierbar. Wir ordnen

die Funktion noch nach Potenzen: f(x) = —%x -x2.

Il. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.
l1l. Ableitungen: f'(x) =-2x*>-3x?, f"(x)=-6x*>-6x, f"'(X)=-12x-6.
IV. Fur die Nullstellen haben wir:

f(xX)=0 = —%x4—x3=0 - —x3[%x+1j=0 - —x3:OD%x+1=O - x=00x=-2

Die Nullstellen von f(x) sind: N1(-2]0), N2(0|0).
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: f'(x) =0 « -2x®-3x*=0 =

-x?(2x+3) =0« -x*=002x+3=0 = x=00x= —g als kritische Stellen fiir Extrema.
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Hinreichende Bedingung: f "(—g) = —g <0=x= —g als Tiefpunkt T(—g |0,84);

f'"(0) =0= bei x=0 ist keine Entscheidung mdglich.
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f''(x) =0 « —6x*>-6x=0 « -6x(x+1) =0
-6x=0Cx+1=0 < x=0L x=-1 als mdgliche Stellen von Wendepunkten.

Hinreichende Bedingung: f''(-1) =6 # 0= x = -1 als Wendepunkt W1(-1|0,5);
f'"'(0) =-6# 0= x=0 als Wendepunkt W5(0|0).

VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x* ist die hdchste Potenz in der Poly-

nomfunktion f(x) und besitzt den negativen Koeffizienten —%. Damit gilt wegen der gera-
den Hochzahl 4: X — o0 = f(X) - -
A VIll. Zeichnung

2
e) Kurvendiskussion zu f(x) = —% [ﬁx —%xzj :

|. Definitionsbereich: Ds = R. Das Polynom ist tberall stetig und differenzierbar.
Il. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.

1
lll. Ableitungen: Nach der Kettenregel gilt zunachst: f'(x) = —% 2 x—%xzj [ﬁl—%xj =

VO NCAT: - R VR NC I IVC IVl PR (Ve PRI SNE R
3 3 3 3 3 3 9 3 9 3 3 27

und weiter: f"(x):—1+gx—g f"'(x)_g_ﬂx_
3 3 9 3 9

V. Die Nullstellen berechnen wir als:

2 2
f(x)=0 = -E(X-Exzj =0 = (x—lxzj “0 e x-1x=0 < X(l_iszo -
6 3 3 3 3

x=OD1—?1)’x:O = x=OD%x:1@ x=00x=3

Also: N1(0|0), N»(3]0).
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Wir setzen die 1. Ableitung gleich O:

27

x=0Dx2—gx+g:Omx:ODx —+1/8—1 g—— \/7——+—«:»x ODx=§Dx:3
2 2 16 16 2

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der kritischen x-Werte in die 2. Ableitung ergibt:

f'(x) = Oa—%x :13x2 £x3=0@—éx(l x+2xj O@—Ex 001- x+§x2=0c>

f"(0) = —% <0= x=0 als Hochpunkt H;(0|0) (identisch mit Nullstelle N1(0|0));
3, _1 3 : 3, 3

f"(=)==>0= x=— als Tiefpunkt T(= | —-—);
(2) 6 = 2 P (2| 32)

f*"@3)= —% <0 = x=3 als Hochpunkt H,(3|0) (identisch mit Nullstelle N,(3|0)).
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1.2 2
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f"(x) =0 < —§+ 3x—§x2 =0 =

x? —3x+— g 1/ 3 \/§ —+— Hinreichende Bedingung:

- 2 4 [3- 2 -
f"'(ﬁ):——— 3 \/_ = \/_ 0= x:3 V3 als Wendepunkt W,(0,63|-0,04);
2 3 9 2 9 2
3+43, _2 4 {3++3 243 3+4/3
( 2\/_) = 3 —§EE ZIJ =- ;/_ Z0= x= als Wendepunkt W»(2,37|-0,04).

VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x* ist die hochste Potenz in der Poly-

nomfunktion f(x) und besitzt den negativen Koeffizienten —5—14. Damit gilt wegen der gera-

den Hochzahl 4: X —» 00 = f(X) - —o0.

V¥ VIII. Zeichnung

800,00
600,00 /

400,00 /

> > 200,00 §

-1,00

O O )
/ \ PN ANP A SR IN N N7

-1,20

-1,40 4 -400,00 -

T 00=txs0y
f(X)=-=0x-=X
6 3

f) Kurvendiskussion zu f (X) = x*(x+6)*:

|. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist Gberall stet|g und differenzierbar. Wir rech-
nen f(x) noch aus: f(X) =x*(x+6)* = x*(x* +12x+36) = x* +12x* +36x°.

Il. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.
Il. Ableitungen: f'(x) =5x* +48x® +108x*, f'(X) = 20x® +144x” + 216x,

f'"'(x) = 60x> + 288x + 216.

IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung:

f(X)=0 < x*(x+6)°=0 = x*=00(x+6)°=0 = x=00x+6=0 = x=00x=-6
Wir haben damit die zwei Nullstellen: N1(-6]0), N2(0]0).

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: f'(X) =0 < 5x* +48x® +108x* =0 =
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x*(5x° +48x+108 =0 - x* =005x* +48x+108=0 « x=00x= _481\/2320;_4[5ﬂ08 -
-48++4144 _ -48+12

10 10
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 2. Ableitung ergibt:

f"(-6) = -864<0= x=-6 als Hochpunkt H(-6|0);

f"'(0) =0= keine Entscheidung hinsichtlich x=0 mdglich;

f"(-36) =15552> 0= x=-36 als Tiefpunkt T(-3,6|-268,74).

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: f'(xX) =0 < 20x® +144x* +216x=0 =

—-36++/1296- 4554
2%

x=00x= - X=00Ox=-60x=-36 als kritische Stellen.

4AX(5x* +36x+54) =0 = 4x=005%x"+36x+54=0 - x=00x=

-36+/216 _-36+6V6
10 10

x=00x= als kritische Stellen fur die Wendepunkte.

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der kritischen x-Werte ergibt:

f''(-36- 06/6) =29813% 0= x = -36- 0,66 als Wendepunkt W1(- 36— 06V6 |-112,72);
f'"'(-36+06V6) = -12523% 0= x = -36+ 066 als Wendepunkt W(- 36+ 066 |-144,73);
f"'(0) =216% 0= x =0 als Wendepunkt W3(0|0).

VII. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x° ist die héchste Potenz in der Poly-
nomfunktion f(x). Also gilt: X - c0o = f(X) - 0; X - =00 = f(X) - —00.

A VIIl. Zeichnung

V.3 Als Wendetangenten und Wendenormalen errechnen wir:

3

a) f(x) :%+ X: |. Der Wendepunkt bestimmt sich mit f'(x) =l;’x2 +1, f"(x) :%x,

f'"'(x) :% auf Grund von f"(x)=0 = :—:X:O = X=0und f'"'(0) :%m der Punkt W(0|0).

Il. Wir errechnen: f (0) =0, f'(0) =1 und erhalten als Tangente und Normale in xo=0:
1
0
b) f(x) =4x®-2x*: 1. Auf Grund der Ableitungen: f'(x) =12x* -8x®, f"(X) = 24x—24x?,

f"'(X) = 24-48x berechnen wir wie folgt die Wendepunkte: Notwendige Bedingung:
f"(X) =0 o 24x-24x* =24x(1-X) =0 = 24x=001-x=0 - x=00x=1. Hinreichende
Bedingung: f"'(0) =24# 0= x=0 als Wendepunkt W;(0]|0); f'""(-) =-2420=>x=-1
als Wendepunkt W(1|2).

Il. Tangenten und Normalen: xo,=0: f(0)=0, f'(0)=0= t: y=0,n: x=0;

ty=f'0)[(x-0)+f(0) =1[x+0=x;n: y=— [(x-0)+ f(0) =-1k+0=-x

Xo=1: f@ =2, f'@=4=t y=4x-D)+2=4x-2, n: y:—%(x—1)+2=—%x+%

c) f(x)=x>+80x’: I. Die Ableitungen sind: f'(x) =5x* +160x, f'(x)=20x®+160,
f'"'(x) = 60x*. Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt: f"(x) =0 « 20x*+160=0 «

20x® =-160 = x®=-8 = x=-2, Einsetzen in die 3. Ableitung: f'"'(-2) =240# 0. Somit

liegt bei W(-2|288) ein Wendepunkt vor.
Il. Wendetangente und -normale bei xo=-2 sind dann wegen f(-2) =288, f'(-2) =-240:
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1 1
t: y=-240(x+2) +288=-240x+192; n: y=—-(X+2) +288=—-x+288—.
Y= x ) Y= ( )+ 24C 12C

d) f(x)=(2x*+12x-105x": I. Die Berechnung der Wendepunkte erfolgt mit der Umfor-
mung f(X) = (2x* +12x-105x* = 2x°® +12x> —105x* (iber die Ableitungen:

F1(X) =12x° +60x* —420¢, "(X) = 60X* + 2406 —1260¢%, f'"(X) = 240x% + 720x% — 252(x
und das Nullsetzen der 2. Ableitung: f''(X) =0 = 60x”* +240x°> -126Qx* =0 «

6OX% (X2 +4X-21) =0 = 60x2 =00x? +4x-21=0 = x> =00X=-2++/4+21=-2+5 =

x=0L x=-7C x=3. An den kritischen Stellen x=-7 und x=3 liegen dann tatsachlich Wen-
depunkte vor wegen f''(=7) =-29400£ 0, f"'(3) =5400# 0, wahrend x=0 auf Grund von

f @(X) =720x* +144x - 2520und f “ (0) = -2520< 0 ein relatives Minimum ist.
Il. Wendetangente und -normale sind fir xo=-7 mit: f(-7) =-218491, f'(-7) =86436:
ty= 86436{x +7)—-218491= 86436« + 386561;

(x+7)-218491= - 13(x+3865609999.

n:y=-
Y 8643(

Fur xo=3 ergibt sich: f (3) =-4131, f'(3) =-3564 als Gleichung der Wendetangente:
ty= —3564(x —-3) —4131=-3564x + 6561, als Gleichung der Wendenormalen:
1

=——(x—-3)—-4131=- ——x—-41310008.
e 35 6 ( )~ 356¢ !

IV.4a) f(x)=x>-5x>+4, xo=-2: Es gilt: f'(x)=5x*-15x* und damit: f(-2) =12,
f'(-2) = 20. Die Tangenten- und die Normalengleichung lauten:
t: y=20(x—-(-2)) +12=20(x+2) +12=20x +52;

n:y= —Zic(x+2) +12=-005x-01+12=-005x+119.

b) f(xX) =x*-8x*+16x* —16: |. Bestimmung der Extremstellen: Notwendige Bedingung:
f'(X) =4x> - 24x* +32%=0 = 4x(x* -6x+8) =0 = 4x=00x* -6x+8=0 =
Xx=00x=3+/9-8=3+1 = x=00x=20x=4 als kritische Stellen. Hinreichende Be-
dingung mit f"(x) =12x* -48x+32: f"(0)=32>0= x =0 als Tiefpunkt T1(0]-16);

f'"(2) =-16<0= x =2 als Hochpunkt H(2|0); f'(4) =32>0= x=4 als Tiefpunkt
T2(4]-16).

Il. Die Tangenten an den gefundenen Extremstellen xo sind auf Grund von f'(X,) =0 Pa-
rallelen zur x-Achse mit: t: y = f'(X,) . Also flr xo=0: to: y =-16, fir xo=2: to: y=0 (und
damit die x-Achse) firxo=4:14: y=-1

C) f(x):—x —8x: 1. Ableitungen: f'(x) = —x -8, f"(x)=3x, f"'(x)=3.

Il. Wendegunkt. Der einzige Wendepunkt ist W(O|O) wegen f"(0)=0 und f'"'(0)=3%#0.
l1l. Die Normale im Wendepunkt ist wegen f (0) =0, f'(0) =-8 eine Gerade durch den
Ursprung, namlich: n: y =%x
IV. Die Schnittpunkte zwischen Normale und Polynom ergeben sich durch Gleichsetzen
der Funktionsgleichungen, also:

1, 65 1 ( ) 65) 1 65

f(X):y@%X3_8X:%X@§X —EX:O@EXX 2 0@5 :ODXZ_Z—O@
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x=00x?%=

65

= x=ODx:i%\/6_5

Die Schnittpunkte lauten dann nach Einsetzen der x-Werte in die Normalengleichung:

1 1 1 1
sl(—§J6_5|—EJ6_5), S»(0]0), 83(5J6_5|EJ6_5).

IV.5 a) Bestimmungsaufgabe zum Polynom 3. Grades:

I. Ansatz

Polynom dritten
Grades

Il. Eigenschaften
und Gleichun-
gen

a)/b) f besitzt
Nullstellen bei
x=-1 und x=3
c) f hat einen
Tiefpunkt bei
x=5/3

d) f schneidet
die y-Achse bei
y=-3.

11l. Aufstellen
des linearen

Gleichungssys-
tems

IV. Lésen des
linearen Glei-
chungssystems
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. Ansatz: f(x) =ax® +bx? +cx+d, f'(x)=3ax® +2bx+C mit zu suchenden
Koeffizienten a,b,c,deR.

Il. Eigenschaften: Es gilt:

f(-)=0 (Nullstelle bei x=-1)

f(3 =0 (Nullstelle bei x=3)

f '(g) =0 (Notwendige Bedingung fur Tiefpunkt x:g)
f(0)=-3 (Schnittpunkt mit der y-Achse im Punkt P(0]-3))

1. Aufstellen des Gleichungssystems fiir die Koeffizienten des Polynoms: Auf
Grund von I. und Il. ergibt sich durch Einsetzen und Gleichsetzen:

0= f(-1) =af-1)°+b{-1)2 +c{-1) +d
0=f@@)=a@®+bB* +cB+d
o:f'(§):3atﬁ§j2+2b[£+c

3 3 3
-3=f(0)=ad®+bD* +cO+d
Also:
O=-a+b-c+d

0=27a+9+3c+d

O:2—5a+1—0b+c
3 3

-3=d

IV. Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms: Wegen d=-3 erhalten wir
(durch Subtraktion von d=-3 in den ersten beiden Gleichungen und Multiplika-
tion mit 3 in der 3. Gleichung) das Gleichungssystem:

-a+b-c=3

27a+9%+3c=3

25a+10b+3c=0

(Multiplikation der 1. Gleichung mit 3:)
-3a+3b-3c=9
27a+9%+3c=3
25a+10b+3c=0
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V. Funktion

VI. Probe

(Addition der 1. zur 2. Gleichung:)
-3a+3b-3c=9

24a+120 =12

25a+10b+3c=0

(Division der 2. Gleichung durch 12, Addition der 1. zur
3. Gleichung:)
-3a+3b-3c=9

2a+b=1
22a+130 =9

(Multiplikation der 2. Gleichung mit 13:)
-a+b-c=3

26a+13p =13

22a+13p =9

(Subtraktion der 2. von der 3. Gleichung:)
-a+b-c=3

26a+13 =13

-4a=-4

(Division der 2. Gleichung durch 13, Aufldsen nach a:)
-a+b-c=3

2a+b=1

a=1

(Auflésen nach b und c:)

a=1

2+b=1=b=-1

-1-1-¢c=3=>-2-c=3=c=-5

Die gesuchten Koeffizienten sind: a=1, b=-1, c=-5, d=-3.

V. Die Funktion hat also die Gleichung: f(x) = x*>-x*-5x-3.

VI. Probe: Wegen der notwendigen Bedingung f'(g) =0 ist eine Probe zu

machen, ob die gefundene Funktion wirklich alle geforderten Eigenschaften
erfillt. Nunist: f'(x) =3x*-2x-5, f"(x)=6x-2 und damit:

f "(g) =10-2=8>0 mit ng als Tiefpunkt. Die Funktion erfullt daher alle

geforderten Eigenschaften.

V¥ VII. Zeichnung:

b) Bestimmungsaufgabe zum biquadratischen Polynom 4. Grades:

I. Ansatz

Biguadratisches

l. Ansatz: f(x) =ax* +bx*+c, f'(x)=4ax®+ 2bx mit zu suchenden Koeffi-

Polynom vierten | zjenten a,b,ceR.

Grades

Il. Eigenschaften || Eigenschaften: Es gilt:
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und Gleichun-
gen

a) f besitzt
Nullstelle bei
x=2

b) f hat einen
Tiefpunkt bei
x=2

c) f hat bei x=1
Steigung -48

11I. Aufstellen
des linearen

Gleichungssys-
tems

IV. Loésen des
linearen Glei-

chungssystems

V. Funktion

VI. Probe

f(2=0 (Nullstelle bei x=2)
f'(2=0 (Notwendige Bedingung fur Tiefpunkt x=2)
f'@)=-48 (Steigung bei x=1)

lll. Aufstellen des Gleichungssystems fir die Koeffizienten des Polynoms: Auf
Grund von I. und Il. ergibt sich durch Einsetzen und Gleichsetzen:

0=f(2)=16a+4b+c
0=f'(2=32a+4b
-48=f')=4a+2b

IV. Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms: Wir haben das Gleichungs-
system:

16a+4b+c=0

32a+4b=0
4a+2b=-48

(Multiplikation der 3. Gleichung mit 2:)
16a+4b+c=0

32a+4b=0
8a+4b =-96

(Subtraktion der 2. von der 3. Gleichung:)
16a+4b+c=0

32a+4b=0
—-24a=-96

(Auflésen nach a:)
l6a+4b+c=0

32a+4b=0
a=4

(Multiplikation der 2. Gleichung mit 13:)
-—a+tb-c=3

26a+13p =13

22a+13p =9

(Auflésen nach b und c:)

a=4

128+4b=0=4b=-128=b=-32
64-128+c=0=>c=64

Die gesuchten Koeffizienten sind: a=4, b=-32, c=64.

V. Die Funktion hat damit die Gleichung: f(x) = 4x* —32x* +64.

VI. Probe: Wegen der notwendigen Bedingung f'(2) =0 ist eine Probe zu
machen, ob die gefundene Funktion wirklich alle geforderten Eigenschaften

Michael Buhlmann, Schiilerkurs Mathematik > Analysis > Kurvendiskussion > Polynome 49



erfullt. Nun ist: f'(x) =16x> —64x, f'(x) =48x* - 64 und damit:
f"(2) =192-64=128> 0 mit x=2 als Tiefpunkt. Die Funktion erfullt alle Eigen-
schaften.

V¥ VII. Zeichnung:

80,00 700,00 4

/ 600,00
60,00 \ /
/ 500,00
40,00 \ /
400,00
>
> 20,00
300,00 \ /
200,00 \ /
100,00
0,00 an

0,00 1

-20,00

-40,00 -

y=f(x)=4x*-32x* +64
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