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Schülerkurs 
 

Mathematik 
> Analysis 
> Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung 
> Polynome 
 
 
 
 
 
 
Kurvendiskussionen/Funktionsuntersuchungen gehören zum Standard der Mathematik an 
den Oberstufen der Gymnasien. Das Heft will an Hand von vielen Beispielen einführen in 
dieses wichtige Thema und gliedert sich in die Abschnitte: Theorie, Aufgaben, Lösungen. 
Alle Beispiele und Aufgaben sind dabei mit ausführlichen Lösungen ersehen, die mathe-
matische Grundlagen und Regeln begreifbar machen. Die Kurvendiskussionen/Funktions-
untersuchungen gehören zum weiten Feld der Differenzial- und Integralrechnung (Analy-
sis) und werden hier am Beispiel der Polynome dargestellt. 
 
 
Bezeichnungen: 
 
= gleich 
∫ ungleich 
> größer 
< kleiner 
¤ oder 
fl Folgerung 
‹ Äquivalenz 
[a, b] abgeschlossenes Intervall mit a § x § b, a,beR 
(a, b) offenes Intervall mit a < x < b, a,beR 
[a, b) halboffenes Intervall mit a § x < b, a,beR 
(a, b] halboffenes Intervall mit a < x § b, a,beR 
e Element von 
N natürliche Zahlen 
N0 natürliche Zahlen einschließlich der Null 
R reelle Zahlen 



Michael Buhlmann, Schülerkurs Mathematik > Analysis > Kurvendiskussion > Polynome 2 

 

Theorie 
 
 
 

I. Polynome – eine kurze Einführung  
 
I.1 Polynome (oder ganz rationale Funktionen) sind reelle Funktionen f: R -> R, die auf 
den ganzen reellen Zahlen R definiert sind und mit der Variablen x∈R die Funktionsvor-
schrift besitzen: 
 

01
1

1 ...)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

−  
 
mit vorgegebenen a0, a1, …, an-1, an ∈R und vorgegebener nicht negativer ganzer Zahl 
n∈N0. Die Zahl n mit an∫0 heißt Grad des Polynoms, die reellen Zahlen a0, a1, …, an-1, an 
heißen Koeffizienten, das reelle x Variable.  
 
I.2 Beispiele für ganz rationale Funktionen sind:  

2)(
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xxf

xxf

axf

=

=
=

 

konstantes Polynom (Parallele zur x-Achse) für ein festes a∈R 

Winkelhalbierende (durch den 1. und 3. Quadranten) 

Normalparabel, 
 
wobei wir uns grafisch im Achsenkreuz von x- und y = f(x)-Achse unter der konstanten 
Funktion eine Parallele zur x-Achse, unter der Winkelhalbierenden eine Gerade durch den 
Koordinatenursprung, die den rechten Winkel zwischen x- und y-Achse halbiert, unter der 
Normalparabel eine quadratische Funktion mit dem Koordinatenursprung als Scheitelpunkt 
vorstellen. 
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1065,0)( 2 ++−== xxxfy  
 
Eine Funktion cmxxf +=)(  mit der Steigung m∈R und dem y-Achsenabschnitt c∈R heißt 

lineare Funktion oder Gerade (z.B.: xxf 412)( −= ), bei cbxaxxf ++= 2)(  mit a,b,c∈R 

liegt eine Parabel vor (z.B.: 1065,0)( 2 ++−= xxxf ), mit a=1 eine Normalparabel. 
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I.3 Die ganz rationalen Funktionen f lassen sich überall beliebig oft ableiten, d.h.: in jedem 
Punkt x∈R existiert die (1.) Ableitung f′ als Steigung der Funktion (Kurve), die Ableitung 
der Abteilung als 2. Ableitung f′′ usw. Dabei gilt zum einen die Summenregel für eine end-
liche Anzahl von aufsummierten Funktionen u1(x), u2(x), … um(x), m∈N, wenn nur die Ab-
leitungen der einzelnen Funktionen im Punkt x∈R existieren, was bei Polynomen natürlich 
der Fall ist: 
 

)(')('))'()(( 2121 xuxuxuxu +=+  
 

bzw.  
)('...)(')('))'(...)()(( 2121 xuxuxuxuxuxu mm +++=+++  

 
zum anderen die Ableitungsregel für Potenzfunktionen u(x) mit (nicht nur) nicht negativen 
ganzzahligen Exponenten i∈N0:  

1)(')( −=⇒= ii ixxuxxu  

 
I.4 Also erhalten wir für ein Polynom f: R -> R mit 
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die Ableitungen: 
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4
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3 6...)3)(2)(1()2)(1()(''' axannnxannnxf n
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n ++−−−+−−= −
−

−  usw. 
 
I.5 Beispiel: Das Polynom f: R -> R mit Funktionsvorschrift 75)3()( 24 +−++= xxxxxf  

753 456 +−++= xxxx  hat die auch höheren Ableitungen:   
51256)(' 345 −++= xxxxf  234 362030)('' xxxxf ++=  xxxxf 7260120)(''' 23 ++=  

72120360)( 2)4( ++= xxxf  120720)()5( += xxf  720)()6( =xf  

0...)()( )8()7( === xfxf . 
 
I.6 Aufgaben: Bestimme zu den Polynomen f(x) die Ableitungen f’(x), f’’(x), f’’’(x).  

a) 90)( =xf  b) 
4

57
)(

+= x
xf  

c) 89125)( 2 +−= xxxf  d) 41826)( 34 −+−= xxxxf  
 
e) )9)(3()( 2 −+= xxxf  f) )42)(87()( 22 xxxxf −+−=  

g) )1(
3

2
)( 32 −++= xx

x
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i) 22 )178()( −+= xxxf  j) )153(
3
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)164(

8

1
)( 45 ++−+−= xxxxxf  

 
I.7 Aufgabe I.6 leitet noch über zur Produktregel und zur Kettenregel als weitere Ablei-
tungsregeln. Für m∈N und Funktionen u1(x), u2(x), … um(x) gilt im Falle der Differenzier-
barkeit die Produktregel: 
 

)(')()()('))'()(( 212121 xuxuxuxuxuxu ⋅+⋅=⋅  
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bzw.  
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D.h.: Ein Produkt wird abgeleitet, indem man nacheinander jeweils nur einen der Faktoren 
ableitet, diesen mit den übrigen nicht abgeleiteten Faktoren multipliziert und die so erhal-
tenen einzelnen Produkte aufsummiert. 
Bei der Kettenregel ergibt sich die Ableitung für eine äußere Funktion v(.) und eine innere 
u(x) als Produkt von äußerer und innerer Ableitung: 
 

)('))((')))'((( xuxuvxuv ⋅=  
 
D.h.: Eine verkettete Funktion wird abgeleitet, indem man die äußere Funktion ableitet und 
dabei die innere unverändert lässt, dann die innere Funktion ableitet und beide Ableitun-
gen miteinander multipliziert. Sind mehr als zwei Funktionen ineinander verschachtelt, so 
gilt Entsprechendes. 
 
I.8 Beispiele: a) Für )227)(3()( 23 ++−= xxxxxf  gilt mit den Faktoren und deren Ableitun-

gen xxxu −= 3
1 3)( , 19)(' 2

1 −= xxu , 227)( 2
2 ++= xxxu , 214)('2 += xxu  nach der Produkt-

regel:  
)214)(3()227)(19()(' 322 +−+++−= xxxxxxxf  

 
sowie weiter mit 19)( 2

1 −= xxu , xxu 18)('1 = , 227)( 2
2 ++= xxxu , 214)('2 += xxu , 

xxxu −= 3
3 3)( , 19)(' 2

3 −= xxu , 214)(4 += xxu , 14)('4 =xu : 
 

)214)(19()227(18)('' 22 +−+++= xxxxxxf  

 14)3()214)(19( 32 ⋅−++−+ xxxx  

 )3(14)214)(19(2)227(18 322 xxxxxxx −⋅++−⋅+++=  

 xxxxxxxx 1442428362563636126 32323 −+−−++++=  
 4672424 23 −−+= xxx   

61441272)(''' 2 −+= xxxf  
 
b) Laut der Kettenregel ist die 1. Ableitung zu 43 )832()( +−= xxxf  zu bestimmen auf 

Grund der äußeren Funktion 4(.)(.) =v  mit 3(.)4(.)' ⋅=v  und der inneren Funktion 

832)( 3 +−= xxxu  mit 36)(' 2 −= xxu  als: 
 

332233 )832)(1224()36()832(4)(' +−−=−⋅+−⋅= xxxxxxxf  
 
und weiter nach der Produktregel, kombiniert mit der Kettenregel für den zweiten Faktor 
von f’(x):  

)36()832(3)1224()832(48)('' 223233 −+−⋅⋅−++−= xxxxxxxxf

 232233 )832()36(12)832(48 +−−⋅++−= xxxxxx  

 ])36(12)852(48[)832( 22323 −⋅++−⋅+−= xxxxxx  

 )10843243238424096()832( 242423 +−++−⋅+−= xxxxxxx  

 )108384672528()832( 2423 ++−+−= xxxxx  usw. 
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I.9 Aufgaben: Bestimme zu den Polynomen f(x) die Ableitungen f’(x), f’’(x), f’’’(x):  
a) 5)672()( += xxf  b) )2()1()( 2 +−= xxxf  

c) 23 )4()( += xxxf  d) )3)(4()( 22 xxxxf −+=  

e) [ ]532 )42()( +−= xxxf  f) 22 )105()124)(5()( +−+= xxxxf  
 
 

II. Elemente der Kurvendiskussion  
 
II.1 Wir sind nun am Aussehen von Polynomfunktionen als Kurven in einem x-y-
Koordinatensystem mit Koordinatenursprung im Punkt O(0|0) interessiert. Als Elemente 
der Kurvendiskussion, die wir jetzt vorstellen wollen, ergeben sich für ein Polynom:  
 

• Definitionsbereich der Funktion 
• Symmetrie 
• Nullstellenbestimmung 
• Ableitungen 
• Bestimmung der Extremwerte 
• Bestimmung der Wendepunkte 
• Monotonieverhalten 
• Krümmungsverhalten 
• Verhalten der Funktion im Unendlichen 
• Wertetabelle 
• Zeichnung 
• Bestimmung von Tangenten und Normalen an bestimmten Funktionspunkten (u.a. 

Wendetangenten) 
 
Wir gehen also aus von einer Polynomfunktion f: R -> R mit  
 

01
1

1 ...)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

−  
 
für eine Variable x∈R und reellen Koeffizienten a0, a1, …, an-1, an. 
 
II.2 Der (maximale) Definitionsbereich eines Polynoms sind immer die reellen Zahlen R. 
 
II.3 Für alle x aus dem Definitionsbereich lässt sich also gemäß der Funktionsvorschrift die 
Zahl y = f(x) bilden, indem wir den entsprechenden x-Wert in die Funktionsgleichung ein-
setzen, den y-Wert erhalten und schließlich den Punkt P(x|y) auf der Funktion. Beispiele:  
a) 18510)( 3 +−= xxxf  mit: 231815110)1( 3 =+⋅−⋅=f , 5218)2(5)2(10)2( 3 −=+−⋅−−⋅=−f  

b) 252)( 34 +−= xxxf  mit: 23 158)(' xxxf −= , xxxf 3024)('' 2 −=  und: 0)0( =f , 
0)0(' =f , 0)0('' =f  sowie: 1942320512)4( =+−=f , 272240512)4(' =−=f ,  

264120384)4('' =−=f  als Werte von Funktion und Ableitungen. 
 
Das systematische Einsetzen von x-Werten in die Funktionsgleichung führt dann zu einer 
Wertetabelle, in der x- und y=f(x)-Werte beispielsweise untereinander stehen. 
 
II.4 Eine Funktion f(x) heißt gerade oder – bezogen auf das x-y-Koordinatensystem – ach-
sensymmetrisch zur y-Achse, wenn gilt: 
 

)()( xfxf =− . 
 
f(x) heißt ungerade oder – bezogen auf das x-y-Koordinatensystem – punktsymmetrisch 
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zum Koordinatenursprung O(0|0), wenn gilt: 
 

)()( xfxf −=− . 
 
Polynome sind gerade, wenn sie nur Potenzen mit geraden, ungerade, wenn sie nur Po-
tenzen mit ungeraden Exponenten besitzen. Dabei zählt der Koeffizient a0 wegen a0 = 
a0ÿx

0 zu den geraden Exponenten. Darüber hinaus treten bei Polynomen (und anderen 
Funktionen) auch Symmetrien zu anderen, zur y-Achse parallelen Achsen bzw. zu Sym-
metriepunkten, die nicht Koordinatenursprung sind, auf. Wir gehen hierauf nicht ein. 
 

II.5 Beispiele: a) 4)( 2 += xxf  ist eine verschobene Normalparabel mit geraden Exponen-
ten und daher symmetrisch zur y-Achse. 
b) xxxf 8)( 3 −=  ist eine ungerade Funktion wegen der ungeraden Exponenten und also 
punktsymmetrisch zum Ursprung. 
c) Bei der Funktion 12729)( 34 +−+= xxxxf  ist wegen der dort auftretenden geraden und 
ungeraden Exponenten keine Symmetrie erkennbar. 
 

II.6 a) Ist f ein gerades Polynom, so ist f’ ungerade, f’’ gerade, f’’’ ungerade usw. 
b) Ist f ein ungerades Polynom, so ist f’ gerade, f’’ ungerade, f’’’ gerade usw. 
 

II.7 Zur Nullstellenbestimmung, also zur Bestimmung der Schnittpunkte N(xN|0) mit der x-
Achse des x-y-Koordinatensystems ist die Gleichung 
 

0)( =xf  
 
nach der Variablen x aufzulösen. Nun lässt sich jedes Polynom als Produkt von linearen 
und quadratischen Faktoren ax+b bzw. ax2+bx+c, a,b,c∈R, schreiben, wobei die linearen 

Faktoren dann 0 werden, wenn für a∫0 
a

b
x −=  gilt, während die quadratischen Faktoren 

im Reellen nicht weiter in Linearfaktoren zerlegt und daher auch niemals 0 werden kön-
nen. Für p1(x), p2(x), … pm(x) als lineare und quadratische Faktoren gilt dann: 

)(...)()()( 21 xpxpxpxf m⋅⋅⋅=  und weiter auf Grund der Tatsache, dass ein Produkt gleich 0 
ist, wenn einer seiner Faktoren 0 ist: 
 

0)(...)()(0)( 21 =⋅⋅⋅⇔= xpxpxpxf m  

0)(...0)(0)( 21 =∨=∨=⇔ xpxpxp m  
 
Zur Faktorisierung eines Polynoms f(x) stehen verschiedene Möglichkeiten zur Verfügung, 
die auf den Äquivalenzumformungen von linearen und quadratischen Gleichungen basie-
ren. Für lineare Gleichungen gilt die Umformung: 
 

a

b
xbax −=⇔=+ 0  

 
, für normierte quadratische Gleichungen ergibt sich gemäß der p-q-Formel: 
 

q
pp

xqpxx −






±−=⇔=++
2

2,1
2

22
0  

 
mit den Koeffizienten p,q∈R, für allgemeine quadratische Gleichungen gilt nach der „Mit-
ternachtsformel“: 
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a

acbb
xcbxax

2

4
0

2

2,1
2 −±−=⇔=++  

 
mit den reellen Zahlen a, b, c. Dann besitzt ein Polynom f(x) dort Nullstellen x, wo seine 
linearen oder quadratischen Faktoren Nullstellen x haben, d.h. wo die Faktoren gemäß 
den Vorgehensweisen bei den Umformungen von linearen und quadratischen Gleichun-
gen nach x auflösbar sind. 
 

II.7 Beispiele: a) Das lineare Polynom 7
2

1
)( −= xxf  hat wegen: 

147
2

1
07

2

1
0)( =⇔=⇔=−⇔= xxxxf  

 
bei x=14 eine Nullstelle, also: N(14|0). 
 
b) Für das quadratische Polynom 1684)( 2 −+= xxxf  ergeben sich Ansatz und Glei-
chungsumformungen gemäß der „Mitternachtsformel“:  

42

)16(4488
016840)(

2
2

⋅
−⋅⋅−±−

=⇔=−+⇔= xxxxf  

5151
64

320
1

8

320
1

8

256648 +−=∨−−=⇔±−=⇔±−=⇔+±−=⇔ xxxxx  
 
Die beiden errechneten x-Werte führen auf die Nullstellen von f(x): N1( 51−− |0), 

N2( 51+− |0). 
 
c) Zu 42)( 3 −−= xxxf  findet sich eine Nullstelle bei x=2. Die Polynomdivision: 
 

(x3-2x-4):(x-2) = x2+2x+2 
-(x3-2x2) 
       2x2-2x-4 
       -(2x2-4x) 
             2x-4 
           -(2x-4) 
                  0  

ergibt zusätzlich die Gleichung: 112110222 −±−=−±−=⇔=++ xxx , die wegen des 
negativen Radikanden keine Lösung besitzt. Die einzige Nullstelle von f(x) ist damit N(2|0). 
 
d) Die Nullstellenbestimmung für die Funktion 506259494)( 24 +−= xxxf  führt auf eine 
biquadratische Gleichung und deren Umformung u.a. mit der Substitution z=x2 bzw. Rück-
substitution x2=z: 

⇔=∨=⇔==∨==⇔±=±=

⇔
⋅

⋅⋅−±=⇔=+−⇔=+−

=

=

8125,15681
8

648
25,156

8

1250

8

301949

8

90601949

42

5062544949949
05062594940506259494

22

2
224

2

2

xxzzz

zzzxx

zx

xz
 

95,12 ±=∨±= xx  und damit auf die Nullstellen: N1(-12,5|0), N2(-9|0), N3(9|0), N4(12,5|0). 
 
II.8 a) Der Grad des Polynoms bestimmt die maximal auftretende Anzahl der Nullstellen, 
d.h.: Bei einer Parabel 2. Grades können höchstens zwei Nullstellen auftreten, bei einem 
Polynom 3. Grades höchstens 3 usw., bei einem Polynom n. Grades höchstens n. 
b) Polynome mit ungeradem Grad (n = 1, 3, 5, …) haben mindestens eine Nullstelle. 
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II.9 Aufgaben: Errechne die Nullstellen der folgenden Polynomfunktionen. 
 
a) 73)( −= xxf  b) 36415)( 2 −+= xxxf  

c) 61110)( 2 +−= xxxf  d) )172()( 2 += xxxf  

e) )259)(43()( 2 −+= xxxf  f) xxxf 81)( 3 +=  

g) 1923)( 3 −= xxf  h) 474)( 23 −+−= xxxxf  

i) 5762654)( 24 +−= xxxf  j) 
2

3

28
)(

24

−+= xx
xf  

k) 1202685155)( 2345 −−−−+= xxxxxxf  l) 12)( 36 −−= xxxf  
 
II.10 a) Eine Funktion f(x) ist auf einem Intervall monoton steigend oder monoton fallend, 
wenn für je zwei Punkte x1, x2 aus diesem Intervall gilt: 
 

)()( 2121 xfxfxx ≤⇒<  (steigende Monotonie) 
)()( 2121 xfxfxx ≥⇒<  (fallende Monotonie) 

 
b) Ist eine Funktion f(x) differenzierbar an der Stelle x0, so folgt: 
 

⇒≥ 0)(' 0xf  f(x) ist monoton steigend in xo 

⇒≤ 0)(' 0xf  f(x) ist monoton fallend in xo 

 
II.11 Relative Extrema (Extremstellen), Hoch- und Tiefpunkte, sind Punkte xE einer Funkti-
on f(x), für die gilt:  
 

0)(' =Exf , 0)('' <Exf  (relatives Maximum, Hochpunkt) 

0)(' =Exf , 0)('' >Exf  (relatives Minimum, Tiefpunkt) 
 
Zur Bestimmung von Hoch- und Tiefpunkten einer Funktion ist also die 1. Ableitung gleich 
0 zu setzen, so dass die x-Werte mit f’(x) = 0 zu bestimmen sind (sog. notwendige Bedin-
gung). Die gefundenen x-Werte sind die kritischen Stellen, wo die Hoch- oder Tiefpunkte 
auftreten können, aber nicht müssen. Durch Einsetzen der x-Werte in die 2. Ableitung und 
Überprüfen des Ergebnisses auf >0 oder <0 (sog. hinreichende Bedingung) kann dann 
endgültig entschieden werden, ob Extrema vorliegen. 
 
II.12 Gilt f’’(xE ) = 0 in der hinreichenden Bedingung für mögliche Extremstellen xE, so ist 
zunächst keine Entscheidung möglich. Folgende Szenarien treten dann auf:  
a) Ist in einem Intervall (xE–h, xE) (links von der Extremstelle) f’(x) > 0 und in einem Inter-
vall (xE, xE+h) (rechts vom Extremum) f’(x) < 0 (h>0), so liegt ein Hochpunkt bei xE vor. 
b) Ist in einem Intervall (xE–h, xE) (links von der Extremstelle) f’(x) < 0 und in einem Inter-
vall (xE, xE+h) (rechts vom Extremum) f’(x) > 0 (h>0), so liegt ein Tiefpunkt bei xE vor. 
c) Gilt für die n. Ableitung erstmals f(n)(xE ) ∫ 0 (n>2), so liegt bei xE eine Extremstelle vor, 
wenn n eine gerade Zahl ist. 
 
II.13 a) Der Grad des Polynoms bestimmt die maximal auftretende Anzahl der Extremstel-
len, d.h.: Bei einer Parabel 2. Grades gibt es eine Extremstelle, bei einem Polynom 3. Gra-
des höchstens 2 usw., bei einem Polynom n. Grades höchstens n-1. 
b) Polynome mit geradem Grad (n = 2, 4, 6, …) haben mindestens eine Extremstelle. 
 
II.14 Bei Polynomen gilt: a) Für xE1 < xE2 als zwei aufeinanderfolgende Extremstellen eines 
Polynoms gilt: Liegt bei xE1 ein Hochpunkt vor, so ist xE2 ein Tiefpunkt und umgekehrt; liegt 
bei xE1 ein Tiefpunkt vor, so ist xE2 ein Hochpunkt und umgekehrt. 
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b) Sind xE1 < xE2 zwei aufeinanderfolgende Extremstellen eines Polynoms, so ist das Mo-
notonieverhalten der Funktion im Intervall (xE1, xE2) das Gleiche (entweder steigende oder 
fallende Monotonie). Ist xE die kleinste Extremstelle, so gilt Entsprechendes für das Inter-
vall (-¶, xE), ebenso bei xE als größter Extremstelle mit Intervall (xE, ¶).  
c) Für xE1 < xE2 als zwei aufeinanderfolgende Extremstellen eines Polynoms gilt: Liegt bei 
xE1 ein Hochpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (xE1, xE2) monoton fallend; 
liegt bei xE1 ein Tiefpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (xE1, xE2) monoton stei-
gend; liegt bei xE2 ein Hochpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (xE1, xE2) mono-
ton steigend; liegt bei xE2 ein Tiefpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (xE1, xE2) 
monoton fallend. Liegt bei xE als kleinster Extremstelle ein Hochpunkt vor, so ist das Poly-
nom auf dem Intervall (-¶, xE) monoton steigend; liegt bei xE als kleinster Extremstelle ein 
Tiefpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (-¶, xE) monoton fallend. Liegt bei xE 
als größter Extremstelle ein Hochpunkt vor, so ist das Polynom auf dem Intervall (xE, ¶) 
monoton fallend; liegt bei xE als größter Extremstelle ein Tiefpunkt vor, so ist das Polynom 
auf dem Intervall (xE, ¶) monoton steigend. 
d) Die Intervalle zwischen den Extremstellen heißen Monotonieintervalle. Zwei angren-
zende Monotonieintervalle haben dann ein unterschiedliches Monotonieverhalten. Es gilt 
also mit xE als Extremstelle und den Monotonieintervallen (a, xE) und (xE, b) mit a, b als 
weitere Extrema oder a=-¶ oder b=¶: Ist das Polynom monoton steigend auf (a, xE), so 
monoton fallend auf (xE, b) und umgekehrt; ist das Polynom monoton steigend auf (a, xE), 
so ist xE ein Hochpunkt. Ist das Polynom monoton fallend auf (a, xE), so monoton steigend 
auf (xE, b) und umgekehrt; ist das Polynom monoton fallend auf (a, xE), so ist xE ein Tief-
punkt. 
 
II.15 Beispiele: a) Die Funktion 22 )7()( −= xxxf  besitzt als Polynom 4. Grades maximal 
drei Extremstellen. Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung 

)72)(7(2)7(2)7(2)(' 22 −−=−+−= xxxxxxxxf  führt auf: 
 

5,3700720700)72)(7(20)(' =∨=∨=⇔=−∨=−∨=⇔=−−⇔= xxxxxxxxxxf  
 
mit x1=0, x2 = 3,5 und x3 = 7 als kritischen Stellen. Hinreichende Bedingung: Das Einset-
zen der kritischen x-Werte in die 2. Ableitung 

9884122)7(2)72(2)72)(7(2)('' 2 +−=⋅−+−+−−= xxxxxxxxxf  ergibt: 
 

0098)0('' =⇒>= xf  als Tiefpunkt T1(0|0) (wegen f(0)=0) 

5,3049985,3845,312)5,3('' 2 =⇒<−=+⋅−⋅= xf  als Hochpunkt H(3,5|150,0625) 

709898784712)7('' 2 =⇒>=+⋅−⋅= xf  als Tiefpunkt T2(7|0). 
 
Die Tief- und Hochpunkte bestimmen das Monotonieverhalten des Polynoms wie folgt:  
f(x) ist monoton fallend auf dem Intervall (-¶; 0); 
f(x) ist monoton steigend auf dem Intervall (0; 3,5); 
f(x) ist monoton fallend auf dem Intervall (3,5; 7); 
f(x) ist monoton steigend auf dem Intervall (7; ¶). 

b) Beim Polynom 46

200

1

1000

1
)( xxxf +=  errechnet sich der einzige Tiefpunkt mit 

35

50

1

500

3
)(' xxxf += , 24

50

3

100

3
)('' xxxf += , xxxf

25

3

25

3
)(''' 3 += , 

25

3

25

9
)( 2)4( += xxf  

wie folgt: Notwendige Bedingung:  

⇔=+∨=⇔=+⇔=+⇔=+⇔= 010300)103(01030
50

1

500

3
0)(' 23233535 xxxxxxxxxf

0]103[0 2 =⇔−=∨= xxx  als einzige kritische Stelle.  
 
Hinreichende Bedingung: Wegen 0)0('' =f  setzen wir den x-Wert x=0, an dem mögli-
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cherweise eine Extremstelle vorliegt, noch in die 3. und 4. Ableitung ein und erhalten: 

0)0(''' =f , 
25

3
)0()4( =f . Da die erste Ableitung ∫0 die 4. Ableitung ist, liegt bei x=0 ein 

Extremum vor, und zwar wegen 0)0()4( >f  ein Minimum mit T(0|0). 
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46

200

1

1000

1
)( xxxfy +==  

 
II.16 Aufgaben: Bestimme die Extremstellen der folgenden Funktionen und untersuche auf 
Monotonie: 

a) 12934)( −= xxf  b) 
7

2

5

1
)( 2 −−= xxxf  

c) 24 89)( xxxf −=  d) 8

12

1
)( xxf −=  

 
II.17 Wendepunkte sind Punkte xW einer Funktion f(x), für die gilt:  
 

0)('' =Wxf , 0)(''' ≠Wxf  (Wendepunkt) 
 
Zur Bestimmung von Wendepunkten einer Funktion ist also die 2. Ableitung gleich 0 zu 
setzen, so dass die x-Werte mit f’’(x) = 0 zu bestimmen sind (sog. notwendige Bedingung). 
Die gefundenen x-Werte sind die kritischen Stellen, wo die Wendepunkte auftreten kön-
nen, aber nicht müssen. Durch Einsetzen der x-Werte in die 3. Ableitung und Überprüfen 
des Ergebnisses auf ∫0 (sog. hinreichende Bedingung) kann dann endgültig entschieden 
werden, ob Wendepunkte vorliegen. 
Ein Wendepunkt xW einer Funktion f(x) mit 0)(' =Wxf  heißt Sattelpunkt. 
 
II.18 Gilt f’’’(xE ) = 0 in der hinreichenden Bedingung für mögliche Wendestellen xW, so ist 
zunächst keine Entscheidung möglich. Folgende Szenarien treten auf:  
a) Ist in einem Intervall (xE–h, xE) (links vom Wendepunkt) f’’(x) > 0 und in einem Intervall 
(xE, xE+h) (rechts vom Wendepunkt) f’’(x) < 0 oder in einem Intervall (xE–h, xE) f’’(x) < 0 
und in einem Intervall (xE, xE+h) f’’(x) > 0 (h>0), so liegt ein Wendepunkt bei xW vor. 
b) Gilt für die n. Ableitung erstmals f(n)(xW ) ∫ 0 (n>2), so liegt bei xW eine Wendepunkt vor, 
wenn n eine ungerade Zahl ist. 
 



Michael Buhlmann, Schülerkurs Mathematik > Analysis > Kurvendiskussion > Polynome 11 

II.19 a) Der Grad des Polynoms bestimmt die maximal auftretende Anzahl der Wendestel-
len, d.h.: Bei einem Polynom 3. Grades gibt es einen Wendepunkt, bei einem Polynom 4. 
Grades höchstens 2 usw., bei einem Polynom n. Grades höchstens n-2 Wendestellen. 
b) Polynome mit ungeradem Grad (n = 3, 5, 7, …) haben mindestens einen Wendepunkt. 
 
II.20 Ist eine Funktion f(x) zweimal differenzierbar an der Stelle x0, so folgt: 
 

⇒≥ 0)('' 0xf  f(x) ist konvex (linksgekrümmt) in xo 

⇒≤ 0)('' 0xf  f(x) ist konkav (rechtsgekrümmt) in xo 
 
Die Funktion heißt auf einem Intervall konvex, wenn sie in jedem Punkt des Intervalls kon-
vex ist. Die Funktion heißt auf einem Intervall konkav, wenn sie in jedem Punkt des Inter-
valls konkav ist. 
 
II.21 Bei Polynomen gilt dann: a) Sind xW1 < xW2 zwei aufeinanderfolgende Wendestellen 
eines Polynoms, so ist das Krümmungsverhalten der Funktion im Intervall (xW1, xW2) das 
Gleiche (entweder konvex oder konkav). Ist xW die kleinste Wendestelle, so gilt Entspre-
chendes für das Intervall (-¶, xW), ebenso bei xW als größter Wendestelle mit Intervall  
(xW, ¶).  
b) Für xW1 < xW2 als zwei aufeinanderfolgende Wendestellen eines Polynoms f(x) gilt: Im 
Intervall (xW1, xW2) liegt höchstens eine Extremstelle xE. Ist diese Extremstelle ein Tief-
punkt, so ist das Polynom auf dem Intervall (xW1, xW2) konvex. Ist die Extremstelle ein 
Hochpunkt, so ist das Polynom auf dem Intervall (xW1, xW2) konkav. Liegt im Intervall  
(xW1, xW2) keine Extremstelle, so ist ein x0e(xW1, xW2) zu wählen. Gilt dann f’’(x0) > 0, so ist 
das Polynom auf (xW1, xW2) konvex; gilt f’’(x0) < 0, so ist das Polynom auf (xW1, xW2) kon-
kav. Ist xW die kleinste Wendestelle, so ist das Polynom auf dem Intervall (-¶, xW) konvex, 
wenn für einen Punkt x0e(-¶, xW) f’’(x0) > 0 gilt; ist xW die kleinste Wendestelle, so ist das 
Polynom auf dem Intervall (-¶, xW) konvex, wenn für einen Punkt x0e(-¶, xW) f’’(x0) < 0 gilt. 
Ist xW die größte Wendestelle, so ist das Polynom auf dem Intervall (xW, ¶) konvex, wenn 
für einen Punkt x0e(xW, ¶) f’’(x0) > 0 gilt; ist xW die größte Wendestelle, so ist das Polynom 
auf dem Intervall (xW, ¶) konvex, wenn für einen Punkt x0e(xW, ¶) f’’(x0) < 0 gilt. 
c) Die Intervalle zwischen den Wendepunkten heißen Krümmungsintervalle. Zwei angren-
zende Krümmungsintervalle haben dann ein unterschiedliches Krümmungsverhalten. Es 
gilt also mit xW als Wendepunkt und den Krümmungsintervallen (a, xW) und (xW, b) mit a, b 
als weitere Wendestellen oder a=-¶ oder b=¶: Ist das Polynom konvex auf (a, xW), so 
konkav auf (xW, b) und umgekehrt. Ist das Polynom konkav auf (a, xW), so konvex auf  
(xW, b) und umgekehrt. 
 
II.22 Beispiele: a) Zur Funktion 433 8)8()( xxxxxf −=−=  bestimmen wir die Extrem- und 

Wendestellen. Es gilt bzgl. der Ableitungen: 32 424)(' xxxf −= , 21248)('' xxxf −= , 
xxf 2448)(''' −= . Die (möglichen) Extrema errechnen sich aus: ⇔= 0)(' xf  

6006040)6(40424 2232 =∨=⇔=−∨=⇔=−⇔=− xxxxxxxx  (notwendige Be-
dingung) mit: 0)0('' =f  (keine Entscheidung möglich), 0144)6('' <−=f  für den Hochpunkt 
H(6|432) (hinreichende Bedingung). Für die Wendestellen gilt: Notwendige Bedingung:  

40040120)4(12012480)('' 2 =∨=∨⇔=−∨=⇔=−⇔=−⇔= xxxxxxxxxf  
Hinreichende Bedingung: 0048)0(''' =⇒≠= xf  als Wende- und Sattelpunkt W1(0|0),  

40489648)4(''' =⇒≠−=−= xf  als Wendepunkt W2(4|256). 
Wegen der beiden Wendepunkte ergibt sich das folgende Krümmungsverhalten der Funk-
tion auf den Intervallen (-¶, 0), (0, 4) und (4, ¶): f(x) ist auf Grund des Hochpunktes bei 
x=6 im Intervall (4, ¶) konkav, daher im sich daran anschließenden Intervall (0, 4) konvex, 
somit im Intervall (-¶, 0) wieder konkav.  
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b) Gegeben sei das Polynom 5. Grades 800300120040503)( 2345 ++−−+= xxxxxxf . Wir 
bestimmen die Wendepunkte mit den Ableitungen:   

300240012020015)(' 234 +−−+= xxxxxf , 240024060060)('' 23 −−+= xxxxf , 

2401200180)(''' 2 −+= xxxf  
 
und vermöge der notwendigen Bedingung:  

04041002400240600600)('' 2323 =−−+⇔=−−+⇔= xxxxxxxf  (*) 
 
Die Polynomgleichung ist mit x=-10 lösbar, so dass die Polynomdivision:  

(x3+10x2-4x-40):(x+10) = x2 – 4 
-(x3+10x2) 
 -4x-40 
 -(-4x-40) 
 0  

zu den weiteren Umformungen führt:  
(*) 2104100410 22 ±=∨−=⇔=∨−=⇔=−∨−=⇔ xxxxxx   
Hinreichende Bedingung: Einsetzen in die 3. Ableitung ergibt:  

10057502401200018000)10(''' −=⇒≠=−−=− xf  als Wendepunkt 
2043202404800720)2(''' −=⇒≠−=−−=− xf  als Wendepunkt 

2052802404800720)2(''' =⇒≠=−+= xf  als Wendepunkt 
 
Als Wendepunkte haben wir: W1(-10|117800), W2(-2|-3576), W3(2|-2824). 
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800300120040503)( 2345 ++−−+== xxxxxxfy  
 
II.23 Aufgaben: Bestimme die Wendepunkte der nachstehenden Polynome und untersu-
che auf Krümmung: 

a) 5

4

1
)( xxf =  b) 325)( xxxf −=  

c) 44)( 24 +−= xxxf  d) 23 )8()( −= xxf  
 

II.24 Im Zusammenhang mit den Wendepunkten greifen wir das Thema der Wendetangen-
te noch auf. Ist f(x) differenzierbar in x0, so können wir gemäß der Formel: 
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t: )())((' 000 xfxxxfy +−=  (Tangente) 
 
die Gleichung der Tangente im Funktionspunkt P(x0|f(x0)) aufstellen. Die Gleichung der 
Normale in P(x0|f(x0)) lautet: 
 

n: )()(
)('

1
00

0

xfxx
xf

y +−−=  (Normale) 

 
, wobei f(x0)∫0 gelten muss. Bei f’(x0)=0 ist die Tangente y = f(x0), die Normale: x = x0. Ei-
ne Wendetangente ist dann die Tangente in einem Wendepunkt der Funktion mit dem Un-
terschied, dass sie die Funktion nicht wie bei allen anderen x∫x0 berührt, sondern in x0 
durchschneidet. Letzteres ergibt sich aus dem Wechsel im Krümmungsverhalten der 
Funktion im Wendepunkt. 
 
II.25 Beispiele: a) Zur Funktion 23)( xxxf +=  bestimmen wir die Tangente und Normale im 

Punkt x0 = -2. Dazu bilden wir die 1. Ableitung: xxxf 23)(' 2 +=  und erhalten weiter: f(-2) = 
-8+4 = -4, f’(-2) = 12–4 = 8. Wir setzen alle gefundenen Werte in obige Tangenten- bzw. 
Normalengleichung ein und errechnen als Tangente t und Normale n:  
t: 12841684)2(8)4())2((8 +=−+=−+=−+−−= xxxxy ; 

n: 
4

17

8

1
4

4

1

8

1
4)2(

8

1
)4())2((

8

1 −−=−−−=−+−=−+−−−= xxxxy . 
 
b) Gegeben sei das Polynom )96()( 22 −= xxxf . I. Wir bestimmen zunächst die Wende-

punkte von 24 96)( xxxf −=  und errechnen dazu die Ableitungen: xxxf 1924)(' 3 −= , 

19212)('' 2 −= xxf , xxf 24)(''' = . Nullsetzen der 2. Ableitung bringt: ⇔= 0)('' xf  

41619212019212 222 ±=⇔=⇔=⇔=− xxxx  als mögliche Stellen für Wendepunkte.  
Einsetzen in die 3. Ableitung führt wegen 096)4(''' ≠−=−f  und 096)4(''' ≠=f  in der Tat 
auf die Wendepunkte W1(-4|-1280) und W2(4|-1280), da 1280)80(16)4()4( −=−⋅==− ff  
gilt.  
II. Wir berechnen nun die Wendetangenten in den Wendepunkten und benötigen dazu 
noch die Werte der 1. Ableitungen an den Stellen x=-4 und x=4. Nun gilt diesbezüglich: 

512768256)4(' =+−=−f , 512768256)4(' −=−=f , also )4(')4(' ff −=−  wegen der Ach-
sensymmetrie von f(x) und der Punktsymmetrie der 1. Ableitung. Die Tangenten t-4 und t4 
in den Wendepunkten lauten nun:  
t-4: 768512128020485121280)4(512)1280())4((512 +=−+=−+=−+−−= xxxxy ; 
t4: 768512128020485121280)4(512)1280()4(512 +−=−+−=−−−=−+−−= xxxxy . 
 
II.26 Zum Verhalten für betragsmäßig große x, also für −∞→x  bzw. +∞→x , ist zu sa-
gen, dass sich das Polynom hierbei nach der höchsten Potenz richtet. Ist also 

01
1

1 ...)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

−  die Funktionsgleichung eines Polynoms n. Grades, 

so ist n
n xa  die höchste Potenz mit dem Koeffizienten an. Dann gilt die folgende Fallunter-

scheidung:  
a) Ist n ungerade (n = 1, 3, 5, …) und an > 0, so ist:  

−∞→⇒−∞→ )(xfx ; +∞→⇒+∞→ )(xfx . 
 
b) Ist n ungerade (n = 1, 3, 5, …) und an < 0, so ist:  

+∞→⇒−∞→ )(xfx ; −∞→⇒+∞→ )(xfx . 
 
c) Ist n gerade (n = 2, 4, 6, …) und an > 0, so ist:  
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+∞→⇒−∞→ )(xfx ; +∞→⇒+∞→ )(xfx . 
 
d) Ist n gerade (n = 2, 4, 6, …) und an < 0, so ist:  

−∞→⇒−∞→ )(xfx ; −∞→⇒+∞→ )(xfx . 
 
II.28 Beispiele: a) Mit 100000100010)( 25 +−= xxxf  gilt wegen der höchsten Potenz x5 
und dem positiven Koeffizienten 10:  

−∞→⇒−∞→ )(xfx ; +∞→⇒+∞→ )(xfx . 
 
b) Das Polynom xxxxf 10020)( 34 −−=  hat die höchste Potenz x4 mit dem positiven Koef-
fizienten 1. Damit gilt:  

+∞→⇒−∞→ )(xfx ; +∞→⇒+∞→ )(xfx . 

c) Das Polynom 43

8

1
16)( xxxf −−=  hat die höchste Potenz x4 mit dem negativen Koeffi-

zienten 
8

1− . Somit ist: 

−∞→⇒−∞→ )(xfx ; −∞→⇒+∞→ )(xfx . 
 
II.29 Wir erwähnen noch die „Umkehrung“ von Kurvendiskussionen: die Bestimmungsauf-
gaben. Eine Funktion wird dabei auf Grund ihrer Eigenschaften bestimmt. Im Falle eines 
Polynoms n. Grades ergibt sich die folgende Vorgehensweise:  
1) Aufstellen der allgemeinen Funktionsgleichung   

01
1

1 ...)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

−  
 
mit n+1 unbekannten Koeffizienten ai des Polynoms, wobei eventuell die Ableitungen   

12
2

1
1 2...)1()(' axaxanxnaxf n

n
n

n +++−+= −
−

− ,  

2
3

1
2 2...)2)(1()1()('' axannxannxf n

n
n

n ++−−+−= −
−

−  
 
zu berücksichtigen sind.  
2) Ermittlung der n+1 Eigenschaften der Funktion in der Form   

f(k(i))(xi) = zi, k(i) e {0,…n}, i=1, … n+1.  
3) Aufstellen des zugehörenden linearen Gleichungssystems  

f(k(1))(x1) = z1, f
(k(2))(x2) = z2, … f(k(n+1))(xn+1) = zn+1  

4) Lösen des linearen Gleichungssystems, z.B. mit dem Gauß-Algorithmus, mit den ge-
suchten Koeffizienten ai, i=0, … n, als Lösung.  
5) Aufstellen der Funktionsgleichung mit Hilfe der gefundenen ai, i=0, … n.  
6) Probe für die aufgefundene Polynomfunktion, da manche Eigenschaftgleichungen 
f(k(i))(xi) = zi aus notwendigen Bedingungen resultieren könnten. 
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Aufgaben 
 
 
 

III. Beispiele für Kurvendiskussionen 
 
III.1 Beispiel: Gegeben ist das Polynom: 496)( 23 −+−= xxxxf . – Kurvendiskussion 
(ohne Untersuchung der Symmetrie, mit Untersuchung von Monotonie und Krümmung):  
I. Definitions-
bereich Df = R I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist für alle x∈R definiert, stetig und 

(beliebig oft) differenzierbar. 

II. Ableitungen  
f’(x), f’’(x), f’’’(x) 
 

II. Ableitungen:  
496)( 23 −+−= xxxxf  Funktion 

9123)(' 2 +−= xxxf  1. Ableitung 
126)('' −= xxf  2. Ableitung 

6)(''' =xf  3. Ableitung 

III. Nullstellen 
des Polynoms 
mit notwendiger 
und hinreichen-
der Bedingung: 

0)( =xf  

 

III. Nullstellen: Geratene Nullstelle bei x=1 mit f(1) = 0 und Polynomdivision:  
(x3-6x2+9x-4):(x-1) = x2-5x+4 
-(x3-x2) 
 -5x2+9x 
 -(-5x2+5x) 
 4x-4 
 -(4x-4) 
 0  
ergeben beim Nullsetzen der Funktionsgleichung:  

4]1[1

2

3

2

5

4

9

2

5

4

16

4

25

2

5
4

2

5

2

5
1

045104960)(
2

223

=∨=∨=

⇔±=±=−±=−






±=∨=

⇔=+−∨=⇔=−+−⇔=

xxx

xx

xxxxxxxf

 

 
Nullstellen der Funktion sind somit: x=1, x=4. Also: N1(1|0), N2(4|0). 

IV. Extremwerte 
(als Nullstellen 
der 1. Ableitung) 
mit notwendiger 
Bedingung: 

0)(' =xf  

und hinreichen-
der Bedingung 
für die xE mit 

0)(' =Exf : 
 

EE xxf ⇒< 0)(''  

rel. Maximum 
EE xxf ⇒> 0)(''  

rel. Minimum 

IV. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Das Nullsetzen der 1. Ablei-
tung führt zu den folgenden Gleichungsumformungen:  

311212322

034091230)('
2

22

=∨=⇔±=±=−±=

⇔=+−⇔=+−⇔=

xxx

xxxxxf
 

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der x-Werte in die 2. Ableitung ergibt:  

106126)1('' =⇒<−=−= xf  als relatives Maximum 
 

3061218)3('' =⇒>=−= xf  als relatives Minimum 
 
x=1 ist relatives Maximum (Hochpunkt), x=3 relatives Minimum (Tiefpunkt) der 
Funktion. Somit lauten die diesbezüglichen Kurvenpunkte wegen f(1) = 0 und 
f(3) = 4439363 23 −=−⋅+⋅− : H(1|0), T(3|-4). 
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V. Wendepunkte 
(als Nullstellen 
der 2. Ableitung) 
mit notwendiger 
Bedingung:  

0)('' =xf  
 
und hinreichen-
der Bedingung 
für die xW mit 

0)('' =Wxf : 
 

WW xxf ⇒≠ 0)('''

Wendepunkt 

V. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt:  
212601260)('' =⇔=⇔=−⇔= xxxxf  

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der x-Koordinate des potenziellen Wen-
depunkts in die 3. Ableitung führt auf:  

206)2(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt 
 
Der Wendepunkt der Funktion liegt bei x=2. Wegen f(2) = 429262 23 −⋅+⋅−   
= -2 lautet der Wendepunkt: W(2|-2). 

VI. Monotonie 
(auf den durch 
die Extremwer-
te, -¶ und +¶ 
begrenzten 
Intervallen) mit:  

fxf ⇒≤ 0)('  

monoton stei-
gend 

fxf ⇒≥ 0)('  

monoton fallend 

VI. Monotonie: Wegen der Extremwerte x=1 und x=3 sind die Monotonieinter-
valle der Funktion mit ihren Eigenschaften: 
 
(-¶, 1) x=1 (1, 3) x=3 (3, ¶) 
 relatives  relatives 
       � Maximum     � � Minimum      � 
f monoton  f monoton  f monoton 
steigend  fallend  steigend 
 
Also ist f monoton steigend auf (-¶, 1) und (3, ¶), monoton fallend auf (1, 3). 

VII. Krümmung 
(auf den durch 
die Wendepunk-
te -¶ und +¶ 
begrenzten 
Intervallen) mit:  

fxf ⇒≤ 0)(''  

konkav 
fxf ⇒≥ 0)(''  

konvex 

VII. Krümmung: Auf Grund des Wendepunktes x=2 sind die Krümmungsinter-
valle der Funktion mit ihren Eigenschaften: 
 
(-¶, 2) x=2 (2, ¶) 
 Wende- 
      � punkt      � 
f konkav  f konvex 
 �   � 
x=1 rel.  x=3 rel. 
Maximum mit Minimum mit 
f’’(1)=-6<0  f’’(3)=6>0 
 
Somit ist f konkav (rechtsgekrümmt) auf dem Intervall (-¶, 2), konvex (linksge-
krümmt) auf dem Intervall (2, ¶). 

VIII. Verhalten 
gegen ≤¶, 
abhängig von 
der höchsten 
Potenz des 
Polynoms anx

n 
mit:  
an>0, n ung.: 
x->¶ Ø f(x)->¶ 
x->-¶Ø f(x)->-¶ 
an>0, n gerade: 
x->¶ Ø f(x)->¶ 
x->-¶Ø f(x)->¶  
an<0, n ung.: 
x->¶ Ø f(x)->-¶ 
x->-¶ Ø f(x)->¶ 
an<0, n gerade: 
x->¶ Ø f(x)->-¶ 
x->-¶Ø f(x)->-¶ 

VIII. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x3 ist die höchste Potenz in 
der Polynomfunktion f(x) und besitzt den Koeffizienten 1. D.h., es gilt:  

∞→−=⇒∞→ ...)( 3xxfx  

−∞→−=⇒−∞→ ...)( 3xxfx  
 

IX. Wertetabelle  
 
 
 
 
 
 
 
 

IX. Wertetabelle: 
 
x  | -1 0 1 2 3 4 5 
y = f(x) | -20 -4 0 -2 -4 0 16  
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X. Zeichnung im 
x-y-Koordinaten-
system 

X. Zeichnung:  
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50
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00

x

y

 

 
III.2 Beispiel: Gegeben ist das Polynom 4. Grades mit der Funktionsvorschrift 

98)( 24 −−= xxxf . – Kurvendiskussion: 
 
I. Definitions-
bereich Df = R I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist für alle x∈R definiert, stetig und 

(beliebig oft) differenzierbar. 

II. Symmetrie  
)()( xfxf =−  

Ø f gerade  
)()( xfxf −=−  

Ø f ungerade 
 

II. Symmetrie: Wegen der geraden Potenzen x4, x2 und -9 ist das Polynom eine 
gerade Funktion, mithin symmetrisch zur y-Achse. Es gilt also: )()( xfxf =− . 

III. Ableitungen  
f’(x), f’’(x), f’’’(x) 
 

III. Ableitungen:  
98)( 24 −−= xxxf  Funktion 

xxxf 164)(' 3 −=  1. Ableitung 

1612)('' 2 −= xxf  2. Ableitung 
xxf 24)(''' =  3. Ableitung 

IV. Nullstellen 
des Polynoms 
mit notwendiger 
und hinreichen-
der Bedingung: 

0)( =xf  

IV. Nullstellen: Mit f(x) = 0 liegt eine biquadratische Gleichung vor, so dass die 
Substitution z = x2 eine quadratische Gleichung in z ergibt, die gelöst werden 
kann. Rücksubstitution von x2 = z und anschließendes Ziehen der Wurzel führt 
dann auf die Lösungen von x:  
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 ⇔=−−⇔=−−⇔=
=

0980980)( 224

2
zzxxxf

xz
 

⇔=∨−=⇔=∨−=⇔±=±=+±=
=

9]1[91542549164 22

2
xxzzz

zx
 

3±=x   
Nullstellen der Funktion sind somit: x=-3, x=3. Also: N1(-3|0), N2(3|0). 

V. Extremwerte 
(als Nullstellen 
der 1. Ableitung) 
mit notwendiger 
Bedingung: 

0)(' =xf  

und hinreichen-
der Bedingung 
für die xE mit 

0)(' =Exf : 
 

EE xxf ⇒< 0)(''  

rel. Maximum 
EE xxf ⇒> 0)(''  

rel. Minimum 

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Wir setzen die 1. Ableitung 
gleich 0:  

⇔=−∨=⇔=−⇔=−⇔= 04040)4(401640)(' 223 xxxxxxxf  

2040 2 ±=∨=⇔=∨= xxxx  
 
Hinreichende Bedingung: Wir setzen die potenziellen Hoch- und Tiefpunkte  
x=-2, x=0, x=2 in die 2. Ableitung ein und erkennen:  

203216)2(12)2('' 2 −=⇒>=−−⋅=− xf  als relatives Minimum 
 

001616012)0('' 2 =⇒<−=−⋅= xf  als relatives Maximum 
 

203216212)2('' 2 =⇒>=−⋅= xf  als relatives Minimum 
 
Wegen f(-2) = f(2) = -25 (Symmetrie) und f(0) = -9 besitzt also das Polynom die 
zwei Tiefpunkte T1(-2|-25), T2(2|-25) und den Hochpunkt H(0|-9). 

VI. Wendepunk-
te (als Nullstel-
len der 2. Ablei-
tung) mit not-
wendiger Bedin-
gung:  

0)('' =xf  
 
und hinreichen-
der Bedingung 
für die xW mit 

0)('' =Wxf : 
 

WW xxf ⇒≠ 0)('''

Wendepunkt 

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung führt zu:  

3

2

3

4

12

16
1612016120)('' 2222 ±=⇔=⇔=⇔=⇔=−⇔= xxxxxxf  

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der möglichen Wendepunkte in die 3. Ab-
leitung ergibt:  

3

2
0

3

48

3

2
24

3

2
''' −=⇒≠−=







−⋅=






− xf  als Wendepunkt 

 

3

2
0

3

48

3

2
24

3

2
''' =⇒≠=⋅=








xf  als Wendepunkt 

 

Auf Grund von 
9

161
9

3

4
8

9

16
9

3

2
8

3

2

3

2

3

2
24

−=−⋅−=−






⋅−






=






=






− ff  

besitzt die Funktion Wendepunkte bei: W1(
3

2− |
9

161− ), W2(
3

2
|

9

161− ). 

VII. Verhalten 
gegen ≤¶, 
abhängig von 
der höchsten 
Potenz des 
Polynoms anx

n 
mit:  
an>0, n ung.: 
x->¶ Ø f(x)->¶ 
x->-¶Ø f(x)->-¶ 
an>0, n gerade: 
x->¶ Ø f(x)->¶ 
x->-¶Ø f(x)->¶ 
 

VIII. Wertetabel-
le  
 

VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x4 ist die höchste Potenz in 
der Polynomfunktion f(x) und besitzt den Koeffizienten 1. D.h., es gilt:  

∞→−=⇒∞→ ...)( 4xxfx  

∞→−=⇒−∞→ ...)( 4xxfx  
 
 
VIII. Wertetabelle: Unter Beachtung der Achsensymmetrie gilt: 
 
x  | 0 ≤1 

3

2±   ≤2 ≤3 ≤4 ≤5 ≤8 

y = f(x) | -9 -16 
9

161−   -25 0 119 416 3575 
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IX. Zeichnung 
im x-y-
Koordinaten-
system 

IX. Zeichnung:  
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III.3 Gegeben ist das Polynom 4. Grades )8(
2

)(
3

x
x

xf −= . – Kurvendiskussion (mit Be-

stimmung der Wendetangenten und der Normalen der Wendepunkte): 
 
I. Definitions-
bereich Df = R I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist für alle x∈R definiert, stetig und 

(beliebig oft) differenzierbar. – Neben der Darstellung der Funktion als Produkt 
verwenden wir durch Auflösen der Klammer die Darstellung:  

43
333

2

1
4

2
8

2
)8(

2
)( xxx

xx
x

x
xf −=⋅−⋅=−= . 

 
Wegen den Potenzen x3 und x4 ist eine (gerade oder ungerade) Symmetrie 
nicht erkennbar. 

II. Ableitungen  
f’(x), f’’(x), f’’’(x) 
 

II. Ableitungen: Die letzte Form von f verwenden wir beim Ableiten:  
43

2

1
4)( xxxf −=  Funktion 

32 212)(' xxxf −=  1. Ableitung 
2624)('' xxxf −=  2. Ableitung 

xxf 1224)(''' −=  3. Ableitung 

Symmetrieachse x=0 
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III. Nullstellen 
des Polynoms 
mit notwendiger 
und hinreichen-
der Bedingung: 

0)( =xf  

 

III. Nullstellen: Es folgt aus der Darstellung der Funktion als Produkt:  

8080080
2

0)8(
2

0)( 3
33

=∨=⇔=∨=⇔=−∨=⇔=−⇔= xxxxx
x

x
x

xf  
 
Nullstellen der Funktion sind somit: x=0, x=8. Also: N1(0|0), N2(8|0). 

IV. Extremwerte 
(als Nullstellen 
der 1. Ableitung) 
mit notwendiger 
Bedingung: 

0)(' =xf  

und hinreichen-
der Bedingung 
für die xE mit 

0)(' =Exf : 
 

EE xxf ⇒< 0)(''  

rel. Maximum 
EE xxf ⇒> 0)(''  

rel. Minimum 

IV. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung 
ergibt:  

6006020)6(202120)(' 2232 =∨=⇔=−∨=⇔=−⇔=−⇔= xxxxxxxxxf
 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen Werte x=0 und x=6 in die 
2. Ableitung ergibt:  

0000)0('' =⇒=−= xf  kann weder als Minimum noch Maximum erkannt 
werden (siehe dazu V.)  

0072216144)6('' =⇒<−=−= xf  als relatives Maximum 
 
Bei x=6 liegt ein relatives Maximum (Hochpunkt). Somit lautet der diesbezügli-

che Kurvenpunkt wegen f(6) = 2166)68(
2

6 3
3

==− : H(6|216). 

V. Wendepunkte 
(als Nullstellen 
der 2. Ableitung) 
mit notwendiger 
Bedingung:  

0)('' =xf  
 
und hinreichen-
der Bedingung 
für die xW mit 

0)('' =Wxf : 
 

WW xxf ⇒≠ 0)('''

Wendepunkt 

V. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Aus dem Nullsetzen der 2. Ablei-
tung folgt:  

403120

0312020)312(206240)('' 2

=∨=⇔=∨=
⇔=−∨=⇔=−⇔=−⇔=

xxxx

xxxxxxxf  
 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der x-Koordinate der potenziellen Wende-
punkte in die 3. Ableitung ergibt:  

0024024)0(''' =⇒≠=−= xf  als Wendepunkt 
40244824)4(''' =⇒≠−=−= xf  als Wendepunkt 

 
Insbesondere liegt bei x=0 also kein Hoch- und Tiefpunkt (siehe IV.), sondern 
ein Wendepunkt vor, und zwar ein Sattelpunkt mit Funktionssteigung f’(0) 

gleich 0. Die Wendepunkte lauten wegen f(0) = 0 und f(4) = 128)48(
2

43

=− : 

W1(0|0), W2(4|128). 

VI. Verhalten 
gegen ≤¶, 
abhängig von 
der höchsten 
Potenz des 
Polynoms anx

n 
mit:  
an<0, n ung.: 
x->¶ Ø f(x)->-¶ 
x->-¶ Ø f(x)->¶ 
an<0, n gerade: 
x->¶ Ø f(x)->-¶ 
x->-¶Ø f(x)->-¶ 

VI. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x4 ist die höchste Potenz in 

der Polynomfunktion 43

2

1
4)( xxxf −=  und besitzt den negativen Koeffizienten 

2

1− . Damit gilt: 
 

−∞→−=⇒∞→ 4

2

1
...)( xxfx  

−∞→−=⇒−∞→ 4

2

1
...)( xxfx  

 

VII. Wertetabelle  
 
 
 
 

VII. Wertetabelle: 
 
x  | -4 -2 -1 0 1 2 4 6 8 10 
y = f(x) | -384 -40 -4,5 0 3,5 24 128 216 0 -1000  
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VIII. Zeichnung 
im x-y-
Koordinaten-
system 

VIII. Zeichnung:  
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IX. Tangente  
in x0:  

)(

))(('

:

0

00

xf

xxxf

yt

+
−

=
 

IX. Wendetangenten: a) Im Sattelpunkt W1(0|0) lautet wegen f’(0) = 0 die 
Wendetangente: t1: y = f(0) = 0, ist also identisch mit der x-Achse.  
b) Die Steigung der Funktion f im Wendepunkt W2(4|128) beträgt mit x0=4:  
f’(4) = 641281926421612 =−=⋅−⋅ , der Funktionswert an der Stelle x0=4 ist: 
f(4) = 128. Es ergibt sich als Tangentengleichung:  
t2: y = 1286412825664128)4(64)4()4()4(' −=+−=+−=+−⋅ xxxfxf . 

X. Normale in x0:  

)(

)(
)('

1

:

0

0
0

xf

xx
xf

yn

+

−−

=
 

X. Normalen der Wendepunkte: a) Für x0=0 folgt wegen des Sattelpunkts 
W1(0|0) mit f’(0) = 0 für die Normale n1: x = 0, also die y-Achse.  
b) Es gilt: x0=4, f(4) = 128, f’(4) = 64. Für die Gleichung der Normalen folgt:   

n2: y = 
16

1
128

64

1
128

16

1

64

1
128)4(

64

1
)4()4(

)4('

1 +−=++−=+−−=+−− xxxfx
f

. 

 
III.4 Gegeben ist das Polynom 5. Grades 35 203)( xxxf −= . – Kurvendiskussion: 

I. Definitions-
bereich Df = R 

I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar. 

II. Symmetrie  
)()( xfxf −=−  

Ø f ungerade 

II. Symmetrie: Wegen der ungeraden Potenzen x5 und x3 ist das Polynom eine 
ungerade Funktion, also symmetrisch zum Ursprung mit: )()( xfxf −=− . 

t2 

n2 
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III. Ableitungen  
f’(x), f’’(x), f’’’(x) 
 

III. Ableitungen:  
35 203)( xxxf −=  Funktion 

24 6015)(' xxxf −=  1. Ableitung 

xxxf 12060)('' 3 −=  2. Ableitung 

120180)(''' 2 −= xxf  3. Ableitung 

IV. Nullstellen 
des Polynoms 
mit notwendiger 
und hinreichen-
der Bedingung: 

0)( =xf  

 

IV. Nullstellen: Nullsetzen des Funktionsterms ergibt:  

3

20
0

3

20
02030

020300)203(02030)(

22

232335

±=∨=⇔=∨=⇔=∨=

⇔=−∨=⇔=−⇔=−⇔=

xxxxxx

xxxxxxxf

 

 

Nullstellen der Funktion sind damit: N1(
3

20− |0), N2(
3

20
|0). 

V. Extremwerte 
(als Nullstellen 
der 1. Ableitung) 
mit notwendiger 
Bedingung: 

0)(' =xf  

und hinreichen-
der Bedingung 
für die xE mit 

0)(' =Exf : 
 

EE xxf ⇒< 0)(''  

rel. Maximum 
EE xxf ⇒> 0)(''  

rel. Minimum 

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung 
führt auf die folgenden Gleichungsumformungen:  

204960150

0601500)6015(060150)('
22

222224

±=∨=⇔=∨=⇔=∨=
⇔=−∨=⇔=−⇔=−⇔=

xxxxxx

xxxxxxxf
 

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen in die 2. Ableitung ergibt:  

20240)2(120)2(60)2('' 3 −=⇒<−=−⋅−−⋅=− xf  als Hochpunkt 

202402120260)2('' 3 =⇒>=⋅−⋅= xf  als Tiefpunkt 
 
Für x=0 ist keine Entscheidung möglich, da f’’(0) = 0 gilt (siehe VI.). Wegen f(2) 
= 641609622023 35 −=−=⋅−⋅  und f(-2) = -f(2) = 64 (Symmetrie) hat das Poly-
nom den Hochpunkt H(-2|64) und den Tiefpunkt T(2|-64). 

VI. Wendepunk-
te (als Nullstel-
len der 2. Ablei-
tung) mit not-
wendiger Bedin-
gung:  

0)('' =xf  
 
und hinreichen-
der Bedingung 
für die xW mit 

0)('' =Wxf : 
 

WW xxf ⇒≠ 0)('''

Wendepunkt 

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung führt zu:  

2020

020600)2(600120600)(''
2

223

±=∨=⇔=∨=

⇔=−∨=⇔=−⇔=−⇔=

xxxx

xxxxxxxf
 

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der möglichen Wendepunkte in die 3. Ab-
leitung ergibt:  

202401202180)2(''' −=⇒≠=−⋅=− xf  als Wendepunkt 
001201200180)0(''' =⇒≠−=−⋅= xf  als Wendepunkt 

202401202180)2(''' =⇒≠=−⋅= xf  als Wendepunkt 
 
Auf Grund von f(0) = 0, 228240212)2( −=−=f , 228)2()2( =−=− ff  

besitzt f(x) die drei Wendepunkte: W1(- 2 | 228 ), W2(0|0), W3( 2 |- 228 ). 

VII. Verhalten 
gegen ≤¶, 
abhängig von 
der höchsten 
Potenz des 
Polynoms anx

n 
mit:  
an>0, n ung.: 
x->¶ Ø f(x)->¶ 
x->-¶Ø f(x)->-¶ 
 

VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x5 ist die höchste Potenz in 
der Polynomfunktion f(x) und besitzt den Koeffizienten 3. Damit gilt:  

∞→−=⇒∞→ ...)( 5xxfx  

−∞→−=⇒−∞→ ...)( 5xxfx  
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VIII. Wertetabel-
le  
 

VIII. Wertetabelle: Unter Beachtung der Punktsymmetrie gilt: 
 
x  | 0 ≤1 2±  ≤2 

3

20±  ≤3 ≤4 ≤5 

y = f(x) | 0 m 17 228m  m 64 0 m 189 m 1792 m 6875  

IX. Zeichnung 
im x-y-
Koordinaten-
system 

IX. Zeichnung:  
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III.5 Gegeben ist das Polynom 4. Grades )4()4()( 22 −−= xxxf . – Kurvendiskussion: 

I. Definitions-
bereich Df = R 

I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar. 

II. Symmetrie 
 

II. Symmetrie: Die Funktion ist ein Produkt. Da der erste Faktor (x–4) sowohl 
gerade als auch ungerade, der zweite Faktor (x2–4) nur gerade Exponenten 
enthält, besteht das ausgerechnete Polynom aus geraden und ungeraden Po-
tenzen. Eine Symmetrie ist mithin nicht erkennbar. 

III. Ableitungen  
f’(x), f’’(x), f’’’(x) 
 

III. Ableitungen (u.a. gemäß der Produkt- und Kettenregel):  
)4()4()( 22 −−= xxxf  Funktion 

=−+−−=⋅−+−−= )]4()4)[(4(22)4()4)(4(2)(' 222 xxxxxxxxxf  

)442)(4(2]44)[4(2 222 −−−=−+−− xxxxxxx  1. Ableitung 

=+−−+−−=−−+−−⋅⋅= 323288884)44)(4(2)442(12)('' 222 xxxxxxxxxxf  
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324812 2 +− xx  2. Ableitung 
4824)(''' −= xxf  3. Ableitung 

IV. Nullstellen 
des Polynoms 
mit notwendiger 
und hinreichen-
der Bedingung: 

0)( =xf  

 

IV. Nullstellen: Nullsetzen des Funktionsterms ergibt:  

24

404040)4(0)4()4(0)( 22222

±=∨=
⇔=∨=−⇔=−∨=−⇔=−−⇔=

xx

xxxxxxxf
 

 
Nullstellen der Funktion sind damit: N1(-2|0), N2(2|0), N3(4|0). 

V. Extremwerte 
(als Nullstellen 
der 1. Ableitung) 
mit notwendiger 
Bedingung: 

0)(' =xf  

und hinreichen-
der Bedingung 
für die xE mit 

0)(' =Exf : 
 

EE xxf ⇒< 0)(''  

rel. Maximum 
EE xxf ⇒> 0)(''  

rel. Minimum 

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung 
führt auf:  

3121140224

0442040)442)(4(20)('
22

22

±=+±=∨=⇔=−−∨=

⇔=−−∨=−⇔=−−−⇔=

xxxxx

xxxxxxxf
 

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen in die 2. Ableitung ergibt:  

⇒>≈+−⋅−−⋅=− 057,7332)31(48)31(12)31('' 2f  x = 31−  als Tief-

punkt T1( 31− |-77,57)  
⇒<−≈++⋅−+⋅=+ 057,932)31(48)31(12)31('' 2f  x = 31+  als Hoch-

punkt H( 31+ |5,57)  
403232448412)4('' 2 =⇒>=+⋅−⋅= xf  als Tiefpunkt T2(4|0). 

VI. Wendepunk-
te (als Nullstel-
len der 2. Ablei-
tung) mit not-
wendiger Bedin-
gung:  

0)('' =xf  
 
und hinreichen-
der Bedingung 
für die xW mit 

0)('' =Wxf : 
 

WW xxf ⇒≠ 0)('''

Wendepunkt 

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung führt zu:  

15,385,0
3

2
2

3

4
2

3

8
22

0
3

8
403248120)(''

2

22

≈∨≈⇔±=±=−±=

⇔=+−⇔=+−⇔=

xxx

xxxxxf

 

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der möglichen Wendepunkte in die 3. Ab-
leitung ergibt:  

85,006,274885,024)85,0(''' =⇒≠−=−⋅= xf  als Wendepunkt 
15,306,274815,324)15,3(''' =⇒≠=−⋅= xf  als Wendepunkt 

 
f(x) besitzt die zwei Wendepunkte: W1(0,85|-32,52), W2(3,15|4,28). 

VII. Verhalten 
gegen ≤¶, 
abhängig von 
der höchsten 
Potenz des 
Polynoms anx

n 
mit:  
an>0, n ung.: 
x->¶ Ø f(x)->¶ 
x->-¶Ø f(x)->-¶ 

VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Würden wir die Funktion ausmultipli-
zieren, so wäre das Polynom von der Form f(x) = x4 + … Der Term x4 ist die 
höchste Potenz in f(x) mit geradem Exponenten und besitzt den positiven Ko-
effizienten 1. Damit gilt:  

∞→+=⇒∞→ ...)( 4xxfx  

∞→+=⇒−∞→ ...)( 4xxfx  

VIII. Wertetabel-
le  
 

VIII. Wertetabelle: Es gilt: 
 
x  | -3 -2 31−  -1 -0 0,85 1 2 31+  

y = f(x) | 111,96 0 -77,57 -75 -64 -32,52 -27 0 5,57 
 
x  | 3 4 5 6 8 
y = f(x) | 5 0 21 128 960  
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IX. Zeichnung 
im x-y-
Koordinaten-
system 

IX. Zeichnung:  
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III.6 Gegeben ist das Polynom 6. Grades 32 )2()( −−= xxxf . – Kurvendiskussion: 

I. Definitions-
bereich Df = R 

I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar. 

II. Symmetrie 
 

II. Symmetrie: Die Funktion ist die Potenz des Polynoms 22 −−= xxy , das 
gerade und ungerade Exponenten enthält. Daher ist eine Symmetrie nicht er-
kennbar, obwohl – siehe die Zeichnung – f(x) achsensymmetrisch zur Achse  
x = 0,5 ist. 

III. Ableitungen  
f’(x), f’’(x), f’’’(x) 
 

III. Ableitungen (u.a. gemäß der Produkt- und Kettenregel):  
32 )2()( −−= xxxf  Funktion 

)12()2(3)(' 22 −−−= xxxxf  1. Ableitung 

=⋅−−+−−−−⋅= 2)2(3)12)(12)(2(23)('' 22 xxxxxxxf  

]1)12)[(2(6 22 +−−− xxx  2. Ableitung 

=⋅−⋅−−++−−= 2)12(2)2(6]1)12)[(12(6)(''' 22 xxxxxxf  

=−−+++−−=−−++−− 8441144)[12(6)]2(41)12)[(12(6 2222 xxxxxxxxx  

)344)(12(12)688)(12(6 22 −−−=−−− xxxxxx  3. Ableitung 



Michael Buhlmann, Schülerkurs Mathematik > Analysis > Kurvendiskussion > Polynome 26 

IV. Nullstellen 
des Polynoms 
mit notwendiger 
und hinreichen-
der Bedingung: 

0)( =xf  

 

IV. Nullstellen: Nullsetzen des Funktionsterms ergibt:  

21
2

3

2

1

4

9

2

1
2

4

1

2

1
020)2(0)( 232

=∨−=

⇔±=±=+±=⇔=−−⇔=−−⇔=

xx

xxxxxxf

 
Nullstellen der Funktion sind damit: N1(-1|0), N2(2|0). 

V. Extremwerte 
(als Nullstellen 
der 1. Ableitung) 
mit notwendiger 
Bedingung: 

0)(' =xf  

und hinreichen-
der Bedingung 
für die xE mit 

0)(' =Exf : 
 

EE xxf ⇒< 0)(''  

rel. Maximum 
EE xxf ⇒> 0)(''  

rel. Minimum 

V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung 
führt unter Beachtung der Umformungen in IV. zu:  

2

1
21

012020)12()2(30)(' 222

=∨=∨−=

⇔=−∨=−−⇔=−−−⇔=

xxx

xxxxxxxf
 

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der kritischen Stellen in die 2. Ableitung 
ergibt auf Grund von 22 −−= xxy  mit y(-1) = 0 und y(2) = 0: 
 

⇒=− 0)1(''f  bei x = -1 ist keine Entscheidung auf eine Extremstelle möglich 
 

⇒>=+⋅−−⋅= 0375,30)10()25,025,0(6)5,0('' 22f  x = 0,5 als Tiefpunkt 
 

⇒= 0)2(''f  bei x = 2 ist keine Entscheidung auf eine Extremstelle möglich 
 
Wir haben damit zunächst T(0,5|-11,39) als Tiefpunkt von f(x) erkannt. 

VI. Wendepunk-
te (als Nullstel-
len der 2. Ablei-
tung) mit not-
wendiger Bedin-
gung:  

0)('' =xf  
 
und hinreichen-
der Bedingung 
für die xW mit 

0)('' =Wxf : 
 

WW xxf ⇒≠ 0)('''

Wendepunkt 

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung führt 
wegen 01)12( 2 >+−x  und dadurch möglicher Division mit diesem Term sowie 
unter Beachtung der Umformungen in IV. zu:  

21020]1)12)[(2(60)('' 222 =∨−=⇔=−−⇔=+−−−⇔= xxxxxxxxf  
 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der möglichen Wendepunkte in die 3. Ab-
leitung ergibt:  

101805)3(12)1(''' −=⇒≠−=⋅−⋅=− xf  als Wendepunkt 
201805312)2(''' =⇒≠=⋅⋅= xf  als Wendepunkt 

 
f(x) besitzt die zwei Wendepunkte: W1(-1|0), W2(2|0). Die Wendepunkte sind 
zudem Nullstellen der Funktion (IV.) und weiter Sattelpunkte wegen f’(-1) = 0 
und f’(2) = 0. 

VII. Verhalten 
gegen ≤¶, 
abhängig von 
der höchsten 
Potenz des 
Polynoms anx

n 
mit:  
an>0, n ung.: 
x->¶ Ø f(x)->¶ 
x->-¶Ø f(x)->-¶ 

VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Würden wir die Funktion ausmultipli-
zieren, so wäre das Polynom von der Form f(x) = x6 + … Der Term x6 ist die 
höchste Potenz in f(x) mit geradem Exponenten und besitzt den positiven Ko-
effizienten 1. Damit gilt:  

∞→+=⇒∞→ ...)( 6xxfx  

∞→+=⇒−∞→ ...)( 6xxfx  

VIII. Wertetabel-
le  
 

VIII. Wertetabelle: Es gilt: 
 
x  | -4 -3 -2 -1 0 0,5 1 2 
y = f(x) | 5832 1000 64 0 -8 -11,39 -8 0 
 
x  | 3 4 5 6 
y = f(x) | 63 1000 5832 21952 
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IX. Zeichnung 
im x-y-
Koordinaten-
system 

IX. Zeichnung:  
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IV. Aufgaben zu Kurvendiskussionen 
 
IV.1 Aufgaben: Untersuche die folgenden Polynomfunktionen auf: Symmetrie, Nullstellen, 
Hoch- und Tiefpunkte, Wendepunkte, Verhalten für betragsmäßig große x. Erstelle im x-y-
Koordinatensystem eine Zeichnung der Funktion. 
 
a) 96123)( 2 −+= xxxf  b) )8()( 2 −= xxxf  
 
c) xxxxf 3318)( 23 +−=  d) )8)(16()( 22 +−= xxxf  

e) xxxxf 6
5

3
)( 35 −+=  f) xxxxf 14425)( 35 +−=  

 
IV.2 Aufgaben: Untersuche die folgenden Polynomfunktionen auf: Symmetrie, Nullstellen, 
Hoch- und Tiefpunkte, Wendepunkte, Verhalten für betragsmäßig große x. Erstelle im x-y-
Koordinatensystem eine Zeichnung der Funktion. 
 

a) 842)( 23 +−−= xxxxf  b) 234 8
3

16
)( xxxxf +−=  

c) 22 )1)(10()( +−= xxxf  d) 43

2

1
)( xxxf −−=  
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e) 
2

2

3

1

6

1
)( 







 −⋅−= xxxf  f) 23 )6()( += xxxf  

 
IV.3 Aufgaben: Ermittle die Wendetangenten und Wendenormalen der folgenden Polyno-
me: 

a) x
x

xf +=
8

)(
3

 b) 43 24)( xxxf −=  

c) 25 80)( xxxf +=  d) 42 )105122()( xxxxf −+=  
 
IV.4 Aufgaben: a) Wie lauten Tangente und Normale zur Funktion 45)( 35 +−= xxxf  im 
Punkt x0=-2? 
 
b) Berechne die Tangenten an den Extremstellen des Polynoms 16168)( 234 −+−= xxxxf . 

c) Wo schneidet die Normale im (einzigen) Wendepunkt der Funktion xxxf 8
2

1
)( 3 −=  

dieses Polynom? 
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45)( 35 +−== xxxfy  
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0
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x
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2

1
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IV.5 Aufgaben: a) 1. Gesucht ist ein Polynom f(x) dritten Grades mit folgenden Eigenschaf-

ten: f(x) besitzt Nullstellen bei x=-1 und x=3; f(x) hat einen Tiefpunkt bei x=
3

5
; f(x) schnei-

det die y-Achse bei y=-3.  
b) Ein biquadratisches Polynom f(x) besitzt an der Nullstelle x=2 einen Tiefpunkt und im 
Punkt x=1 die Steigung -48. 
 
 
 
 
 
 
 
  

n 

t 

n 
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Lösungen 
 
 
 
I.6 Als Ableitungen ergeben sich:  
a) 90)( =xf : 0)(''')('')(' === xfxfxf  

b) 
4

5

4

7

4

57
)( +=+= x

x
xf : 

4

7
)(' =xf , 0)(''')('' == xfxf  

c) 89125)( 2 +−= xxxf : 1210)(' −= xxf , 10)('' =xf , 0)(''' =xf  
 
d) 41826)( 34 −+−= xxxxf : 18624)(' 23 +−= xxxf , xxxf 1272)('' 2 −= , 12144)(''' −= xxf  
 
e) 2793)9)(3()( 232 −−+=−+= xxxxxxf : 963)(' 2 −+= xxxf , 66)('' += xxf , 6)(''' =xf  
 
f) )42)(87()( 22 xxxxf −+−= : =−+−+−−= )8)(87()42)(72()(' 222 xxxxxxf  

1443648864568281484 23423423 −+−+−=−+−+−− xxxxxxxxxx  (u.a. nach der Pro-
duktregel), 47214432)('' 23 +−+−= xxxxf , 7228896)(''' 2 −+−= xxxf  

g) )1(
3

2
)( 32 −++= xx

x
xf : =+++−+⋅= )32(

3

2
)1(

3

1
)(' 232 xx

x
xxxf  

3

1

3

4
3

3

4
2

3

4

3

2

3

1

3

1

3

1 2323223 −++=++++−+ xxxxxxxxx  (u.a. nach der Produktregel), 

3

4
64)('' 2 ++= xxxf , 68)(''' += xxf  

h) 
7

3

63

10

9

1

9

4

9

1

7

3

7

2

9

4

7

32
)( 22 −−−=−−−=+−−= xxxxx

xxx
xf : 

63

10

9

2
)(' 5 −−= xxf , 

4

9

10
)('' xxf −= , 3

9

40
)(''' xxf −=  

i) 22 )178()( −+= xxxf : )178)(4(4)82()178(2)(' 212 −++=+−+= xxxxxxxf  (nach der Ket-

tenregel), =++−+=+++−+⋅⋅= 222 )4(8)178(4)82)(4(4)178(14)('' xxxxxxxxf  

60961212864868324 222 ++=+++−+ xxxxxx , 9624)(''' += xxf  
 

j) 8
2

5

3

2

8

1
102

3

2
2

2

1

8

1
)153(

3

2
)164(

8

1
)( 454545 −−−=−−−+−=++−+−= xxxxxxxxxxxxf : 

2

5

3

8

8

5
)(' 34 −−= xxxf , 23 8

2

5
)('' xxxf −= , xxxf 16

2

15
)(''' 2 −=  

 
I.9 Die gesuchten Ableitungen lauten:  
a) 5)672()( += xxf : 44 )672(102)672(5)(' +=⋅+= xxxf , =⋅+= 2)672(40)('' 3xxf  

3)672(80 +x , 22 )672(4802)672(240)(''' +=⋅+= xxxf  (laut der Kettenregel). 
 
b) )2()1()( 2 +−= xxxf : =−++−=⋅−++−= )]1()2(2)[1(1)1()2)(1(2)(' 2 xxxxxxxf  

123133)13)(1( 22 −−=−−+=+− xxxxxxx  (nach Ketten- und Produktregel),  
26)('' −= xxf , 6)(''' =xf . 

 
c) 23 )4()( += xxxf : Laut der Produktregel für zwei und drei Faktoren gilt: 

=+++=⋅+⋅++= ]2)4(3)[4(1)4(2)4(3)(' 2322 xxxxxxxxxf )125)(4(2 ++ xxx , 

=⋅+++⋅⋅+++= 5)4()125(1)125)(4(2)('' 22 xxxxxxxxf  
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)15185(4)607220()]4(5)125()125)(4(2[ 22 ++=++=++++++ xxxxxxxxxxxxx , 

60144607240607220)1810(4)15185(4)('' 2222 ++=++++=++++= xxxxxxxxxxxf . 
 
d) )3)(4()( 22 xxxxf −+= : Wir wenden die Produktregel für Ableitungen an: 

424312244662)61)(4()3(2)(' 23323222 +−+−=−+−+−=−++−= xxxxxxxxxxxxxxf , 

24636)('' 2 −+−= xxxf , 672)(''' +−= xxf . 
 
e) [ ]532 )42()( +−= xxxf : Wir wenden die Kettenregel an und danach die Produktregel: 

[ ] [ ] ))42(3()42(10)2)42(32()42(5)(' 24322432 +−+−=⋅+−⋅+−= xxxxxxxxxf , 

[ ] [ ]
[ ] [ ] =−−+−++−+−

=⋅+−+−++−⋅+−+−=

)4724()42(10))42(3()42(80

)2)42(61()42(10))42(3)(2)42(32()42(40)(''
43222332

43222332

xxxxxxx

xxxxxxxxxxf

[ ] [ ])4724)()42(())42(3(8)42(10 3222332 ++−−+−+− xxxxxxx , 

33223322

232223242

])42([)42(62(3840])42([))42(242(60

])42([))42(62))(42(242(360])42([))42(62(120)('''

+−+−−+−+−+
+−+−+−++−++=

xxxxxxx

xxxxxxxxxxf

 
f) 22 )105()124)(5()( +−+= xxxxf : Die Produktregel für drei Faktoren ergibt: 

==+−+++−+++−
=⋅+⋅⋅−+++⋅⋅−⋅+++−⋅=

...)105()124)(5(10)105)(124)(5(8)105()124(

5)105(2)124)(5()105(4)124(2)5()105()124(1)('
2222

2222

xxxxxxxx

xxxxxxxxxf

38400344002520048002000 234 +−−+ xxxx , 
3440050400144008000)('' 23 −−+= xxxxf , 504002880024000)(''' 2 −+= xxxf . 

 
II.9 Wir berechnen die Nullstellen der jeweiligen Polynome: 

a) 73)( −= xxf : 
3

7
730730)( =⇔=⇔=−⇔= xxxxf  als Nullstelle N(

3

7
|0). 

b) 36415)( 2 −+= xxxf : Wir wenden die p-q-Formel an: 

⇔±−=±−=+±−=⇔=−+⇔=
2

41

2

15

4

1681

2

15
364

4

225

2

15
0364150)( 2 xxxxf  

1328 =∨−= xx . Wir erhalten die Nullstellen: N1(-28|0), N2(13|0).  
c) 61110)( 2 +−= xxxf : Nach der „Mitternachtsformel“ gilt: 










⋅
−±=

⋅
⋅⋅−±=⇔=+−⇔=

102

11911

102

610412111
0611100)( 2 xxxxf  

Die Parabel f(x) besitzt keine Nullstellen.  
d) )172()( 2 += xxxf : Ein  Produkt ist gleich 0, wenn einer der Faktoren gleich 0 ist. Somit 
nutzen wir die Darstellung von f(x) als Produkt aus: 

2

17
01720017200)172(0)( 22 −=∨=⇔−=∨=⇔=+∨=⇔=+⇔= xxxxxxxxxf  

Die zwei Nullstellen des Polynoms sind: N1(
2

17− |0), N2(0|0). 

e) )259)(43()( 2 −+= xxxf : Aus dem Funktionsterm als Produkt folgt: 

3

5

9

25

3

4

9

25

3

4

2594302590430)259)(43(0)(

2

222

±=±=∨−=⇔=∨−=

⇔=∨−=⇔=−∨=+⇔=−+⇔=

xxxx

xxxxxxxf

 

Die drei Nullstellen der Funktion lauten: N1(
3

5− |0), N2(
3

4− |0), N3(
3

5
|0). 
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f) xxxf 81)( 3 += : Wir klammern das in beiden Summanden vorhandene x aus: 

0]81[008100)81(0810)( 2223 =⇔−=∨=⇔=+∨=⇔=+⇔=+⇔= xxxxxxxxxxf  
Einzige Nullstelle von f(x) ist: N(0|0).  
g) 1923)( 3 −= xxf : Hier ziehen wir in der Gleichung die dritte Wurzel:  

4641923019230)( 333 =⇔=⇔=⇔=−⇔= xxxxxf  mit Nullstelle N(4|0). 
 
h) 474)( 23 −+−= xxxxf : Wir raten bei 0474)( 23 =−+−= xxxxf  die Nullstelle x=1 und 
führen die folgende Polynomdivision durch:  

(x3-4x2+7x-4):(x-1) = x2 – 3x + 4 
-(x3-x2) 
 -3x2+7x 
 -(-3x2+3x) 
 4x-4 
 -(4x-4) 
 0  

Wir haben damit die Gleichungsumformungen: 









−±=−±=∨=⇔=+−∨=⇔=−+−⇔=

4

7

2

3
4

4

9

2

3
1043104740)( 223 xxxxxxxxxf

Einzig N(1|0) ist Nullstelle des Polynoms 3. Grades.  
i) 5762654)( 24 +−= xxxf : Wir lösen die biquadratische Gleichung mit z=x2 und „Mitter-
nachtsformel“: 

⇔
⋅

⋅⋅−±=⇔=+−⇔=+−⇔=
= 42

5764470225265
05762654057626540)( 224

2
zzzxxxf

xz
 

8
2

3
64

4

9
64

8

512

4

9

8

18

8

247265

8

61009265 22

2
±=∨±=⇔=∨=⇔==∨==⇔±=±=

=
xxxxzzz

zx
 

Wir erhalten damit die vier Nullstellen: N1(-8|0), N2(
2

3− |0), N3(
2

3
|0), N4(8|0). 

j) 
2

3

28
)(

24

−+= xx
xf : Es liegt wiederum eine biquadratische Gleichung vor: 

22]6[2642162

1242012401240
2

3

28
0)(

22

224
24

2

2

±=⇔=∨−=⇔=∨−=⇔±−=±−=

⇔+±−=⇔=−+⇔=−+⇔=−+⇔=

=

=

xxxzzz

zzzxx
xx

xf

zx

xz  

Die zwei gefundenen Nullstellen sind: N1(- 2 |0), N2( 2 |0).  
k) 1202685155)( 2345 −−−−+= xxxxxxf : Wir raten die Nullstelle x=1 und führen eine Po-
lynomdivision durch:  

1209496)1(:)1202685155( 2342345 −−−+=−−−−−+ xxxxxxxxxx  
 
Das Raten der weiteren Nullstelle x=-2 ergibt die Polynomdivision:  

60174)2(:)1209496( 23234 −−+=+−−−+ xxxxxxxx  
 
Wir raten nochmals mit der Nullstelle x=-3 und erhalten:  

20)3(:)60174( 223 −+=+−−+ xxxxxx  
 
Die quadratische Gleichung lösen wir wie folgt:  

455,4
2

1
25,20

2

1
20

4

1

2

1
0202 =∨−=⇔±−=±−=+±−=⇔=−+ xxxxx  
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Die Nullstellen des Polynoms sind also: N1(-5|0), N2(-3|0), N3(-2|0), N4(1|0), N5(4|0).  
l) 12)( 36 −−= xxxf : Es liegt mit 012)( 36 =−−= xxxf  eine triquadratische Gleichung vor, 
so dass die Substitution z=x3 angebracht erscheint: 

⇔±=±=+±=⇔=−−⇔=−−⇔=
= 2

7

2

1

4

49

2

1
12

4

1

2

1
0120120)( 236

3
zzzxxxf

xz
 

24]3[43 22

3
±=⇔=∨−=⇔=∨−=

=
xxxzz

zx
 

Die Nullstellen von f(x) sind: N1(-2|0), N2(2|0). 
 
II.16 Bzgl. der Extremstellen folgender Funktionen gilt:  
a) 12934)( −= xxf : Wegen 034)(' ≠=xf  gibt es keine Extrema bei der Geraden. D.h.: 
Die Gerade ist überall monoton steigend auf Grund von 034)(' >=xf . 

b) 
7

2

5

1
)( 2 −−= xxxf  hat als Parabel 2. Ordnung ein Minimum als Scheitelpunkt. Wir er-

rechnen: 
2

5
1

5

2
01

5

2
)(' =⇔=⇔=−= xxxxf  (notwendige Bedingung) mit: 

5

2
)('' =xf  und 

0
5

2
)

2

5
('' >=f  (hinreichende Bedingung), so dass T(

2

5
|

28

43− ) der einzige Tiefpunkt der 

Parabel ist. Wegen des Tiefpunktes T ist f(x) monoton fallend im Intervall (-¶,
2

5
), monoton 

steigend in (
2

5
, ¶). 

c) 24 89)( xxxf −= : I. Ableitungen: xxxf 1636)(' 3 −= , 16108)('' 2 −= xxf . 

II. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=−⇔= 016360)(' 3 xxxf  

3

2
0

9

4
0490049040)49(4 2222 ±=∨=⇔=∨=⇔=∨=⇔=−∨=⇔=− xxxxxxxxxx  

als eventuelle Extrema der Funktion. Die hinreichende Bedingung ergibt:  

3

2
032)

3

2
('' −=⇒>=− xf  als Tiefpunkt 

T(
3

2− |-1,78); 0016)0('' =⇒<−= xf  als 

Hochpunkt H(0|0); 
3

2
032)

3

2
('' =⇒>= xf  

als Tiefpunkt T(
3

2
|-1,78). 

 
III. Monotonie: Die zwei Tiefpunkte T1 
und T2 sowie der Hochpunkt H führt auf 
das Monotonieverhalten: 

f(x) monoton fallend auf (-¶, 
3

2− ); 

f(x) monoton steigend auf (
3

2− , 0); 

f(x) monoton fallend auf (0, 
3

2
); 

f(x) monoton steigend auf (
3

2
, ¶). 
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24 89)( xxxfy −==  
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d) 8

12

1
)( xxf −= : Wir bilden die 1. Ableitung 7

3

2
)(' xxf −= , Nullsetzen führt auf: ⇔= 0)(' xf  

000
3

2 77 =⇔=⇔=− xxx  als kritische Stelle. Jedoch ist mit 6

3

14
)('' xxf −=  0)0('' =f , 

so dass keine Entscheidung möglich ist, ob bei x=0 ein Extremum vorliegt oder nicht. Wir 
leiten daher weiter ab und bestimmen die Werte der Ableitungen an der Stelle x=0:  

528)(''' xxf −=  mit 0)0(''' =f ; 4)4( 140)( xxf −=  mit 0)0()4( =f ; 3)5( 560)( xxf −=  mit 

0)0()5( =f ; 2)6( 1680)( xxf −=  mit 0)0()6( =f ; xxf 3360)()7( −=  mit 0)0()7( =f ; 

3360)()8( −=xf  mit 3360)0()8( −=f . Erst bei der 8. Ableitung treffen wir auf einen Ablei-
tungswert ungleich 0, so dass wegen der 8 als gerader Zahl in der Tat eine Extremstelle 
vorliegt. Da 03360)0()8( <−=f , liegt bei x=0 ein Hochpunkt H(0|0) vor. Die Monotoniein-
tervalle sind (-¶, 0) und (0, ¶), f(x) ist wegen des Hochpunktes auf (-¶, 0) monoton stei-
gend, auf (0, ¶) monoton fallend. 
 

II.23 a) 5

4

1
)( xxf = : Wir bilden die Ableitungen: 4

4
5

)(' xxf = , 35)('' xxf = , 215)(''' xxf = , 

xxf 30)()4( = , 30)()5( =xf . Nullsetzen der 2. Ableitung führt wegen ⇔=⇔= 0
4

5
0)(' 4xxf  

004 =⇔= xx  auf x=0 als mögliche Wendestelle. Nun ist: 0)0()0(''' )4( == ff , jedoch 

030)0()5( ≠=f , so dass mit der 5. eine ungeradzahlige Ableitung erstmals ungleich 0 ist. 
Damit liegt bei x=0 ein Wendepunkt W(0|0) vor. Das Polynom hat die zwei Krümmungsin-
tervalle (-¶, 0) und (0, ¶), f(x) ist z.B. wegen 05)1('' >=f  konvex auf (0, ¶) und daher 
konkav auf (-¶, 0). 
b) 325)( xxxf −= : I. Ableitungen: 2325)(' xxf −= , xxf 6)('' −= , 6)(''' −=xf . 
II. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: 0060)('' =⇔=−⇔= xxxf  als kritische Stel-
le. Hinreichende Bedingung: 006)0(''' =⇒≠−= xf  als Wendepunkt W(0|0). 
III. Krümmung: Die Krümmungsintervalle lauten (-¶, 0) und (0, ¶), f(x) ist wegen 

06)1('' <−=f  auf (0, ¶) konkav, auf (-¶, 0) konvex. 

c) 44)( 24 +−= xxxf : I. Ableitungen: xxxf 84)(' 3 −= , 812)('' 2 −= xxf , xxf 24)(''' = . 

II. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=⇔=−⇔= 81208120)('' 22 xxxf  

3

2

3

22 ±=⇔= xx  als mögliche Stellen für Wendepunkte. Hinreichende Bedingung:  

3

2
0

3

2
24)

3

2
(''' −=⇒≠−=− xf  als Wendepunkt W1(-

3

2
|1,78);  

3

2
0

3

2
24)

3

2
(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt W2(

3

2
|1,78). 

III. Krümmung: Wir bestimmen 08)0('' <−=f  und haben daher: 
 

f(x) ist konvex auf (-¶, -
3

2
); f(x) ist konkav auf (-

3

2
,

3

2
); f(x) ist konvex auf (

3

2
, ¶). 

d) 23 )8()( −= xxf : I. Ableitungen: 253223 486)8(63)8(2)(' xxxxxxxf −=−=⋅−=  (nach 

der Kettenregel), xxxf 9630)('' 4 −= , 96120)(''' 3 −= xxf . 

II. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=−⇔=−⇔= 0)165(6096300)('' 34 xxxxxf  

33

5

16
0

5

16
0 =∨=⇔=∨= xxxx . Hinreichende Bedingung: 0096)0(''' =⇒≠−= xf  als 
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Wendepunkt W1(0|64) sowie: 

0288)
5

16
(''' 3 ≠=f 3

5

16=⇒ x  als Wen-

depunkt W2( 3

5

16
|23,04). 

 
III. Krümmung: Bei T(2|0) liegt wegen 

0)2(' =f  und 0)2('' >f  ein relatives Mi-
nimum vor. Daher ist f(x) auf dem Inter-

vall ( 3

5

16
, ¶), das x=2 enthält, konvex, 

daher auf (0, 3

5

16
) konkav, daher auf  

(-¶, 0) konvex. 
 

23 )8()( −== xxfy  
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IV.1 a) Kurvendiskussion zu 96123)( 2 −+= xxxf : 
 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar. Es liegt 
eine Parabel 2. Ordnung vor. Eine Symmetrie ist zwar nicht feststellbar, doch sind Para-
beln 2. Grades immer achsensymmetrisch zu der durch den Scheitelpunkt S(d|c) gehen-
den senkrechten Geraden x = d. Den Scheitelpunkt S bestimmen wir übrigens dabei über 
die quadratische Ergänzung:   

108)2(3]36)2[(3]32444[3]324[396123)( 22222 −+=−+=−−++=−+=−+= xxxxxxxxxf
 
als: S(-2|-108).  
II. Ableitungen: 126)(' += xxf , 6)('' =xf , 0)(''' =xf . 

III. Nullstellen: 03240961230)( 22 =−+⇔=−+⇔= xxxxxf ⇔+±−=⇔ 3222 2x  

362 ±−=x 4862 =∨−=⇔±−=⇔ xxx , also: N1(-8|0), N2(4|0). 
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IV. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedin-
gung: ⇔−=⇔=+⇔= 12601260)(' xxxf  

2−=x  als potenzieller Extrempunkt. Hinrei-
chende Bedingung: 206)2('' −=⇒>=− xf  
als Tiefpunkt. Der Tiefpunkt ist der Scheitel-
punkt  
S(-2|-108) der nach oben geöffneten Parabel.  
V. Wendepunkte: Wegen 06)('' ≠=xf  be-
sitzt f(x) keinen Wendepunkt.  
VI. Verhalten für betragsmäßig große x: Bei-
de Parabeläste gehen bei ±∞→x  ebenfalls 
gegen +¶, nicht zuletzt auf Grund des Schei-
telpunkts als Tiefpunkt. 
 

96123)( 2 −+== xxxfy  ⊳ VII. Zeichnung 
 
 
b) Kurvendiskussion zu )8()( 2 −= xxxf : 
 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar. Wir schrei-
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ben neben der Form als Produkt das Polynom ausmultipliziert als: 23 8)( xxxf −= . 
 
II. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.  
III. Ableitungen: Die ausmultiplizierte Form von f(x) bildet die Grundlage für die folgenden 
Ableitungen: xxxf 163)(' 2 −= , 166)('' −= xxf , 6)(''' =xf . 
 
IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung:   

800800)8(0)( 22 =∨=⇔=−∨=⇔=−⇔= xxxxxxxf  
 
Die Nullstellen lauten: N1(0|0), N2(8|0).  
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung:  

01630)(' 2 =−⇔= xxxf 016300)163( =−∨=⇔=−⇔ xxxx  

3

16
01630 =∨=⇔=∨=⇔ xxxx  mit x = 0 und x = 

3

16
 als mögliche Extremstellen.  

Hinreichende Bedingung: 0016)0('' =⇒<−= xf  als relatives Maximum; 

0161632)
3

16
('' >=−=f

3

16=⇒ x  als relatives Minimum. 

Es liegen damit der Hochpunkt H(0|0) und der Tiefpunkt T(
3

16
|

27

2048− ) vor. 

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=−⇔= 01660)('' xxf  

3

8

6

16
166 ==⇔= xx  mit x =

3

8
 als möglichen Wendepunkt. Hinreichende Bedingung: 

3

8
06)

3

8
(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt W(

3

8
|

27

1024− ). 

VII. Verhalten für betragsmäßig große x: In 23 8)( xxxf −=  ist x3 die höchste Potenz, so 
dass sich das Verhalten des Polynoms daran ausrichtet. Also gilt: ⇒∞→x  x3 ⇒∞→  

∞→)(xf  und: ⇒−∞→x  x3 −∞→⇒−∞→ )(xf . 
 
� VIII. Zeichnung 
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)8()( 2 −== xxxfy  
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xxxxfy 3318)( 23 +−==  
 
c) Kurvendiskussion zu xxxxf 3318)( 23 +−= : 
 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar.  
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II. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.  
III. Ableitungen des Polynoms sind: 33363)(' 2 +−= xxxf , 366)('' −= xxf , 6)(''' =xf . 
 
IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung:   

489338190

0331800)3318(033180)( 2223

±=−±=∨=

⇔=+−∨=⇔=+−⇔=+−⇔=

xx

xxxxxxxxxxf
 

 
Nullstellen sind damit: N1(0|0), N2( 489 − |0), N3( 489 + |0).  
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=+−⇔= 0333630)(' 2 xxxf  

111
6

3036

6

90036

32

3334129636 =∨=⇔±=±=
⋅

⋅⋅−±= xxx  als mögliche Extremstellen. 

Hinreichende Bedingung: 1030366)1('' =⇒<−=−= xf  als Hochpunkt H(1|16); 
110303666)11('' =⇒>=−= xf  als Tiefpunkt T(11|-484). 

 
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: 636603660)('' =⇔=⇔=−⇔= xxxxf  als 
möglicher Wendepunkt. Hinreichende Bedingung: 606)6(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt 
W(6|-234).  
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: In 23 8)( xxxf −=  ist x3 die höchste Potenz, so 
dass sich das Verhalten des Polynoms daran ausrichtet. Also gilt: ⇒∞→x  x3 ⇒∞→  

∞→)(xf  und: ⇒−∞→x  x3 −∞→⇒−∞→ )(xf . 
 
� VIII. Zeichnung 
 
 
d) Kurvendiskussion zu )8)(16()( 22 +−= xxxf : 
 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar. Wir multip-
lizieren aus: 1288128816)8)(16()( 2422422 −−=−+−=+−= xxxxxxxxf .  
II. Eine Symmetrie zur y-Achse ist wegen der geraden Exponenten in den Summanden 
der Funktion gegeben.  
III. Ableitungen: xxxf 164)(' 3 −= , 1612)('' 2 −= xxf , xxf 24)(''' = . 
 
IV. Nullstellenbestimmung unter Verwendung der Produktdarstellung der Funktion:  

4]8[1680160)8)(16(0)( 222222 ±=⇔−=∨=⇔+∨=−⇔=+−⇔= xxxxxxxxf  
 
Nullstellen sind also: N1(-4|0), N2(4|0).  
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=−⇔= 01640)(' 3 xxxf  

204004040)4(4 222 ±=∨=⇔=∨=⇔=−∨=⇔=− xxxxxxxx  als kritische Stellen. 
Hinreichende Bedingung: 20321648)2('' −=⇒>=−=− xf  als Tiefpunkt T1(-2|-144); 

0016)0('' =⇒<−= xf  als Hochpunkt H(0|-128); 
20321648)2('' =⇒>=−= xf  als Tiefpunkt T2(2|-144). 

 
Dabei gilt auf Grund der Symmetrie: f(-2) = f(2) = (-12)ÿ12 = -144.  
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=⇔=−⇔= 1612016120)('' 22 xxxf  

3

2

3

4

3

4

12

162 ±=±=⇔== xx  als kritische Stellen. Hinreichende Bedingung:  

3

2
0

3

2
24)

3

2
(''' −=⇒≠⋅−=− xf  als Wendepunkt W1(

3

2− |-137); 

3

2
0

3

2
24)

3

2
(''' =⇒≠⋅= xf  als Wendepunkt W2(

3

2
|-137). 
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VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Mit x4 als höchster Potenz im Polynom ergibt 
sich: ⇒∞→x  x4 ⇒∞→ ∞→)(xf  und weiter: ⇒−∞→x  x4 ∞→⇒∞→ )(xf . 
 
� VIII. Zeichnung 
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)8)(16()( 22 +−== xxxfy  
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e) Kurvendiskussion zu xxxxf 6
5

3
)( 35 −+= : 

 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar.  
II. Symmetrie: Wegen der ungeraden Potenzen x5, x3 und x ist das Polynom eine ungera-
de Funktion, also symmetrisch zum Ursprung mit: )()( xfxf −=− . 
 
III. Ableitungen: 633)(' 24 −+= xxxf , xxxf 612)('' 3 += , 626)(''' 2 += xxf . 
 
IV. Nullstellen: Mit f(x) = 0 liegt nach dem Ausklammern von x eine biquadratische Glei-
chung vor:  

2
06

5

3
006

5

3
06

5

3
0)( 242435

xz
xxxxxxxxxxf

=
⇔=−+∨=⇔=







 −+⇔=−+⇔=

zx
zxzzx

=
⇔±−=±−=+







±−=∨=⇔=−+∨=
2

385
6

1

6

5

36

385

6

5
10

6

5

6

5
0010

3

5
0

2
2

56,1044,2044,2]1,4[0 22 ±=∨=⇔±=∨=⇔=∨−=∨= xxxxxxx  
 
Nullstellen der Funktion sind somit: N1(-1,56|0), N2(0|0), N3(1,56|0).  
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Wir lösen die biquadratische Gleichung:  

22]1[21
2

3

2

1

4

9

2

1
2

2

1

2

1

020206330)('

22
2

22424

2

2

±=⇔=∨−=⇔=∨−=⇔±−=±−=+






±−=

⇔=−+⇔=−+⇔=−+⇔=

=

=

xxxzzz

zzxxxxxf

zx

xz

 

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen in die 2. Ableitung ergibt:  

20230)2(6)2(12)2('' 3 −=⇒<−=−⋅+−⋅=− xf  als Hochpunkt; 
 

2023026212)2(''
3

=⇒>=⋅+⋅= xf  als Tiefpunkt. 
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Wegen f( 2 ) = 2
5

8
262224

5

3
2622

5

3 35
−=−+⋅=−+  und f(- 2 ) = -f( 2 ) = 

2
5

8
 (Symmetrie) hat f(x) den Hochpunkt H(- 2 | 2

5

8
) und den Tiefpunkt T( 2 |- 2

5

8
). 

 
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung führt zu:  

0]
2

1
[0120

012060)12(606120)(''

22

223

=⇔−=∨=⇔−=∨=

⇔=+∨=⇔=+⇔=+⇔=

xxxxx

xxxxxxxf
 

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der möglichen Wendepunkte in die 3. Ableitung er-
gibt: 0066026)0(''' =⇒≠=+⋅= xf  als Wendepunkt. Auf Grund von f(0) = 0 besitzt die 
Funktion einen Wendepunkt bei: W(0|0).  
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x5 ist die höchste Potenz in der Poly-

nomfunktion f(x) und besitzt den positiven Koeffizienten 
5

3
. Damit gilt:  

∞→+=⇒∞→ ...
5

3
)( 5xxfx  sowie: −∞→+=⇒−∞→ ...

5

3
)( 5xxfx . 

 
� VIII. Zeichnung 
 
 
f) Kurvendiskussion zu xxxxf 14425)( 35 +−=  
 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar.  
II. Symmetrie: Wegen der ungeraden Potenzen x5, x3 und x ist das Polynom eine ungera-
de Funktion, also symmetrisch zum Ursprung.  
III. Ableitungen: 144755)(' 24 +−= xxxf , xxxf 15020)('' 3 −= , 15060)(''' 2 −= xxf . 
 
IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung (mit biquadratischer Gleichung):  

⇔=∨=∨=⇔±=±=−±=∨=

⇔=+−∨=⇔=+−⇔=+−⇔=

=

=

16905,35,1225,125,1214425,1565,120

01442500)14425(0144250)(

22

22435

2

2

xxxzx

zzxxxxxxxxf

zx

xz
 

430 ±=∨±=∨= xxx   
Die Nullstellen von f(x) sind: N1(-4|0), N2(-3|0), N3(0|0), N4(3|0), N5(4|0).  
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung (mit biquadratischer Gleichung):   

57,35,174,1226,274,1226,2
10

4,5275

10

274575

52

144547575
014475501447550)('

22

2
224

2

2

±=∨±=⇔=∨=⇔=∨=⇔±=±=

⇔
⋅

⋅⋅−±=⇔=+−⇔=+−⇔=

=

=

xxxxzzz

zzzxxxf

zx

xz
 

 
als kritische Stellen für Extremwerte. Hinreichende Bedingung:   

57,3049,374)57,3('' −=⇒<−=− xf  als Hochpunkt H1(-3,57|43,52); 
5,105,157)5,1('' −=⇒>=− xf  als Hochpunkt T1(-1,5|-139,22); 

5,105,157)5,1('' =⇒<−= xf  als Hochpunkt T1(1,5|139,22); 
57,3049,374)57,3('' =⇒>= xf  als Tiefpunkt T2(3,57|-43,52). 

 
Beachte dabei die Punktsymmetrie von Funktion und 2. Ableitung.  
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=−⇔= 0150200)('' 3 xxxf  
 

⇔=∨=⇔=∨=⇔=−∨=⇔=− 5,70152001520100)152(10 2222 xxxxxxxx  
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74,25,70 ±=±=∨= xx  als eventuelle Wendestellen. 
 
Hinreichende Bedingung, d.h. Einsetzen der kritischen x-Werte in die 3. Ableitung:  

74,2046,300)74,2(''' −=⇒≠=− xf  als Wendepunkt W1(-2,74|34,73);  
74,2046,300)74,2(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt W2(2,74|-34,73). 

 
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x5 ist die höchste Potenz in der Poly-
nomfunktion f(x). Also gilt: ⇒∞→x  x5 ⇒∞→ ∞→)(xf  und weiter: ⇒−∞→x   
x5 −∞→⇒−∞→ )(xf . 
 
VIII. Zeichnung � 
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IV.2 a) Kurvendiskussion zu 842)( 23 +−−= xxxxf :  
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar.  
II. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.  
III. Ableitungen: 443)(' 2 −−= xxxf , 46)('' −= xxf , 6)(''' =xf . 
 
IV. Nullstellen: Nullsetzen der Funktion führt zu: 08420)( 23 =+−−⇔= xxxxf  (*). Die 
kubische Gleichung ist durch Polynomdivision lösbar, x=2 löst (*):  

(x3-2x2-4x+8):(x-2) = x2 – 4 
-(x3-2x2) 
 -4x+8 
 (-4x+8) 
 0 

Somit gilt: (*) 222242042 22 =∨−=⇔±=∨=⇔=∨=⇔=−∨=⇔ xxxxxxxx . Die 
gesuchten Nullstellen sind also: N1(-2|0), N2(2|0).  
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V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung ergibt:  

2
3

2

6

84

6

644

32

)4(34164
04430)(' 2 =∨−=⇔±=±=

⋅
−⋅⋅−±

=⇔=−−⇔= xxxxxxf  
 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 2. Ableitung führt zu:  

3

2
08)

3

2
('' −=⇒<−=− xf  als Hochpunkt H(

3

2− |9,48) 

208)2('' =⇒>= xf  als Tiefpunkt T(2|0) (identisch mit der Nullstelle N2(2|0)). 
 
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt:  

3

2

6

4
460460)('' ==⇔=⇔=−⇔= xxxxf  

 
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 3. Ableitung ergibt:  

3

2
06)

3

2
(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt W(

3

2
|4,74). 

 
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: In f(x) ist x3 die höchste Potenz, so dass sich das 
Verhalten des Polynoms daran ausrichtet. Also gilt: ⇒∞→x  x3 ⇒∞→ ∞→)(xf  und: 

⇒−∞→x  x3 −∞→⇒−∞→ )(xf . 
 
� VIII. Zeichnung 
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842)( 23 +−−= xxxxf  
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234 8
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)( xxxxf +−=  

 

b) Kurvendiskussion zu 234 8
3

16
)( xxxxf +−=  

 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar.  
II. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.  
III. Ableitungen: xxxxf 16164)(' 23 +−= , 163212)('' 2 +−= xxxf , 3224)(''' −= xxf . 
 
IV. Nullstellen: Nullsetzen des Polynoms ergibt:  

⇔=+−∨=⇔=
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0)( 2222234 xxxxxxxxxxf
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0
9

8

3

8
8

9

64

3

8
0 =⇔−±=−±=∨= xxx  

 
Einzige Nullstelle ist damit: N(0|0).  
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung ergibt:  

⇔=+−∨=⇔=+−⇔=+−⇔= 04400)44(40161640)(' 2223 xxxxxxxxxxf  

2024420 =±=−±=∨= xx  als kritische Stellen für Extrema.  
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 2. Ableitung führt zu:  

0016)0('' =⇒>= xf  als Tiefpunkt T(0|0) (identisch mit der Nullstelle N(0|0)); 
⇒= 0)2(''f  keine Entscheidung für x=0 möglich. 

 
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt:  

⇔±=±=
⋅

⋅⋅−±=⇔=+−⇔=
24

1632

24

25632

122

16124102432
01632120)('' 2 xxxxf  

2
3

2 =∨= xx  als kritische Stellen für Wendepunkte. 

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 3. Ableitung ergibt:  

3

2
016)

3

2
(''' =⇒≠−= xf  als Wendepunkt W1(

3

2
|2,27); 

2016)2(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt W1(2|
3

8− ). 
 
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Mit x4 als höchster Potenz im Polynom ergibt 
sich: ⇒∞→x  x4 ⇒∞→ ∞→)(xf  und weiter: ⇒−∞→x  x4 ∞→⇒∞→ )(xf . 
 
� VIII. Zeichnung 
 
 
c) Kurvendiskussion zu 22 )1)(10()( +−= xxxf : 
 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar.  
II. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.  
III. Ableitungen: Wir verwenden die Produktregel: =+⋅−++= )1(2)10()1(2)(' 22 xxxxxf  

)2024)(1()]10(2)1(2)[1( 22 −++=−+++ xxxxxxx , =+++−+⋅= )28)(1()2024(1)('' 2 xxxxxf  

18121228282024 222 −+=++++−+ xxxxxxx , 1224)(''' += xxf . 
 
IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung:  

110

01100)1(0100)1)(10(0)( 22222

−=∨±=

⇔=+∨=⇔=+∨=−⇔=+−⇔=

xx

xxxxxxxf
 

 
Nullstellen des Polynoms sind damit: N1( 10− |0), N2(-1|0), N3( 10 |0).  
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung:   

2
2

5
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xxxxx

xxxxxxxf

 

 
Die kritischen Stellen spielen eine entscheidende Rolle für die hinreichende Bedingung:   

2

5
027)

2

5
('' −=⇒>=− xf  als Tiefpunkt T1( |

2

5− -8,44); 

1018)1('' −=⇒<−=− xf  als Hochpunkt H(-1|0) (identisch mit der Nullstelle N2(-1|0)); 
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2054)2('' =⇒>= xf  als Tiefpunkt T2(2|-54). 
 
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung:  

⇔±−=±−=
⋅

−⋅⋅−±−
=⇔=−+⇔=

24

7,3112

24

100812

122

)18(12414412
01812120)('' 2 xxxxf

 
 8,082,1 =∨−= xx  als kritische Stellen für die Wendepunkte. Hinreichende Bedingung: 
 

82,1068,31)82,1(''' −=⇒≠−=− xf  als Wendepunkt W1(-1,82|-4,5); 
8,002,23)8,0(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt W2(0,8|-30,32). 

 
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: x4 ist – das ergibt ein Überschlagen beim Aus-
rechnen des f(x)-Terms als Produkt – die höchste Potenz im Polynom. Damit folgt: 

⇒∞→x  x4 ⇒∞→ ∞→)(xf  und weiter: ⇒−∞→x  x4 ∞→⇒∞→ )(xf . 
 
� VIII. Zeichnung 
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22 )1)(10()( +−= xxxf  
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43

2

1
)( xxxf −−=  

 

d) Kurvendiskussion zu 43

2

1
)( xxxf −−= : 

 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar. Wir ordnen 

die Funktion noch nach Potenzen: 34

2

1
)( xxxf −−= . 

 
II. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.  
III. Ableitungen: 23 32)(' xxxf −−= , xxxf 66)('' 2 −−= , 612)(''' −−= xxf . 
 
IV. Für die Nullstellen haben wir:   

2001
2

1
001

2

1
0

2

1
0)( 3334 −=∨=⇔=+∨=−⇔=







 +−⇔=−−⇔= xxxxxxxxxf  
 
Die Nullstellen von f(x) sind: N1(-2|0), N2(0|0).  
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=−−⇔= 0320)(' 23 xxxf  

2

3
003200)32( 22 −=∨=⇔=+∨=−⇔=+− xxxxxx  als kritische Stellen für Extrema.  
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Hinreichende Bedingung: 
2

3
0

2

9
)

2

3
('' −=⇒<−=− xf  als Tiefpunkt T(

2

3− |0,84);  

⇒= 0)0(''f  bei x=0 ist keine Entscheidung möglich. 
 
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=+−⇔=−−⇔= 0)1(60660)('' 2 xxxxxf  

100106 −=∨=⇔=+∨=− xxxx  als mögliche Stellen von Wendepunkten. 
Hinreichende Bedingung: 106)1(''' −=⇒≠=− xf  als Wendepunkt W1(-1|0,5); 

006)0(''' =⇒≠−= xf  als Wendepunkt W2(0|0). 
 
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x4 ist die höchste Potenz in der Poly-

nomfunktion f(x) und besitzt den negativen Koeffizienten 
2

1− . Damit gilt wegen der gera-

den Hochzahl 4: −∞→⇒±∞→ )(xfx . 
 
� VIII. Zeichnung 
 
 

e) Kurvendiskussion zu 
2

2

3

1

6

1
)( 







 −⋅−= xxxf : 

 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar.  
II. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.  

III. Ableitungen: Nach der Kettenregel gilt zunächst: =






 −⋅






 −⋅⋅−= xxxxf
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und weiter: 2

9

2

3

2

3

1
)('' xxxf −+−= , xxf

9

4

3

2
)(''' −= . 

 
IV. Die Nullstellen berechnen wir als:   
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Also: N1(0|0), N2(3|0). 
 
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Wir setzen die 1. Ableitung gleich 0:  
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Hinreichende Bedingung: Einsetzen der kritischen x-Werte in die 2. Ableitung ergibt:  

00
3

1
)0('' =⇒<−= xf  als Hochpunkt H1(0|0) (identisch mit Nullstelle N1(0|0)); 

2

3
0

6

1
)

2

3
('' =⇒>= xf  als Tiefpunkt T(

2

3
|

32

3− ); 

30
3

1
)3('' =⇒<−= xf  als Hochpunkt H2(3|0) (identisch mit Nullstelle N2(3|0)). 



Michael Buhlmann, Schülerkurs Mathematik > Analysis > Kurvendiskussion > Polynome 44 

VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=−+−⇔= 0
9

2

3
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1
0)('' 2xxxf  
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32 ±=±=−±=⇔=+− xxx . Hinreichende Bedingung: 
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 −⋅−=−
xf  als Wendepunkt W1(0,63|-0,04); 

2

33
0

9

32

2

33

9

4

3

2
)

2

33
('''

+=⇒≠−=







 +⋅−=+
xf  als Wendepunkt W2(2,37|-0,04). 

 
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x4 ist die höchste Potenz in der Poly-

nomfunktion f(x) und besitzt den negativen Koeffizienten 
54

1− . Damit gilt wegen der gera-

den Hochzahl 4: −∞→⇒±∞→ )(xfx . 
 
� VIII. Zeichnung 
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0

0,
10

0,
40

0,
70

1,
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2,
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10
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40

3,
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4,
00
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x

y

2
2

3

1

6

1
)( 







 −⋅−= xxxf  
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,50
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-2
,50

-2
,00

-1
,50

-1
,00

-0
,50 0,

00
0,

50
1,

00
1,

50
2,

00

x

y

23 )6()( += xxxf  

 
f) Kurvendiskussion zu 23 )6()( += xxxf : 
 
I. Definitionsbereich: Df = R. Das Polynom ist überall stetig und differenzierbar. Wir rech-
nen f(x) noch aus: 3452323 3612)3612()6()( xxxxxxxxxf ++=++=+= . 
 
II. Eine Symmetrie ist wegen der geraden und der ungeraden Exponenten nicht erkennbar.  
III. Ableitungen: 234 108485)(' xxxxf ++= , xxxxf 21614420)('' 23 ++= , 

21628860)(''' 2 ++= xxxf . 
 
IV. Nullstellen: Notwendige und hinreichende Bedingung:  

600600)6(00)6(0)( 2323 −=∨=⇔=+∨=⇔=+∨=⇔=+⇔= xxxxxxxxxf  
 
Wir haben damit die zwei Nullstellen: N1(-6|0), N2(0|0). 
 
V. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=++⇔= 01084850)(' 234 xxxxf  
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⇔
⋅

⋅⋅−±−=∨=⇔=++∨=⇔=++
52

10854230448
0010848500)108485( 2222 xxxxxxxx  

6,360
10

1248

10

14448
0 −=∨−=∨=⇔±−=±−=∨= xxxxx  als kritische Stellen. 

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen x-Werte in die 2. Ableitung ergibt:  
60864)6('' −=⇒<−=− xf  als Hochpunkt H(-6|0);  

⇒= 0)0(''f  keine Entscheidung hinsichtlich x=0 möglich; 
6,3052,155)6,3('' −=⇒>=− xf  als Tiefpunkt T(-3,6|-268,74). 

 
VI. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: ⇔=++⇔= 0216144200)('' 23 xxxxf  

⇔
⋅

⋅⋅−±−=∨=⇔=++∨=⇔=++
52

5454129636
0054365040)54365(4 22 xxxxxxxx  

10

6636

10

21636
0

±−=±−=∨= xx  als kritische Stellen für die Wendepunkte. 

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der kritischen x-Werte ergibt: 
66,06,3013,298)66,06,3(''' −−=⇒≠=−− xf  als Wendepunkt W1( 66,06,3 −− |-112,72); 

66,06,3023,125)66,06,3(''' +−=⇒≠−=+− xf  als Wendepunkt W2( 66,06,3 +− |-144,73); 
00216)0(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt W3(0|0). 

 
VII. Verhalten für betragsmäßig große x: Der Term x5 ist die höchste Potenz in der Poly-
nomfunktion f(x). Also gilt: ⇒∞→x ∞→)(xf ; ⇒−∞→x −∞→)(xf . 
 
� VIII. Zeichnung 
 

IV.3 Als Wendetangenten und Wendenormalen errechnen wir:  

a) x
x

xf +=
8

)(
3

: I. Der Wendepunkt bestimmt sich mit 1
8

3
)(' 2 += xxf , xxf

4

3
)('' = , 

4

3
)(''' =xf  auf Grund von 00

4

3
0)('' =⇔=⇔= xxxf  und 0

4

3
)0(''' ≠=f  der Punkt W(0|0). 

II. Wir errechnen: 0)0( =f , 1)0(' =f  und erhalten als Tangente und Normale in x0=0: 
 

t: xxfxfy =+⋅=+−⋅= 01)0()0()0(' ; n: xxfx
f

y −=+⋅−=+−⋅−= 01)0()0(
)0('

1
 

 
b) 43 24)( xxxf −= : I. Auf Grund der Ableitungen: 32 812)(' xxxf −= , 22424)('' xxxf −= , 

xxf 4824)(''' −=  berechnen wir wie folgt die Wendepunkte: Notwendige Bedingung: 

10010240)1(2424240)('' 2 =∨=⇔=−∨=⇔=−=−⇔= xxxxxxxxxf . Hinreichende 
Bedingung: 0024)0(''' =⇒≠= xf  als Wendepunkt W1(0|0); 1024)1(''' −=⇒≠−=− xf  
als Wendepunkt W2(1|2).  
II. Tangenten und Normalen: x0=0: 0)0( =f , ⇒= 0)0('f  t: 0=y , n: 0=x ;  

x0=1: 2)1( =f , ⇒= 4)1('f  t: 242)1(4 −=+−= xxy , n: 
4

9

4

1
2)1(

4

1 +−=+−−= xxy . 

c) 25 80)( xxxf += : I. Die Ableitungen sind: xxxf 1605)(' 4 += , 16020)('' 3 += xxf , 
260)(''' xxf = . Nullsetzen der 2. Ableitung ergibt: ⇔=+⇔= 0160200)('' 3xxf  

2816020 33 −=⇔−=⇔−= xxx , Einsetzen in die 3. Ableitung: 0240)2(''' ≠=−f . Somit 
liegt bei W(-2|288) ein Wendepunkt vor.  
II. Wendetangente und -normale bei x0=-2 sind dann wegen 288)2( =−f , 240)2(' −=−f :  
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t: 192240288)2(240 +−=++−= xxy ; n: 
120

1
288

240

1
288)2(

240

1 +=++= xxy . 

d) 42 )105122()( xxxxf −+= : I. Die Berechnung der Wendepunkte erfolgt mit der Umfor-

mung 45642 105122)105122()( xxxxxxxf −+=−+=  über die Ableitungen: 
345 4206012)(' xxxxf −+= , 234 126024060)('' xxxxf −+= , xxxxf 2520720240)(''' 23 −+=  

und das Nullsetzen der 2. Ableitung: ⇔=−+⇔= 01260240600)('' 234 xxxxf  

⇔±−=+±−=∨=⇔=−+∨=⇔=−+ 522142002140600)214(60 22222 xxxxxxxx  
370 =∨−=∨= xxx . An den kritischen Stellen x=-7 und x=3 liegen dann tatsächlich Wen-

depunkte vor wegen 029400)7(''' ≠−=−f , 05400)3(''' ≠=f , während x=0 auf Grund von 

25201440720)( 2)4( −+= xxxf  und 02520)0()4( <−=f  ein relatives Minimum ist. 
 
II. Wendetangente und -normale sind für x0=-7 mit: 218491)7( −=−f , 86436)7(' =−f : 
 
t: 38656186436218491)7(86436 +=−+= xxy ; 

n: 9999,386560
86436

1
218491)7(

86436

1 +−=−+−= xxy . 
 
Für x0=3 ergibt sich: 4131)3( −=f , 3564)3(' −=f  als Gleichung der Wendetangente:  
t: 656135644131)3(3564 +−=−−−= xxy , als Gleichung der Wendenormalen: 

n: 0008,4131
3564

1
4131)3(

3564

1 −=−−= xxy . 

 
IV.4 a) 45)( 35 +−= xxxf , x0=-2: Es gilt: 24 155)(' xxxf −=  und damit: 12)2( =−f , 

20)2(' =−f . Die Tangenten- und die Normalengleichung lauten: 
 
t: 522012)2(2012))2((20 +=++=+−−= xxxy ; 

n: 9,1105,0121,005,012)2(
20

1 +−=+−−=++−= xxxy . 
 
b) 16168)( 234 −+−= xxxxf : I. Bestimmung der Extremstellen: Notwendige Bedingung:  

⇔=+−∨=⇔=+−⇔=+−= 086040)86(4032244)(' 2223 xxxxxxxxxxf  

420138930 =∨=∨=⇔±=−±=∨= xxxxx  als kritische Stellen. Hinreichende Be-
dingung mit 324812)('' 2 +−= xxxf : 0032)0('' =⇒>= xf  als Tiefpunkt T1(0|-16);  

2016)2('' =⇒<−= xf  als Hochpunkt H(2|0); 4032)4('' =⇒>= xf  als Tiefpunkt  
T2(4|-16). 
II. Die Tangenten an den gefundenen Extremstellen x0 sind auf Grund von 0)(' 0 =xf  Pa-

rallelen zur x-Achse mit: t: )(' 0xfy = . Also für x0=0: t0: 16−=y , für x0=2: t2: 0=y  (und 
damit die x-Achse), für x0=4: t4: 16−=y . 

c) xxxf 8
2

1
)( 3 −= : I. Ableitungen: 8

2

3
)(' 2 −= xxf , xxf 3)('' = , 3)(''' =xf . 

II. Wendepunkt: Der einzige Wendepunkt ist W(0|0) wegen 0)0('' =f  und 03)0(''' ≠=f . 
III. Die Normale im Wendepunkt ist wegen 0)0( =f , 8)0(' −=f  eine Gerade durch den 

Ursprung, nämlich: n: xy
8

1= .  

IV. Die Schnittpunkte zwischen Normale und Polynom ergeben sich durch Gleichsetzen 
der Funktionsgleichungen, also:   

⇔=−∨=⇔=






 −⇔=−⇔=−⇔= 0
4

65
0

2

1
0

4

65

2

1
0

8

65

2

1

8

1
8

2

1
)( 2233 xxxxxxxxxyxf  
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65
2

1
0

4

65
0 2 ±=∨=⇔=∨= xxxx  

Die Schnittpunkte lauten dann nach Einsetzen der x-Werte in die Normalengleichung: 

S1( 65
2

1− | 65
16

1− ), S2(0|0), S3( 65
2

1
| 65
16

1
). 

 

IV.5 a) Bestimmungsaufgabe zum Polynom 3. Grades:  
I. Ansatz  
Polynom dritten 
Grades  

I. Ansatz: dcxbxaxxf +++= 23)( , cbxaxxf ++= 23)(' 2  mit zu suchenden 
Koeffizienten a,b,c,deR. 

II. Eigenschaften 
und Gleichun-
gen  
a)/b) f besitzt 
Nullstellen bei 
x=-1 und x=3 
c) f hat einen 
Tiefpunkt bei 
x=5/3 
d) f schneidet 
die y-Achse bei 
y=-3. 

II. Eigenschaften: Es gilt:  
0)1( =−f  (Nullstelle bei x=-1) 

0)3( =f  (Nullstelle bei x=3) 

0)
3

5
(' =f  (Notwendige Bedingung für Tiefpunkt x=

3

5
) 

3)0( −=f  (Schnittpunkt mit der y-Achse im Punkt P(0|-3)) 

III. Aufstellen 
des linearen 
Gleichungssys-
tems 

III. Aufstellen des Gleichungssystems für die Koeffizienten des Polynoms: Auf 
Grund von I. und II. ergibt sich durch Einsetzen und Gleichsetzen: 

dcbaf +−⋅+−⋅+−⋅=−= )1()1()1()1(0 23  

dcbaf +⋅+⋅+⋅== 333)3(0 23  

cbaf +⋅+






⋅==
3

5
2

3

5
3)

3

5
('0

2

 

dcbaf +⋅+⋅+⋅==− 000)0(3 23  
 
Also:  

d

cba

dcba

dcba

=−

++=

+++=
+−+−=

3
3

10

3

25
0

39270

0

 

IV. Lösen des 
linearen Glei-
chungssystems 

IV. Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms: Wegen d=-3 erhalten wir 
(durch Subtraktion von d=-3 in den ersten beiden Gleichungen und Multiplika-
tion mit 3 in der 3. Gleichung) das Gleichungssystem: 

031025

33927

3

=++
=++

=−+−

cba

cba

cba

 

 
(Multiplikation der 1. Gleichung mit 3:) 

031025

33927

9333

=++
=++
=−+−

cba

cba

cba
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(Addition der 1. zur 2. Gleichung:) 

031025

121224

9333

=++
=+

=−+−

cba

ba

cba

 

 
(Division der 2. Gleichung durch 12, Addition der 1. zur 
3. Gleichung:) 

91322

12

9333

=+
=+

=−+−

ba

ba

cba

 

 
(Multiplikation der 2. Gleichung mit 13:) 

91322

131326

3

=+
=+
=−+−

ba

ba

cba

 

 
(Subtraktion der 2. von der 3. Gleichung:) 

44

131326

3

−=−
=+
=−+−

a

ba

cba

 

 
(Division der 2. Gleichung durch 13, Auflösen nach a:) 

1

12

3

=
=+

=−+−

a

ba

cba

 

 
(Auflösen nach b und c:) 

532311

112

1

−=⇒=−−⇒=−−−
−=⇒=+

=

ccc

bb

a

 

 
Die gesuchten Koeffizienten sind: a=1, b=-1, c=-5, d=-3. 

V. Funktion V. Die Funktion hat also die Gleichung: 35)( 23 −−−= xxxxf . 

VI. Probe 

VI. Probe: Wegen der notwendigen Bedingung 0)
3

5
(' =f  ist eine Probe zu 

machen, ob die gefundene Funktion wirklich alle geforderten Eigenschaften 
erfüllt. Nun ist: ,523)(' 2 −−= xxxf  26)('' −= xxf  und damit: 

08210)
3

5
('' >=−=f  mit x=

3

5
 als Tiefpunkt. Die Funktion erfüllt daher alle 

geforderten Eigenschaften. 

 � VII. Zeichnung: 

 
b) Bestimmungsaufgabe zum biquadratischen Polynom 4. Grades:  
I. Ansatz  
Biquadratisches 
Polynom vierten 
Grades  

I. Ansatz: cbxaxxf ++= 24)( , bxaxxf 24)(' 3 +=  mit zu suchenden Koeffi-
zienten a,b,ceR. 

II. Eigenschaften II. Eigenschaften: Es gilt: 
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und Gleichun-
gen  
a) f besitzt 
Nullstelle bei 
x=2 
b) f hat einen 
Tiefpunkt bei 
x=2 
c) f hat bei x=1 
Steigung -48 

 
0)2( =f  (Nullstelle bei x=2) 
0)2(' =f  (Notwendige Bedingung für Tiefpunkt x=2) 
48)1(' −=f  (Steigung bei x=1) 

 
 
 
 

III. Aufstellen 
des linearen 
Gleichungssys-
tems 

III. Aufstellen des Gleichungssystems für die Koeffizienten des Polynoms: Auf 
Grund von I. und II. ergibt sich durch Einsetzen und Gleichsetzen:  

baf

baf

cbaf

24)1('48

432)2('0

416)2(0

+==−
+==

++==
 

IV. Lösen des 
linearen Glei-
chungssystems 

IV. Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms: Wir haben das Gleichungs-
system:  

0432

0416

=+
=++

ba

cba
 

4824 −=+ ba   
(Multiplikation der 3. Gleichung mit 2:) 

9648

0432

0416

−=+
=+

=++

ba

ba

cba

 

 
(Subtraktion der 2. von der 3. Gleichung:) 

9624

0432

0416

−=−
=+

=++

a

ba

cba

 

 
(Auflösen nach a:) 

4

0432

0416

=
=+

=++

a

ba

cba

 

 
(Multiplikation der 2. Gleichung mit 13:) 

91322

131326

3

=+
=+
=−+−

ba

ba

cba

 

 
(Auflösen nach b und c:) 

64012864

32128404128

4

=⇒=+−
−=⇒−=⇒=+

=

cc

bbb

a

 

 
Die gesuchten Koeffizienten sind: a=4, b=-32, c=64. 

V. Funktion V. Die Funktion hat damit die Gleichung: 64324)( 24 +−= xxxf . 

VI. Probe VI. Probe: Wegen der notwendigen Bedingung 0)2(' =f  ist eine Probe zu 
machen, ob die gefundene Funktion wirklich alle geforderten Eigenschaften 
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erfüllt. Nun ist: xxxf 6416)(' 3 −= , 6448)(' 2 −= xxf  und damit: 
012864192)2('' >=−=f  mit x=2 als Tiefpunkt. Die Funktion erfüllt alle Eigen-

schaften. 

 � VII. Zeichnung: 
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35)( 23 −−−== xxxxfy  
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