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Krimmung: Bei einer mehrfach differenzierbaren Funktion f: D; -> R ist die Krimmung ei-
ne Eigenschaft der Funktion, die man u.a. anhand der 2. Ableitung und der Wendepunkte
erkennen kann. Wendepunkte x, einer Funktion f(x) erkennt man vermége der Beziehun-
gen:

Xo Wendepunkt der Funktion f(x): f“(xo) = 0, f*‘(xo) # 0 (*),
d.h. auf Grund der folgenden Vorgehensweise:
1) f“(x) = 0 (notwendige Bedingung) => mdgliche Wendestelle x, (u.a.)

2) f**(xo) # 0 (hinreichende Bedingung) => Wendestelle X,
3) f(Xo) bestimmen => Wendepunkt W (Xq|f(Xo)).

Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit waagerechter Tangente, d.h. es qgilt:

f'(xo) = 0 (waagerechte Tangente), f“(xo) = 0, f*(Xo) # 0 (Wendepunkt).
An den Wendepunkten &ndert sich die Krimmung der Funktion f(x), d.h.: eine Links- geht
in eine Rechtskrimmung Uber oder umgekehrt. Eine Funktion f(x) heil3t links gekrimmt

(konvex), wenn f“(x) > 0, rechts gekrimmt (konkav), wenn f“(x) < O fir gewisse x. Eine
Modifizierung der Beziehungen (*) ergibt zudem:

Xo Wendepunkt der Funktion f(x) mit Ubergang von einer Rechts- zur Linkskrimmung:
(%) = 0, f*“(x0) > 0
Xo Wendepunkt der Funktion f(x) mit Ubergang von einer Links- zur Rechtskrimmung:
(%) = 0, f*“(x0) <O
(beim Durchlaufen der Funktion f(x) im Koordinatensystem von links nach rechts).
Wendepunkte definieren (zusammen mit Licken des Definitionsbereichs Dy) die Krim-
mungsintervalle der Funktion f(x), d.h. die Intervalle gleicher (Links-, Rechts-) Krimmung.
Fur Ds = R und mit x; < Xz < ... als Wendepunkte von f(x) ergeben sich z.B. die Krim-
mungsintervalle: (-<; X1), (X1; X2), ... Liegt in einem der Krimmungsintervalle ein Hoch-
punkt H(xo|f(xo0)) (f'(x0) = 0, f“(Xo) < 0), so ist die Funktion auf dem Intervall rechts ge-
krimmt, liegt dort ein Tiefpunkt T(Xo|f(Xo)) (f'(X0) = 0, f“(Xo) > 0), so dort links gekrimmt.

Tangenten, Normalen: Zu einer Funktion f(x) und einer Stelle xqeDs lasst sich im Falle der
Differenzierbarkeit die Tangente t der Funktion f(x) an der Stelle xo bestimmen als:

ty = (%)(X=%)+ f(x)
die Normale n der Funktion f an der Stelle x, als:
1
F(%)

Tangente und Normale stehen also in einem gewissen Punkt P(Xo|f(Xo)) senkrecht aufei-
nander, die Tangente berihrt die Funktion f(x) im Punkt P, die Normale steht im Punkt P
senkrecht auf der Funktion. Wendetangenten, also Tangenten in einem Wendepunkt
W(Xo|f(X0)), schneiden (berihrend) die Funktion f(x) und teilen sie in einen links- und
rechtsgekrimmten Teil.

ny=- (X=%) + f(%) .

Krimmungskreis: Die Krummung k einer Funktion f(x) an einer Stelle xoeDs l&sst sich defi-
nieren als:

(%)
L+ (F'(x))%)?

Die Zahl k = 0 gibt also das Mafl} der Krimmung einer Funktion f(x) in einem Punkt

k =
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P(Xo|f(x0)) an. Wendepunkte W (xo|f(xo)) haben wegen f“(xo) = 0 die Krimmung k = 0. Fir
den Krimmungskreis ist das Maf3 der Krimmung insofern von Bedeutung, dass der Radi-
us r des Krimmungskreises der Kehrwert der Krimmung ist, also r = 1/k bei k > 0 (Wen-
depunkte haben also einen ,Krimmungskreis* mit unendlichem ,Radius"). Es gilt damit:

1@+ (F )2
K (%)

Der Krimmungskreis bestimmt sich durch Radius r und Kreismittelpunkt M(xu|ym), wobei
sich die Koordinaten des Kreismittelpunkts M errechnen aus:

_ F) @+ (F(%))°) L1 (%))°

£7(%) £(%)
Der Mittelpunkt M des Krimmungskreises liegt dann auf der Normalen an die Funktion f(x)
durch den Punkt P(xo|f(Xo)) (bei f'(xo) # 0). Bildet man fiir jedes xoeD; den Krimmungskreis,
so liegen alle Krimmungskreismittelpunkte auf einer Kurve, die Evolute heil3t, die Funktion
f(x) ist die Evolvente der Evolute.
Der Krimmungskreis selbst lasst sich mit Radius r und Kreismittelpunkt M(xu|ywm) darstel-
len als:

r

Y = T(%)

XM_O

(X=%y)* +(y—yu)* =17,
d.h. als ,Funktion* (mit zwei Asten):

Y=Yum i\/rz_(X_XM)z-

Beispiele:
a) Fur f(x) = x* (Normalparabel) ergeben sich an den Stellen x, = 0 und x, = 2:
Funktion, Punkt: f(x) = x*, P(0|0) Funktion, Punkt: f(x) = x°, P(2|4)

Kriimmung, Radius, Mittelpunkt: k=2, r=0,5, Kriimmung, Radius, Mittelpunkt: k = 0,0285, r = 35,0464,

M(0]0,5) M(-32|12,5)
Kreis: X + (y-0,5)* = 0,25 Kreis: (x+32)” + (y-12,5)° = 1228,25
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b) Fir f(x) = € stellen sich die Krimmungskreise an x, = 0 und X, = 1 dar als:
Funktion, Punkt: f(x) = €%, P(0|1) Funktion, Punkt: f(x) = €%, P(1|e)

3

Kriimmung, Radius, Mittelpunkt: k = 1/¥8, r =v8, M(-2|1)  Kriimmung, Radius, Mittelpunkt: k = 0,112, r = 8.939,
M(-7,389]5,805)

Kreis: (x+2)% + (y-1)> = 8 Kreis: (x+7,389)% + (y-5,805)” = 79,906

c) Fur die Funktion f(x) = -0,25x°+4 und den Punkt P(1]3,75) auf f(x) ergibt sich die Kriimmung k =
0.3578, der Krimmungsradius r = 2.7951, der Mittelpunkt des Krimmungskreises M(-0,25|1,25),
der Krimmungskreis: (x+0,25)? + (y-1,25)? = 7,8126. Der Mittelpunkt M des Krimmungskreises
liegt auf der Normale durch den Punkt P: n: y = 2x+1,75.

d) Zur Funktion f(x) = x*/8 soll an der Stelle x, = 1 Kriimmung und Kriimmungskreis explizit errech-
net werden. Der Funktionspunkt lautet wegen f(1) = 1/8: P(1]|1/8), die 1. und 2. Ableitung sind:
f'(x) = 3x%/8, f(x) = 3x/4. Die Kriimmung k ergibt sich wegen f'(1) = 3/8 und f*(1) = 3/4 als:

Michael Buhlmann, Mathematik > Analysis > Kriimmungskreis 3



| W

It
@+ (f'@)?)

=0,6157.

3
2

N w

©olw |

)

=16243.

Der Radius des Kriimmungskreises ist dann:
i 1
k 06157
Die x- und y-Koordinate des Krimmungskreismittelpunkts M(xu|ym) €rgibt sich aus:

3 2
1+ °
IRV VKGRl B P +(8j

£ ) L

=0,4297,

1+

4
1+ (f'@)? :14. j =1,6458.

3
8
=f@+
yM ( ) f .,(1) 8 §
4
Der Krimmungskreismittelpunkt hei3t M(0,4297|1,6458), der Kriimmungskreis hat somit die Form:
(x=0,4297)* + (y—1,6458)° = 2,6383.

Die Bestimmung der Tangente und Normale im Punkt P(1|8) ergibt sich mit f(1) =1/8 und ‘(1) = 3/8
aus:

t:y =f(1)(x-1) + f(1) = 0,375x - 0,25

n:y =-(x-1)/f'(1) + f(1) = -8x/3 + 67/24.
Der Krimmungskreismittelpunkt liegt auf der Normalen.
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