Michael Buhlmann

Mathematik > Analysis > Regeln von de I’'Hospital

Undefinierte Ausdriicke vom Typ % oder ,—" lassen sich im Rahmen der Analysis nach
(0]

den Regeln von de I'Hospital errechnen vermoége der Identitat:
lim f( X) — Iim f'(X)
>0 g(x)  *x>% g'(X)
wobei fur zwei differenzierbare Funktionen f(x), g(x) die Bedingung f(xo) = g(Xo) = O oder =
too flr XpeR oder xo = *oo gilt. Die Regeln von de I'Hospital lassen sich auch auf unbe-

stimmte Ausdriicke vom Typ ,0&", o - «*, 1% 0% % anwenden. Zur Erlauterung die-
nen die folgenden Beispiele und Vorgehensweisen:

Ausdruck : Beisp iel:
0 2 _
L.(Typ o) jim X =% =gy 2% 212 _ 1
x>22%—4 x>22*[In2 2°[In2 In2
(1x 'Hospital anwenden, x=2 einsetzen)
0 . SINX—=X _ .. cosx—1 . —sinx
2.(Typ —) lim—— =lim— =lim— —
0 x=>0 esmx _ ex x=>0 esmx COSX — ex x=>0 esmx COSZ X — esmx sinx — ex
—lim —COX
x>0 "™ cod x—28"™ coxsinx—e”™ cosxsinx—e"™ cosc—e*
_ -1 _
1-0-0-1-1
(3x I'Hospital anwenden, x=0 einsetzen)
o0 x}-x+1 2 - . .
3-(Typ;) lim ——IlmM:hm ox :I|m6—1

x>0 X3+ X2 +8 w127 42X xowm 24X +2  xom 24 4
(3x I'Hospital anwenden)

00
4. (Typ —
(e ) _Inxt . 110nx _ . 11& 11
lim =lim = lim =lim=—==0

X—>00 X X—>00 X X—>00 1 X=>0 ¥

(Logarithmengesetze, 1x I'Hospital anwenden)

o 1
5. (Typ — L
(e ) i Insinx _ . sianosx Imtan?x (1+'[61|”‘2 7X) [T
im—= = =
=olnsin7x x>0 1 oo g 07tanx all 7L+tart x)
sin7x

—m 1+tan*7x _1+0 _

x>0 1+tar?x 1+0
(rechtsseitiger Grenzwert; 2x I'Hospital anwenden, x=0 einsetzen)
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6. (Typ Olb)

7. (Typ Olcb)

8. (Typ o0-)

9. (Typ o0-x)

Vorgehensweise: f (x)g(x) -

X | =

lim (+/x 0n x) _nm'”—x_lm'”—i‘_nm0 - =lim(- 2&5@)
o+ _E > X—=>

X _1,
Jx 2"
1
= lim(-2x?) = Ii_rrg)(—Z\/;) =-2J0=0

N

(0]
(rechtsseitiger Grenzwert; Umwandeln in Typ —, 1x I'Hospital anwenden,
(0]

x=0 einsetzen)

lim (1-2x-3x*)e*
. 1-2x-3x° . —2-9x? . —18
= lim —— = |lim ——— = |i
X— > —00 e_zx X— > —00 Ze_zx X—>—°°4e_2X
. - 18 9
= lim —— = I|m( er)_ MM=0
x—>—oo_8€_2X X—=> —00

(Umwandeln in Typ 2, 3x I'Hospital anwenden)
(00]

1 1 :g(x)—f(x)
fx) gx®)  f(¥a9(x)

(1 1 . SiInX—Xx .. cosx—1
lim| = =lim——=1lim

X SinXx x=>0 XSINX  *>0Sin X+ XCOS X
) -sinx 0 0
=lim - =_ =

x=>0 COS X + COS X — XSIN X 1+1+ -0 2

Vorgehensweise:

x=>0

(Umwandeln in Typ % 2x I'Hospital anwenden, x=0 einsetzen)

Vorgehensweise: | f (X) —g(X) = f(x)(]_ g(x)j

f(x)
lim (Vx+1-x) = l[ql{q/x+1(1— \/X%lﬂ = l[ql{«/x+1(l—1/xi+lﬂ
1 1
iV e - (x4 )2
o IX+1 o (x+1) 2
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- er) ) F D et

= lim 5
X—>00 1 l)_E

2(

3

+ 2
= fim| e XD oy L gl
X—>00 1 1 (X+1) X—>00 \/1_ 1 \/X+1

X+1 X+1

=lim :Iimi:O

1
e X+1-1 X>* /X

(Umwandeln in Typ % 1x 'Hospital anwenden)

0
10. (Typ 07) Vorgehensweise: | f (X) 9 =g f)
2Di_mOInTX
lim x? = lim e = lime?™ =™ =g
x—>0 x=>0 x=>0
1
20im %
o 1 20im (-x)
—e ¥ =g =e?=¢"=1
(00]
(rechtsseitiger Grenzwert; Umwandeln in Typ —, 1x I'Hospital anwenden,
(00]
x=0 einsetzen)
11. (Typ 1° 1
(Typ 17) _ 1 \smx . ?ﬁ)(m.'(?;] L L -Incosx)) ~ _J[Toln(?OSX)
lim| —— =lime = lim esinx =e sinx
x=>0\ COSX x—>0 x=>0
1 .
=lim 7@(-90)() im Sinx 0
=@ *0  cosx — ex->00052 x z@l =1
. 0 , . .
(Umwandeln in Typ 6 1x I'Hospital anwenden, x=0 einsetzen)
12. (Typ =) 1l
AP lim tan3x lim COS 33X _ i 3cos 5x _ i .~ 8C0S5xsin5x (5
x_>L27 tan5x - 1 5 on 5cos 3x - —10cos3xsin3x 3
cos® 5x
_ jim COSOXSINGX _ . —sin®5x 5+ cos 5x B
«>7 COSBXSINSX o7 = sin® 3x B+ cos’ 3x[B
_~—5+0_>5
-3+0 3

. /.
(3x I'Hospital anwenden, x=§ einsetzen)
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0
13. (Typ =) 2
0 . In(x* -8 s
Im% = lim X" =8
x>3x°+x—-12 >3 2x+1
(1x 'Hospital anwenden, x=3 einsetzen)

14. (Typ co-0)
| 1 1) x—In(x+1) . 1=—
X—> X—=> X—>
n(x+l) x xIn(x+1) In(x+1) + x
X+1
Xx+1-1 : X
=1m =1lm
x>0 (x+DIn(x+1) +x x>0 (x+DIn(x+1)+x
. 1 . 1 1 1
g T 27 0+2 2
X=> X +1)+ +
In+D+(x+)0— +1 ~~OINK+Y
X+1
(Umwandeln in Typ % 2x I'Hospital anwenden, Bruch mit x+1 erweitern, x=0
einsetzen)
15. (Typ «°) Y o _ y o T Lntedex)
lim 4/ x* +x° +x = lim(x* + x* + x)* = lim e~
X—=>00 X—>00 X=>00
1 3
4x> +2x)
o In(x* +x% +x) ox* +x? +x
lim ——M lim
— ex—>oo X — ex—>oo 1
o 4x3+2x o 4xP+2 - 8x
lim T lim 3 lim >
= @TX XX = @X X X+l = ex->°°3x +1
.8
lim —
=g =g’ =1
(Umwandeln in Typ 2, 3x I'Hospital anwenden)
(00]
16. (Typ Ol) Iirr})(c032x—l) In4x
X—>
1
: In 4x : 4x
=lim — = lim 4)_(2 -
x>0 (C0S2X —1) x>0 — (c0s2x —1) ° [{—sin2x) [2
. (cos2x-1)* .. 2(cos2x-1) [{-sin2x) 2
= jim (COS2X =D _ i A )4 )

x=>0  2XSin2X x>0 25jn2X + 2XC0s2x [2
—— 2sin2x(cos2x —1)
x=>0  §jn2X + 2XC0s2X
—im 2c0s2x [2[{cos2x —1) + 2sin® 2x[2
x=>0  cO<$2X[2+2Cc0s2x —2xSin2x[2
—im cos2x(cos2x —1) +sin” 2x _1[0+0 _
x=>0 CO<2X — XSin2x 1-0[0

[ee]
(Umwandeln in Typ —, 3x I'Hospital anwenden, x=0 einsetzen)
[00]
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0
17. (Typ 6)

lim 2 VX8 iy 2948 L o L L
x->8 X —64 x—>8 2X x>8  Ax/X+8

"32/16 128

(1x I'Hospital anwenden, x=8 einsetzen)

Mit Hilfe der Regeln von I'Hospital lassen sich dann noch folgende allgemeine Grenzwerte

bestimmen:

e
llfﬂo? =0 fur a>1 und neR
t oo falls p,(Xx) gréRerp,(x)
. rp(X)+... | r B
lim ———=< — falls p,(x) = p,(X)
x> 5[, (X) +... S

o falls p,(x)kleinerp,(x)

fur hochste Potenzen pa(x) und p2(x)

lim

X—>00

(

X X
a . a _
1+—j =e?, Ilm(l——] =e™
X x>o\ X

limx"In™x=0, lim

x=>0

m

In

X—>00 X

X
— =0 fir n,m>0

Literaturhinweise: PAPULA, L., Mathematische Formelsammlung, Wiesbaden 92006, S.73f (Regeln von de

I'Hospital); REINHARDT, F., SOEDER, H., dtv-Atlas zur Mathematik. Tafeln und Texte, Bd.2: Analysis und an-
gewandte Mathematik (= dtv 3008), Miinchen 1977, S.304f (Regeln von de I'Hospital).
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