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Innerhalb der (reellen, komplexen) Analysis kommt der sog. Laplace-Transformation inso-
fern eine Rolle zu, dass mit ihrer Hilfe (physikalisch-) mathematische Probleme z.B. bei
Differentialgleichungen gelost werden koénnen. Durch Zuweisung einer Laplace-
Transformierten (Bildfunktion) F(s) zur Originalfunktion (Urbildfunktion) f(t) vermittels des
Laplace-Transformationsoperators £ gilt:

2 [oe]
FO SF(s) = j F(©) - e~tdt

fur (reelle, komplexe) Parameter s. Die Transformation i heil3t Korrespondenz ©—=, es
gilt damit: f(t) o—e F(s) oder: F(s) = 2{f(t)} (Transformation) bzw. f(t) = 2 {F(s)}
(Rucktransformation). Die Laplace-Transformation setzt die Existenz des die Bildfunktion
F(s) definierenden (Laplace-) Integrals voraus, so dass etwa F(s) -> 0 bei s->« folgt. Das
(uneigentliche) Integral existiert, wenn f(t) stiickweise stetig und |f(t)/e®| £ K mit reellem
positiven K gilt.

Beispiele: a) Zu f(t) = 1, t=0, ist die Laplace-Transformierte:

F(s) = [1Cedt = lim e-stdt:nm{—leﬂ :|im{—3eﬂ+5e°}:|im(—1eﬂ)+5:
S
0 0

zZ->00 Z—->00 S z->00 S S Z—>0 S
0

0+

tn |
tn | =

1
so dass die Korrespondenz 1 o—e - gilt.

<

b) Ist f(t) = c fur O<a<t<b mit nichtnegativen reellen a, b und bei f(t) = 0 sonst, so ergibt sich
als Laplace-Transformierte:

F(9=[fOE = [ce*dt=c-~e*| =d-Te®+1e™ = (o= -e™)
S S S S
0 a

a

clasts<b) o 4 Clgm_gt) gip

so dass die Korrespondenz f(t) = { 0 (sonst) s

c) Zu f(t) = cos(t), t=0, ist die Laplace-Transformierte:

_g z

_oo st It ¢ T e . _ _
F(s)—icos()E dt—lmj;cos()e dt‘l'_rll[szﬂ(s'n(t) scos())} =

0

0

Iim{ S_SZ (sin(z)—scos@))}—{ © (sin(O)—scosO))} =

>0 8% +1 s +1

. e /. S S S
lim sin(z) — scos + =0+ =
z—>w(sz+1( @) (Z))j s?+1 s+1 s°+1

-st
nicht zuletzt auf Grund des unbestimmten Integrals ‘[cost)e‘ﬂdt: §+1(sin(t)—scos())
S

(mittels Produktintegration herleitbar). Es gilt damit die folgende Korrespondenz:
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o—e ———
cos(t) e

d) Zu f(t) = ™, t=0, ist die Laplace-Transformierte:

F(s) = je‘t [&dt = lim Ie‘(“s’tdt = Iim{—ile‘(“s)t} = Iim{—ie“lﬂ)Z +ie°} =
0 0 0

z=>e 22> S+ 2w s+l s+1
Ilm(_ 1 e—(1+s)zj+ 1 =0+ 1 — 1 ,
2>\ s+1 s+1 s+l s+l

so dass die Korrespondenz e* o—e gilt.

s+1

Allgemein gelten fur reelle Zahlen a, b und natirliche Zahlen n die folgenden besonderen
Laplace-Transformationen laut Transformationstabelle:

Originalfunktion f(t), t20 Laplace-Transformierte F(s)
n (n-1)!
t
Sn+1
ot 1
s—a
nl
n_at
t e (S_a)n+1
. a
sin(at) Paal
. sinb[s+acosb
sin(at+b)  S$+a’
t _S
cos(at) e
cosbls+asinb
cos(at+b) T 2ia
esin(bt) b
(s—a)? +b?
cos(b __sta
e“cos(bt) (s—a)” +b?
. a
sinh(at) 7
S
cosh(at) 7

Es gelten dabei die nachstehenden Rechenregeln fur Originalfunktionen f(t) und Laplace-
Transformierte F(s):

a) &{kf(t)} = k{f(t)} = k - F(s) (konstanter Faktor)

b) £{f () + g(©O)} = £{f (O} + L{g(O)} = F(s) + G(s) (Summenregel)
c) £{f(at)} = = F (=) (Ahnlichkeitssatz)

d) 2{f(t —a)} = e % -&{f(t)} = e~* - F(s) (Verschiebungssatz)

e) 8{f(t+a)} = e® - (F(s) — [ f(De~s dt) (Verschiebungssatz)

f) 8{e % - f(t)} = F(s + a) (Dampfungssatz)

9) 8{f (©) » g(O)} = L{f (D)} - L{g(©)} = F(s) - G(s) (Faltungssatz)

h) &{f'()} =s-F(s) = f(0), &{f"(®)} = s? - F(s) —s- f(0) — f'(0), ..
{f™ ()} =s™-F(s) — Ty s L £ (0) (Ableitungen)

i) F'(s) = 8{—t - f(D}, F''(s) = &{t* - f (1)}, ... FM(s) = &{(-)" - f (1)},
L{t™ - f(£)} = (=)™ - F™(s) (Ableitungen)
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i) ﬁ{foff(r)dr} = % F(s), Q{farf(r)dr} = % (F(s) — foaf(r)dr) (Integral)

K) f:oF (0)do = 8{% - f(®)} (Integral)

[) lim;_q f(t) = limg_ o (s - F(s)), lim,, f(t) = lims (s - F(s)) (Grenzwertsatze)

fur reelle Zahlen a>0, t=0, k. Dabei ist die Faltung zweier Funktionen f(t) und g(t) definiert

vermdge des Faltungsprodukts f(t)*g(t) = fotf(r)g(t — 7)dt. Das Faltungsprodukt ist kom-

mutativ, assoziativ und distributiv. Zu beachten ist noch die Ricktransformation £~ der
Laplace-Transformation £, die sich aus den Rechenregeln und obiger Tabelle ergibt.

sin(at a
Beispiele: a) Zu f(t) = # =

, >0, ist die Laplace-Transformierte F(S)= arCtarE s)’ denn

es qilt:

s s°

, 1 a -a -a
F(S): az Eé_?j: az :SZ+a2’
HEE
woraus durch Rucktransformation wegen F'(s) = 2{—t - f(¢t)} folgt:
sin(at)

t

—t-f(t) = LHF'(s)} = L7 {55} = —sin (at) => f() =

s2+a?

3

b) Ist F(s) = DeD gegeben, so ergibt sich auf Grund der Partialbruchzerlegung:
F(s) = — 3 = _ 1 4L durch Riicktransformation die Originalfunktion:
(s—1)(s-4) s—1 s—4
—_ r-1 3 — _r-1{1 -1 11 _ __t a4t _ 4t _ it
f(t) =L {(s—l)(s—4)} =-L {5—1} +L {5—4} =—e te"=e e

3s

——  wahrend der Grenzwert
(s—1)(s—4)

Zudem ist: f(0) = 0 = limg,,(s-F(s)) = limg_
lim;_,, f(t) nicht existiert.

c) Fur zwei differenzierbare Originalfunktionen f(t), g(t), t=0, gilt hinsichtlich der Faltung:

&{f'(t) » g} = &{f' ()} - g ()} = F'(5) - G(s) = (sF(s) = f(0))G(s) =
sF(s)G(s) — f(0)G(s) = F(s) - sG(s) — g(0)F(s) + g(0)F(s) — f(0)G(s) =
F(s)(sG(s) — g(0)) + g(0)F(s) — f(0)G(s) = F(s) - G'(s) + g(0)F(s) — f(0)G(s) =
L)} - &g ()} + g(OF(s) — f(0)G(s) = &{f () * g' (D)} + g(0)F (s) — f(0)G(s),
so dass sich auf Grund der Rucktransformation ergibt:

f()*a(t) = f(t)*g’(t) + g(0)f(t) — f(0)a(t)

und mit f(0) = g(0) = O weiter:

F*a(t) = f(t)*g'(1).
d) Zu den Urbildfunktionen f(t) = t und g(t) = cos(t) lasst sich die Laplace-Transformation
{f ()} -L{g(®)} =F(s)-G(s) =1.2 =_1 _ bpiden. Partialbruchzerlegung fuhrt auf:

s2 s2+41  s(s2+1)
soriD 5w SO dass wegen L{f(t) xg(0)} = L{f ()} L)} gilt: f(&) xg(O) =
L HYF(s)-G(s)} =871 E} — g1 {SZSH} =1 —cos (t). Nun ist wegen der Achsensymmetrie
der Kosinusfunktion zur Achse x = m und wegen des Faltungsintegrals f(t)*g(t) =

fotf(r)g(t —1)dt = fotr - cos(t — t)dt = 1 — cos (t):
foznr -cos(t)dt = foznr -cos(2mr — t)dt = 1 — cos(2m) = 0.

1 _1 S
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Transformation und Rucktransformation dienen also dazu, mathematische Probleme, die
im Urbild-/Originalbereich auftreten, (nach Transformation) im Bildbereich (als algebrai-
sche Gleichung) zu I6sen und (nach Rucktransformation) die Losung wieder im Originalbe-
reich zu platzieren. Dies gilt insbesondere fir Probleme betreffend Differenzialgleichun-
gen. Fir lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gilt dabei die folgen-
de Vorgehensweise:

a) Differenzialgleichung 1. Ordnung: y* + ay = g(t), Anfangswert y(0)
|. Laplace-Transformation: £{y’ + ay} = £{g(t)} => sY(s) — y(0) + a¥(s) = G(s) (*)

Il. L6sen der algebraischen Gleichung (*): Y(s) = %

lll. Rucktransformation: y(t) = L7X{Y(s)} = £ {%} (u.a. mit Transformationstabelle
oder Partialbruchzerlegung).

b) Differenzialgleichung 2. Ordnung: y* + ay‘ + by = g(t), Anfangswerte y(0), y‘(0)

|. Laplace-Transformation: £{y" + ay’ + by} = 2{g(t)} =>

s?Y(s) —sy(0) —y'(0) + asY(s) — ay(0) = G(s) () ,

Il. Losen der algebraischen Gleichung (*): Y(s) = G(S)J'ys(fi(::b”y ©)

IIl. Rucktransformation: y(t) = £L7{Y(s)} = £! {G(S)”(O)(SM)”'(O)

onstabelle oder Partialbruchzerlegung).

> } (u.a. mit Transformati-
s“+as+b

Beispiele: a) Die lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung lautet: y* — 4y = 17sin(t),
y(0) = 0. Die Laplace-Transformation fuhrt u.a. auf Grund von Transformationstabelle und
Partialbruchzerlegung auf die Gleichung:

sY(s) —y(0) —4Y(s) = 17

s2+1

_ _ 17 _ 1 s+4
=2 Y(S) o (s—4)(s%2+1) T s—4  s2+1

Die L6sung Y(s) der Gleichung wird zurticktransformiert, so dass sich ergibt:

_ _ 1 _ +4 _ 1 _ _ 4
y(t) =L 1{Y(S)} =L ' {;} —L ' {:2+1} =L ' {Q} —L ' {5211} —L ' {52+1} =
e*t — cos(t) — 4sin ().

Die Funktion y(t) = e* — cos(t) — 4sin (t) ist die Losung der linearen Differenzialglei-
chung mit der Anfangswertbedingung y(0) = 0.

b) Gegeben ist die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung: y* — 2y +y = t, y(0) = 6,
y‘(0) = 4. Die Laplace-Transformation ergibt die algebraische Gleichung mit Lésung:
2

s2Y(s) = sy(0) —y'(0) + as¥(s) —ay(0) = 5 =>Y(s) =

s3

2
3T6(s—2)+4  65%-853+2  652+4s+2
s2—2s+1  s3(s=1)2 s3

Es folgt durch Aufteilung in drei Briiche:
6 4 2
Y(s) = 3 + 3 + pe]
und weiter:
y(t) = LYY (s)} = L1 {g} + L1 {;iz} + L1 {533} = 6 + 4t + t2
Die Losung der linearen Differenzialgleichung ist damit: y(t) = t? + 4t + 6.

c) Die Faltungsdifferenzialgleichung y* — y*cos(t) = 2t, y(0) = 0, ist im Folgenden zu I6sen.
Durchfiihrung der Laplace-Transformation ergibt:

Ly’ —y * cos (£)} = {2t}
woraus folgt:

Ly} — L{y} - L{cos (1)} = 28{¢}.
Es gilt damit:
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2

SY(s) = y(0) = Y(5) 5z = =
und weiter u.a. wegen y(0) = 0:

2( +1) 2 2
( 52+1)Y( )_ 52+1Y(S)__¢>Y( )_ - s_3+_'
Die Rucktransformatlon fuhrt auf:

y(©) = LYY ()} = LS+ L {E) = 2 4 el

12

Literaturhinweise: PAPULA, L., Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Bd.3, Wiesbaden 112007,
S.626-693 (Laplace-Transformation)
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