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Isaac Newton

Isaac Newton wurde am 4. Januar 1643 (geman dem gregorianischen Kalender) in Woolsthorpe-by-Colsterworth, Lincolnshire, Kénigreich England, geboren. Er wuchs teils bei seiner GroBmutter auf
und besuchte spater die Schule in Grantham, bevor er 1661 am Trinity College in Cambridge studierte. Im Bereich von Physik, Mechanik, Bewegung und Gravitation formulierte Newton die drei Bewe-
gungsgesetze und das Gravitationsgesetz, mit denen er die Bewegungen von irdischen und himmlischen Kérpern mathematisch beschreiben konnte. Seine Ergebnisse veréffentlichte er 1687 in der
Philosophige Naturalis Principia Mathematica. Im Bereich der Optik zeigte Newton, dass weiBes Licht aus einem Spektrum von Farben besteht; zudem entwickelte er gegen chromatische Aberration
das Spiegelteleskop. Im Jahr 1704 erschien sein physikalisches Werk Opticks. In der Mathematik schuf Newton parallel zum deutschen Philosophen und Mathematiker Gottfried Wilhelm Leibniz
(*1646-11716) die Grundlagen der Infinitesimalrechnung (Differential- und Integralrechnung) als Fluxionsrechnung (1666), wie er es nannte (Verdffentlichung der Fluxionsrechnung im Werk der Op-
ticks). Der Prioritatsstreit mit Leibniz bei der Erfindung der Infinitesimalrechnung (ab 1705) pragte die wissenschaftliche Debatte seiner Zeit. Newton war Professor fiir Mathematik in Cambridge, wurde
Mitglied und spater Prasident der Royal Society (ab 1703) und Gbernahm administrative Aufgaben bei der Royal Mint (,kénigliche Mlnze*). 1705 wurde er von der englisch-schottischen Kénigin Anne
(1702-1714; Kdnigreich GroBbritannien 1707) zum Ritter geschlagen. 1707 erschien die Arithmetica universalis sive De compositione et resolutione arithmetica liber, 1710 Newtons wichtiger Beitrag
zur ebenen algebraischen Geometrie. Neben Physik und Mathematik beschaftigte sich Newton als Universalgelehrter auch mit theologischen Problemen (Trinitat, Mystik), Alter Geschichte und Alche-
mie. Der bedeutende Naturwissenschaftler starb am 31. Marz 1727 (geman dem gregorianischen Kalender) in Kensington und wurde in der Londoner Westminster Abbey begraben. Insbesondere
Newtons Erkenntnisse im Bereich der Mechanik und Gravitation sollten das physikalische Weltbild bis in den Anfang des 20. Jahrhunderts pragen.

Binomischer Lehrsatz und Verallgemeinerung

Auf der mathematischen Grundlage der sog. Binomialkoeffizienten:

n :n(n—l)(n—Z)D.En—k+1): n!
k 1201 & k!(n—k)!

n
mit n! = 1-2-...-n (n! als ,n Fakultat, 0! = 1, (]J als ,n Gber k) (n, k als natlrliche Zahlen, 0<k<n) baut der binomische Lehrsatz auf:
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Vermdge er ausfilhrlichen Darstellungen: (a+b)" =a" +na"‘1b+[2ja"‘2b2 +[Zja"'3b3 +...+[Zja2b"‘2 +nab"" +b", (a—b)" =a”" —na”_lb+[2Ja”_2b2 —(3}1”"%3 +...i(2Ja2b”"2 Fnab"' £b" gelten die

dblichen (1., 2.) binomischen Formein:

n=2: (a+b)> =a’*+2ab+b*, (a—b)* =a*> -2ab+b*
n=3: (a +b)’ =a’ +3a’b+3ab> +b°, (a—-b)’ =a’ -3a’b+3ab*> - b’
n=4: (a+b)* =a* +4a’b+6a’b*> +4ab’ +b*, (a—b)* =a”* —4a’b +6a’b* —4ab’ +b*
n=5: (a+b)’ =a’ +5a*b +10a’b*> +10a°b’ +5ab* +b° , (a—-b)’ =a’ —=5a*b+10a’b*> —=10a’b’ +5ab* —b’ usw.

Mit n als natirlicher Zahl stellt sich der binomische Lehrsatz als eine endliche Summe dar. Ersetzt man n durch eine reelle Zahl a, so ist dies nicht mehr der Fall; aus der binomischen Summe wird die
auf Isaac Newton zurtickgehende binomische Reihe:
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mit dem verallgemeinerten Binomialkoeffizienten:
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fOr natlrliche Zahlen k=0. Setzen wir — wie Isaac Newton im Jahr 1669 vorging — in die Formeln (*) a =1 und b = &, so erhalten wir:
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als binomische Reihen und Potenzreihen, die fir |§| < 1 konvergent sind bei beliebigem reellen a und die fir [§| < 1 konvergieren, wenn a=0 gilt.

Néaherung fur die Kreiszahl 1 (1)

Um fiir die Kreiszahl 1 eine Naherung zu erhalten, die ohne die damals géngigen, auf den griechischen Mathematiker Archimedes (*ca.287-1212 v.Chr.) beruhenden, geometrischen Uberlegungen mit
regelméaBigen n-Ecken auskam, betrachtete Isaac Newton einen Halbkreis mit Radius r=1 (halber Einheitskreis) im 1. und 2. Quadranten des x-y-Koordinatensystems mit dem Koordinatenursprung als
Kreismittelpunkt M(0|0). Analytisch gesehen, liegt auf Grund der Kreisidentitat x* + y? = 1 eine reellwertige Funktion

y=1-x" auf[-1;1]

vor. Newton verwendete weiter die binomische Reihe (**) fiir a = 1/2 = 0,5 und € = x* als:

e I ! 1, 1., 1 5
I=-x* =10=xH)2=) (=D 5 x¥ =1l-=x*—=x*" ——x* ———x* - ..
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mit: | 2 |=1, |2 =TS 2Ty T 2|7 : =——/ ... Nun stellt das Integral
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einen Viertelkreis (als Flache zwischen Funktion y und x-Achse) dar, hat also wegen der Flache des Einheitskreises A = mir® = -12 = 1 bei r=1 die GréBe

A/4 = 11/4. Es gilt somit:
1 1
]—TII 1—lx2 —lx4 —ix6 —ix8 —.dx e T= 4j l—lx2 —lx4 —ix6 —ix8 = .
4 3 2 8 16 128 7 2 8 16 128
Die Aufleitung des Integrals flhrt auf:

1 1
n=4j[1—1x2 LYV S —j =4[x—lx3 LI I DR B —} =4[1—1—i—i—i—...j—o=4[(1),7950644841 =3,180257937
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einen Wert, der keine gute Naherung fir die Kreiszahl darstellt.

Néaherung flir die Kreiszahl 1T (I1)

Letztendlich geleitetet von Konvergenzbetrachtungen, kam Newton auf die folgende Modifikation der Berechnung von 1. Die binomische Reihe (**) fr

a =1/2 = 0,5 und € = x? integrierte er dabei nur tiber dem Intervall [0; 0,5] und teilte gleichzeitig die Flache zwischen Funktion y = v1-x* und x-Achse auf
in einen Kreisausschnitt mit Winkel ¢ = 30° und ein rechtwinkliges Dreieck. Fir die beiden Teilflachen Aka (Kreisausschnitt), Ap (Dreieck) gilt dann:

Axp = el e = AD—lab-—mSQ/—_-£
360° 360° 12° 2 2 2 8
J3

auf Grund von: r = 1 = Dreieckshypotenuse, Dreieckskatheten a = 0,5, b = 4/1° =0,5° =7 (Satz des Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck), Nebenwinkel
@' = cos(0,5/1) = 60° (Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck), Winkel (des Kreisausschnitts) ¢ = 90° — ¢° = 30°. Jetzt ist:

1 ¢ 5 o OT 1, 1, 1 . 5 4 ) 3
A A _—+— ——x? ——x -—x ——Xx - X = =12 ||1——x"——x"——x ——x" —... ——\/5
Ka+ A0 I( 16" 128 jd ! 27 8 160 128 !

woraus folgt:

0,5 3 5 7 9
7T=12[x—lx3 —ix5 —Lx7 —ix9 —} 3\/_ 12 [ﬁlj —ifélj —Lfélj —i lj -... —O—E\/g:3,14161001
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als eine auf drei Nachkommstellen genaue Naherung von 1. Die eben durchgefihrte Rechnung setzt aber voraus, dass wir Uber die irrationale Wurzel /3 Bescheid wissen. D.h. aber: Die transzen-
dent-irrationale Zahl 1 wird mit Hilfe einer irrationalen Zahl berechnet.

Néaherung flr die Kreiszahl 1 (I

Isaac Newton wird insbesondere zugeschrieben, dass er (im Jahr 1665) einen Halbkreis im 1. Quadranten des x-y-Koordinatensystems betrachtete mit Radius r=0,5 und Mittelpunkt M(0,5|0). Auf
Grund der Kreisidentitét (x-0,5)? + y? = 1 liegt mit dem Halbkreis die reellwertige Funktion

y = /0,52 = (x=0,5)> =0,25 - (x*> = x+0,25) =+/x —x* =/x(1-x) =/x Q1= x auf [0; 1]

vor. Weiter ergibt die binomische Reihe (**) fira =1/2=0,5und ¢ = x:

1

1
S 1 =1 1 1 1 5
Jl=x=(1-x)% = -1’ X Zl——x——x—— X = x* = (¢
();()% 278 16" 128 ).
Im Halbkreis wird nun Kreisausschnitt mit Ausschnittswinkel ¢ = 60° abgeteilt. Der Kreisausschnitt wird begrenzt durch den Kreisbogen zwischen x=0 und
x=0,25. Der Flacheninhalt Aka des Kreisausschnitts betragt:
An= 232 =52 =
360° 360° 24
Teil des Flacheninhalts ist ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse r=0,5 und Kathete a=0,25, so dass die andere Kathete des Dreiecks sich als
b= 40,5* —0,25> zg (Satz des Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck) berechnet. Der Flacheninhalt Ap des rechtwinkligen Dreiecks lautet dann: m
Ap = lab-—mms@/—g-ﬁ.
2 2 4 32
Wir stellen den Differenzflacheninhalt von Kreisausschnitt und Dreieck dem Integral der Funktion y = +/x 3/1-x gegeniber und erhalten:
0,25 0,25
Axa=Ao= = 32 J.\/_[«l/l xidx - =24 jfg/l x e+ f
Die Anwendung der binomischen Reihe (***) und deren Integration ergeben:

0,25
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=24 [r - REEES 24j\/_E€1——x—— L5 jﬂx+3\/_ 241( %liijm%r
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g Zps_lias J s L as 5 s f L3 oy Zgélj _l[élj 1 lj _Lgélj 3 lj 3[_ (_ LI > ,,,]+§\/§:3,140858412_
37050 280 720 704 , 4 314) s514) 2814) 7204) 70414 340 896 9216 360448 4

Die Kreiszahl 11 ist damit auf zwei Nachkommastellen genau bestimmt. Die Reihe

11 5 1
n-—\/E +6 | =236 (-1 | 3 B
(3 40 896 9216 360448 j DZ( )( } (2 +3) 3

hei3t Newton-Reihe fur die Kreiszahl 1.
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