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Das Horner-Schema gilt fir Polynome, also fur Funktionen von der Form:

f(X) = anxn + an—lxn-l + an—zxn-2 +...+ azX2 +ai X+ ag

mit den reellen Zahlen ay, ... a, und neN als Grad des Polynoms. Mit dem Horner-Schema
lasst sich

a) der Wert des Polynoms und seiner Ableitungen an einer Stelle xo berechnen, also: f(xo),
f'(Xo), f"(X0) usw.,

b) Uber die Bestimmung von Nullstellen xi, X», ... eine Reduzierung des Polynoms bis hin
zur Zerlegung der Funktion in Linear- und quadratische Faktoren durchflhren, also gemaf
der Faktorzerlegung: f(x) = an(X-X1)(X-X2) ..., _
c) das Polynom um eine Stelle xo entwickeln, also als Polynom mit Potenzen (x-Xo)'
(i=1,...n) bringen: f(xX) = rn(x-Xo)" + rn.1(X-Xo)"™* + ... + r1(X-xo) + ro.

Grundlage fiur das Horner-Schema ist dabei die Identitdt (*) der nachstehenden
Polynomterme:

anX" + anaX™ + anoX"P + L+ ax? + aX + ag =

*)
((...(anx + @n-1)X + an2)X + ang)X + ... + az)X + a;)X + ag
Die Identitat (*) fuhrt auf das
Horner-Schema
an an-1 an-2 v a; do
XoPn1 Xobn-2 Xob1 Xobo
Xo bn1 = an bno = bns = b, by = fo =
Apg + Xobna = Ano + Xobno = a + Xoby = Ao + Xobg =
an.1 + Xoan 8n2 + Xoln1 + Xo @y a1+ Xolz + Xo’A3  @g + Xody + X'z
+ ...+ xMa, + ...+ x"a,

mit den Koeffizienten des Polynoms aq, ai, ... a,, der Stelle xq, ro = f(X) als Rest und im Fall r, =0
den Zahlen by, by, ... b, als Koeffizienten des reduzierten Polynoms f;(x) = braX™ + ... + byx + by,
Im Horner-Schema wird also wie folgt gerechnet:

|. Die Spalte j des Schemas (j=0,...n) enthalt in Zeile 1 den Koeffizienten a,; des Polynoms f(x).

Il. FUr die Spalte 0 des Schemas ergibt sich die Zahl b,,; in Zeile 3 als Koeffizient a, des Polynoms.
lll. In der Spalte j des Schemas (j=1,...n) errechnet man die Zahl in Zeile 2, indem man die Stelle
Xo mit dem Wert der Vorgangerspalte in Zeile 3, mit b, multipliziert. Die Summe der Werte in
Zeile 1 und Zeile 2 ergibt die Zahl in Zeile 3, d.h. b,.

Aus dem Horner-Schema folgt noch die Identitat (**):

24 L +axi+ax+ag=

(X-X0)(br-aX™™ + ... + byx + bo) + ro

f(x) = anX” + anaX"t + anoX

**)

(**) ist dann daftir verantwortlich, dass wiederholtes Anwenden des Horner-Schemas die
Berechnungen der oben genannten Punkte a) bis c) ermdglicht.

Anwendungen und Beispiele:

a) Funktionswerte, Werte der Ableitungen: Fiir das Polynom f(x) = x*> — 10x* + 25 soll an der Stelle
Xo = -2 der Wert der Funktion sowie der 1., 2. und 3. Ableitung berechnet werden. Die Koeffizienten
des Polynoms sind: 1, -10, 0, 25, als Horner-Schema ergibt sich:
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1 -10 0 25

(-2) 1= (-2) (-12)E [24] (-2) 24 = [-48]

-2 -10-2=F12 0+24 =4 [23=f(-2)
(-2) 1& (-2) (-14) =

2 -12 - 2 =14 24 + 28 = [52] = f(-2)
(-2) 1&

-2 -14 - 2 = [-16] = f"(-2)/2 => f"(-2) = 2[(-16) = -
32
(-2) 1=

-2 = f""(-2)/6 => f""(-2) =60 =6

Die doppelt umrahmten Diagonalelemente des Horner-Schemas ro = -23, r; =52, r, = -16 und r3 =
1 geben Funktionswert und Ableitungswerte des Polynoms f(x) an der Stelle x, an vermoge der
Beziehung (***):

| f(Xo) = Fo, 1(xo) = ' (i=1,...N)
mit it = 120..@( Fakultat), 0! =

b) Zerlegung eines Polynoms, Nullstellenbestimmung: Jedes Polynom I&sst sich in ein Produkt aus
linearen und quadratischen Faktoren p;(x), p2(X), ... pm(X) zerlegen, so dass folgt:

P,(X) [P, X)[...lp,(X) =0 = p,(X) =0L p,(x) =0LC...p,(x) =0

Durch das Horner-Schema lassen sich Nullstellen und damit eine Zerlegung des Polynoms be-
stimmen. Das kubische Polynom f(x) = 2x3 + 3x*> — 23x —12 besitzt die Nullstelle x, = 3, so dass
das nachstehende Horner-Schema zu einem reduzierten Polynom f;(x) fuhrt:

2 3 -23 -12
6 27 12
3 |2 9 4 0

Das reduzierte Polynom lautet also: f,(x) = 2x* + 9x + 4. Aus f,(x) = 0 erhalten wir mit Mitternachts-
oder p-g-Formel die weiteren Nullstellen x, = -0,5 und x; = -4. Die Zerlegung des Polynoms f(x)
lautet damit:

f(x) = (x=3)(2x® + 9x + 4) = 2(x=3)(x+0,5)(x+4).

c) Entwicklung von Polynomen: Fiir ein f(x) = anX" + an1 X" + apX™2 + ... + aX? + a;x + ap heildt die
Darstellung f(X) = ry(x-Xo)" + Fna(X-Xo)"™ + ... + ri(x-Xo) + ro die Entwicklung der Funktion um eine
Stelle xo. Die Koeffizienten r; (i=0,...n) erhalten wir (u.a.) aus dem Horner-Schema. Das Horner-
Schema im obigen Beispiel a) fiihrt damit das Polynom f(x) = x*> — 10x? + 25 uiber in die Darstellung

f(x) = (x+2)3 [ 16)(x+2)? [+52|(x+2) |- 48]. Ausrechnen bestatigt die Identitat beider Darstellungen.

Aus der Beziehung (***) folgt noch der Entwicklungssatz fir Polynome um eine Stelle Xo:

f(x) = ‘”)( (%) £ (%) (Xo) (Xo)

" (X=%) + (%)

(X=%)" + (X=x)" " +. (X—%)* +
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