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Einleitung

Grundlage auch fir die Dreiecksungleichung(en) ist der Kérper der reellen Zahlen (R, +, -)
mit der Addition und Multiplikation als Rechenoperationen induzierende Verknipfungen
zwischen den Elementen, der 0 als neutralem Element bzgl. der Addition, der 1 als neutra-
lem Element bzgl. der Multiplikation, der algebraischen kommutativen Gruppen (R, +) und
(R\{0}, ) (Assoziativgesetz, Gesetz der inversen Elemente, Kommutativgesetz) sowie den
die VerknlUpfungen verbindenden Distributivgesetzen. Auf dem Zahlbereich der reellen
Zahlen lasst sich zudem vermittels ,<" eine totale Ordnung definieren, so dass im geordne-
ten Koérper (R, +, -, <) reelle Zahlen miteinander vergleichbar sind (bei -o<x<« fir jede
reelle Zahl x; abgeschlossene, offene, halboffene Intervalle [a; b], (a; b], [a; b), (a; b) fur
reelle Zahlen a, b mit: a<b) und neben Gleichungen auch Ungleichungen algebraisch um-
geformt werden kénnen. Auch definieren der Kérper der reellen Zahlen einen metrischen
Raum, d.h.: der Betrag | | der Differenz zweier reeller Zahlen definiert eine Metrik, die wie-
derum die fur die reellen Zahlen typische Topologie (eines Hausdorff-Raums) induziert
(Trennungsaxiom T»). Topologie und Ordnung entsprechen dabei einander. Zudem sind
die reellen Zahlen vollstéandig, d.h.: die Grenzwerte von Folgen reeller Zahlen sind wieder
reell.

Dreiecksungleichungen

Im reellen Zahlenraum ist der (Absolut-) Betrag (als vorzeichenlose ,GréBe") einer Zahl a

definiert als:
a a=20
=1 020
-a a<0

Auf der reellen Zahlengerade gibt der Betrag also den Abstand der Zahl von der Zahl 0 an.
Es qilt fir alle reellen Zahlen a, b die sog. Dreiecksungleichung:

[a+b[<d| +[p

und die umgekehrte Dreiecksungleichung:
la| = 1p] <]a =]

Beweisabfolge

Um die Dreiecksungleichungen zu beweisen, gehen wir in mehreren Schritten vor:

Schritt 1: Far eine reelle Zahl a gilt: -|a| < a < |a|.

Beweis: I. Wir nehmen zunéachst a=0 an, so dass |a| = a gilt. Dann ist: -|a] = -a < a = |a]. Il. Ist a<0,
so ist |a] = -a mit: -|a] = -(-a) = a < -a = |a|. lll. In jedem Fall ergibt sich die voranstehende Behaup-
tung: -la| < a<|al.

Schritt 2: Fur zwei reelle Zahlen a, b gilt die Aquivalenz: |a|<b <> -b<a<b.

Beweis: a) Wir beweisen die Hinrichtung: |a] < b => -b < a < b. |. Wir nehmen dazu a=0 an, so dass
|a| = a gilt. Dann ist auchwegen b =20 & -b<0:-b<0<a=|a|]<b, also:-b<as<b. Il Ista<0, so
ist |a| =-a,und es gilt: -a<b & a=-b,sodass:-b<a<0<-a=|a| <berfllltist, also: -b<a <b.
In jedem Fallist: -b<a<b.

b) Wir beweisen die Rickrichtung: -b <a<b =>|a|] £ b. |. Ist a=0, so ist: |a| = a und wegen: a < b:
|a| = a<b, also: |a| < b. Il. Ist a<0, so ist |a] = -a und damit wegen der Beziehung: -b<a & b = -a:
|a| = -a < b, also: |a| £ b. In jedem Fall ist: |a| < b.

Schritt 3: Es gilt fiir zwei reelle Zahlen a, b die Dreiecksungleichung: |a +b| <|a| +b| .
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Beweis: Gemal Schritt 1 gilt fir zwei reelle Zahlen a, b: -|]a] < a < |a], -|b| < b < |b|. Addition der
beiden Ungleichungsketten fuhrt auf:

-lal—|bl=a+b=|a]+[o] & -(|a] + [o]) =a+ b =<|a] + b].
Nun gilt nach der Rickrichtung in Schritt 2:
la + bl = [af + |bl,
was die Dreiecksungleichung darstellt.
Schritt 4: Fir eine reelle Zahl a gilt: |a| = |-a].
Beweis: Laut der Betragsdefinition ist:

|_ |_ -a -az20| |-a a<0| |a az20 _||
u —(—a) —a<0 “la a=20] |-a a<o0 -

Schritt 5: Es gilt fiir zwei reelle Zahlen a, b die umgekehrte Dreiecksungleichung: “a| —|b” <la-1.

Beweis: Mit der Dreiecksungleichung aus Schritt 3 gilt fir zwei reelle Zahlen a, b:

|al = |a-b+b| = |(a-b)+b| < |a-b| + |b| => |a|] — |b| < |a-b|
Ib| = la+b-a| = |a+(b-a)| < |a| + [b-a| => |b| — |a] = [b-a]
mit: [b-a| = |a-b| geman Schritt 4. Es gilt damit:

|al = Ib| < |a-b], |b| —|a| < |a-b].
oder nach der Multiplikation der 2. Ungleichung mit -1:
|a] = |b| = |a-b], |a] — [b] = -|a-b| < -|a-b[ < |a| — |b] < |a-b].
Die letzte Ungleichungskette ist nach der Ruckrichtung in Schritt 2 aber gleichbedeutend mit:
llal = [bl| = [a-b].

Es gilt damit die umgekehrte Dreiecksungleichung.

Folgerungen

Die Dreiecksungleichung gilt fir zwei Summanden a, b und daher — etwa beweisbar Uber
vollstandige Induktion — auch fir eine endliche Summe reeller Zahlen ai, ap, ... an, n als
natdrliche Zahl:

n n
2 (< X a.
i=l i=l

In der reellen Analysis filhren Summationen bekanntlich auch auf Integrale und daher gilt
flr eine integrierbare Funktion f: [x1; x2] -> R mit: f: x -> f(x) entsprechend:

Tf(x)dx

< j | (o)dx

Wie oben gesagt, induziert der Absolutbetrag als Norm |.| mit Definitheit (|x|=0 => x=0),
Homogenitat (|rx|=|r||x|) und Subadditivitdt (Dreiecksungleichung: |x+y|<|x|+|y|) vermdge
|a-b| = d(a,b) auf den reellen Zahlen eine Metrik mit positiver Definitheit (d(a,b)=0, d(a,b)=0
< a=b), Symmetrie (d(a,b) = d(b,a)) und Dreiecksungleichung (d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)) fur
reelle a, b, c, r, X, y.

Literaturhinweise: dtv-Atlas Schulmathematik, v. F. REINHARDT (= dtv 3099), Miinchen 32003, S.37 (absoluter
Betrag); Wikipedia. Die freie Enzyklopé&die: https://de.wikipedia.org/wiki/Dreiecksungleichung (Dreiecksun-
gleichung).
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