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Hippokrates von Chios

Uber den Mathematiker Hippokrates von Chios_der griechischen Antike ist wenig bekannt.
Er soll um die Mitte des 5. Jahrhunderts v.Chr. gelebt haben, von der Agaisinsel Chios
stammen und als Erster ein (nicht mehr erhaltenes) mathematisches Lehrbuch verfasst
haben. Hippokrates ist der Beweis der ,Quadratur® des ,M6ndchens* gelungen, d.h. die
(geometrische) Ruckfihrung des Flacheninhalts eines Halbkreisteils auf den Flacheninhalt
eines rechtwinkligen Dreiecks. An der Quadratur des Kreises soll er (logischerweise) ge-
scheitert sein.

Mondchen des Hippokrates

|. Die Mondchen des Hippokrates kommen in der Geometrie in einigen Varianten vor. Uber
einem gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck stellt sich der Flacheninhalt eines Kreis-
teils aus Halbkreis abztglich des Teils eines Viertelkreises, der den Halbkreis Gberdeckt,
als Flacheninhalt des Dreiecks dar. Dazu sei r die Lange der zwei Katheten des gleich-
schenkligen rechtwinkligen Dreiecks, ry2 die Hypotenuse, r; die halbe Hypotenuse r/2:v2.
r ist der Radius eines Viertelkreises mit der Dreiecksecke mit rechtem Winkel als Mittel-
punkt, r; der Radius eines Halbkreises mit Mittelpunkt auf der Hypotenusenmitte. Der Fla-
cheninhalt des Halbkreises ist dann:

1 1 (rv2) 1 2 1
AHkr:—”lZ:—’{T] :—NE’L:ZHZ,

der des Viertelkreises:

1

A/kr :Zﬂz'

Mondchen des Hippokrates Uber gleichschenkligem rec htwinkligen Dreieck

Halbkreis und Viertelkreis haben also denselben Flacheninhalt. Vom Flacheninhalt des
Halbkreises soll nun aber nur der Flacheninhalt, der in den Halbkreis hineinragt, abgezo-
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gen werden. Dieser ist aber der Flacheninhalt eines Kreisabschnitts als Differenz von Fla-

: : : : : 1 ,
cheninhalt des Viertelkreises und des Dreiecks. Mit A, = Erz erhalten wir:

1, 1, 1 (nm
-A =T -—r°=—r°{--1}.
A\/kr A 4 2 2 (2 j

Der Flacheninhalt des Mondchens ist der Flacheninhalt des Halbkreises abziglich dem
des Kreisabschnitts:

1 1 1 1
AMbndchen: AHkr _(A/kr - AA) = AHkr - A/kr + AA :ZHZ _an +Er2 :§r2 = AA'
Flacheninhalt des Mondchens und Dreieckflacheninhalt sind somit identisch.
Il. Die ,Quadratur® der Mondchen des Hippokrates erfolgt, wenn wir vier Mondchen mit

den vier dazugehorigen gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecken wie folgt zusammen-
setzen:

/
a\\

~-Quadratur* der Mondchen des Hippokrates

Dabei stimmt der Gesamtflacheninhalt der vier M6ndchen mit dem Flacheninhalt des
Quadrats (iberein. Ist namlich a die Seitenlange des Quadrats, so ist r = a/2:V2 der Radius
jedes der Viertelkreise mit dem Schnittpunkt der Quadratdiagonalen als Mittelpunkt, r; =
a/2 der Radius jedes der vier Halbkreise mit der Mitte der Quadratseitenlange als Mittel-
punkt. Nach I. erhalten wir fur jedes der vier Mondchen die Identitat der Flacheninhalte:

1(61_&}2:192&2_1612_

2| 2 2 4 4

1
AMt')ndchen = AA = Erz =
Der Gesamtflacheninhalt A der vier Mondchen ist dann:
A: 4Al\/lbndchen: 4AA = 4@3&2 = a2 = Ab

und damit gleich dem Flacheninhalt des Quadrats Ao, womit die ,Quadratur® der
Mondchenflachen gelungen ist.

lll. Betrachten wir ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b sowie der Hypote-
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nuse c, so gilt zunachst der Satz des Pythagoras:

a2 + b2 - CZ,

umgestellt zu:

a’+b”>-c*=0.

Wir betrachten die drei Halbkreise Uber den drei Dreieckseiten mit den Mittelpunkten auf

den Dreieckseiten und den Radien ry = a/2, r, = b/2 und r. = c/2. Der Halbkreis tber der
Hypotenuse sei zum Dreieck hin gerichtet, die anderen Halbkreise vom Dreieck weg.

Mondchen des Hippokrates tber rechtwinkligem Dreiec k

Der Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks berechnet sich Uber die Katheten:

1
AA :Eab,

die Flacheninhalte der Halbkreise sind:

2 P 2 2 2 2
Aazl E :lﬂzlaz’p‘bzl E :lﬂzlbz’p\::l E :li:lcz_
2 (2 8 2 2 8 2\ 2 2 4 8
Der Halbkreis Uber der Hypotenuse Uberlappt die Halbkreise Gber den Katheten in zwei
Kreisabschnitten, deren Flacheninhalt sich aus der Differenz von Flacheninhalt A. des
Halbkreises und Dreiecksflacheninhalt Ap ergibt. Folglich gilt fir die Gesamtflache A der
beiden M6ndchen:
1., 1 1

A=A+ A ~(A=A)ZA A ~A A = al+ bt cttabs

Laz+pz-ct)+tap=tm+lap=Lap=4,
8 278 2772

auf Grund von a®+b®-c® =0, d.h. des Satzes des Pythagoras. Der Flacheninhalt der
Mondchen ist mithin mit dem des Dreiecks identisch.

Geometrisch ist noch zu bemerken, dass der Halbkreis tUber der Hypotenuse ein Thales-
kreis ist und somit das Dreieck an der Ecke des rechten Winkels schneidet, so dass die
Kreisabschnitte in der Tat Teile der Kathetenhalbkreise sind. Zu beachten ist ferner, dass
sich die Flachenanteile der beiden Méndchen nicht im rechtwinkligen Dreieck widerspie-
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geln. Die oben genannte Identitat der Flacheninhalte der zwei M6ndchen auf der einen
und des rechtwinkligen Dreiecks auf der anderen Seite gilt nur insgesamt.
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Mondchen des Hippokrates Uber rechtwinkligen Dreiec ken
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