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Lineare Gleichungen und lineare Gleichungssysteme durchziehen den Mathematikunter-
richt in allen Schulformen bis hin zur Oberstufe der Gymnasien. Von daher ist es wichtig
und richtig, die Theorie der linearen Gleichungen und Gleichungssysteme einmal ge-
schlossen darzustellen, wie es hier im Folgenden geschehen soll: angefangen von den
linearen Gleichungen tber den Gaul3-Algorithmus bis hin zu den linearen Gleichungssys-
temen mit Parametern.

Mathematikprogramme zum Berechnen linearer Gleichungen und Gleichungssysteme sind
unter www.michael-buhlmann.de > Mathematik-Programme verfligbar.
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Theorie

|. Lineare Gleichungen

l.1 Algebra (von arabisch al-jabru) ist die mathematische Lehre von Rechenverknipfungen
auf Zahlenmengen, hier den reellen Zahlen. Lineare Algebra ist die Lehre von linearen
Gleichungen und Gleichungssystemen. Eine lineare Gleichung ist das Feststellen von
Gleichheit zwischen zwei linearen Termen vom Typ ax + b fur reelle Zahlen a, b und x,
wobei x fur eine rechnerisch zu ermittelnde Unbekannte (Variable) steht. Lineare Glei-
chungen haben mithin die Form:

ax+b=0

sowie die Losung:

1.2 Die Losung der linearen Gleichung ax+b =0 entspricht damit grafisch der Nullstelle
Xy einer Geraden Y = ax+b mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b, d.h.:

y=ax+Db
y=ax+b=0 a
o =D
b NTg

/

I.3 Das Losen linearer Gleichungen folgt den Regeln der reellen Algebra, d.h. in den Glei-
chungen wird bei additiver Verkniipfung ,+* addiert und subtrahiert, bei multiplikativer Ver-
knupfung ,-“ multipliziert und dividiert, Zahlen und Terme mit x werden zusammengefasst
(Assoziativ-, Kommutativ-, Bruchgesetze), wobei Vorzeichen vor Punktrechnung, Punkt-
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rechnung vor Strichrechnung gilt. AuRerdem gilt die Klammerrechnung, d.h. Klammern
konnen gemal den Distributivgesetzen gesetzt und aufgelost werden. Es ergeben sich
mithin die folgenden Rechengesetze fir reelle Zahlen a, b, c, d:

at0O=a,a—a=0,a+b=b+a,(a+tb)+c=a+(b+c)
la=a, gzl, ab =b-a, (ab)c = a(bc)

a(b+c)=ab+ac
+a=a,-la=-a, +(+a)=a, +(-a) =-a, -(+a) = -4, -(-a) = a
+(@a+b)=a+b,-(a+tb)=-a-b
a__ a_aln a _

y T 1n
1 b bﬁh b b

f_ad _a_-a_a
c bc’ b b -b

c _ £e
d bd "bd bd’C b
d

|.4 Beispiele: Die nachstehenden Beispiele verdeutlichen den Umgang mit linearen Glei-
chungen.

a) 7x =49 | :7
X=7 (Lésung)
2 4
3
X=— Ldsun
> (Losung)
C) 3x-4=0 | +4
3x=4 | :3
X= ﬂ (Lésung)
3 g
d) 12x+24=0 | -24
12 x=-24 | :2
X=2 (L6sung)
e) 8-4x=0 | -8
-4x = -8 | :(-4)
X=2 (Lésung)
f) 8—-4x=8 | -8
-4x =0 | :(-4)
x=0 (Lésung)
0) 14x-7=21 | +7
14x = 28 | :2
X=2 (L6sung)
h) 1 x+3=0 | -3
4
1 X=-3 | -4
4
x=-12 (L6sung)
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-11=4x+5
-16 = 4x
4x = -16
X=-4

5x = -12x
17x=0
x=0

3X—2=2x-3
x=2x-1
x=-1

4 —-6x =12 + 2X
-8 — 6x = 2x
-8 = 8x

X =-

2X — 2,5 = 4x
-2,5=2x
x=-1,25

|+
3

(Briche addieren)

| -5
(Bruchmultiplikation)

(Lésung)

|+2
5

(Briiche addieren)

| :2
(Lésung)

| -5

(Gleichung umdrehen)
| :4

(Lésung)

| +12x
| :17
(Lésung)

| +2
| -2x
(Lésung)

| -12
| +6x

| :8
(Lésung)

| -2

(Addieren)
| -2x

| :2
(Lésung)
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p)

a)

Y
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3Xx—9=9-3x
3x =18 — 3x
6x =18

Xx=3

2(x+4) = 3(x-1) + 2
2X+8=3x—-3+2

2Xx+8=3x-1
2Xx=3x—-9
-Xx=-9

Xx=9

16x = 6(x-2) — 2(x-6)
16X = 6x =12 — 2x+12

16x = 4x
12x =0
x=0

-3(x+2) =-4(3-2x) - 5
-3X—-6=-12+8x-5
-3X—6 =-17 + 8x
-3x + 11 = 8x

11 =11x

x=1

4(% -X) = 6(x—%)

1-4x=6x-3
4 — 4X = 6X
4 =10x

4 2
X:—:—

1¢C 5

1 1 1
—(x+3)=—(2-x)+=Xx
;XY= @=+

6(x+3) = 3(2-x) + 2x
6Xx + 18 =6 — 3Xx + 2X

6Xx+18=6—-X
6x =-12 — X
7x =-12
__12
7

1
SX=8=—-4(x -~
(x=2)

5x-8=-4x+1
5x = -4x +9

9x =9

x=1

| +9

| +3x

| :6
(Lésung)

(Ausmultiplizieren)
(Addieren)

| -8

| -3x

| -(-1)

(Lésung)

(Ausmultiplizieren)
(Zusammenfassen)
| -4x

| :12

(Lésung)

(Ausmultiplizieren)
(Zusammenfassen)
| +17

| +3x

|:11

(Lésung)

(Ausmultiplizieren)

| +3
| +4x
| : 10

(Lésung)

| -12 (Hauptnenner-Multiplikation)

(Ausmultiplizieren)
(Zusammenfassen)
| -18

| +x

| ;7

(Lésung)

(Ausmultiplizieren)

| +8

| +4x

| :9
(Lésung)



w) g —2=X4 6 | -12 (Hauptnenner-Multiplikation)
2X =24 =3x+ 72 | +24
2x = 3x +96 | -3x
-X =96 | -(-1)
X =-96 (L6sung)

X) é (2x+ %) = % (x— %) —1—56 | -16 (Hauptnenner-Multiplikation)
2(2x + %) =8(x —%) -5 (Ausmultiplizieren)
4x+1=8x—-2-5 (Zusammenfassen)
4x+1=8x—-7 | +7
4x + 8 = 8x | -4x
8 = 4x | :4
X=2 (Lésung)

I.5 Wir erkennen beim Ldsen der linearen Gleichungen noch folgende Vorgehensweise
und folgende Regeln:

I.  Bei Gleichungen mit Brichen: Multiplikation mit dem Hauptnenner der auftretenden
Bruiche (Aquivalenzumformung).

II. Zusammenfassen der Terme mit x und der Zahlen jeweils auf der linken und rechten
Seite der Gleichung unter Verwendung der Rechenregeln (Termumformungen).

lll. Gleichungsaddition und -subtraktion der zusammengefassten Terme mit x und der
Zahlen, so dass die Terme mit x auf der einen, die Zahlen auf der anderen Seite der Glei-
chung zu liegen kommen (Aquivalenzumformung).

IV. Teilen der Gleichung durch die Zahl, die im x-Term multiplikativ mit x verbunden ist.
Die Unbekannte x entspricht nun der Zahl auf der gegenuberliegenden Seite der Glei-
chung (Aquivalenzumformung).

Um also an das x in einer Gleichung ,heranzukommen*, wird in der Gleichung bei Aquiva-
lenzumformungen algebraisch ,umgekehrt* verfahren, also: Strichrechnung vor Punkt-
rechnung (Gleichungsadditionen und -subtraktionen vor -multiplikationen und -divisionen)
sowie: Gleichungsaddition bei Termen mit ,-“-Vorzeichen, -subtraktion bei Termen mit ,+“-
Vorzeichen, -multiplikation bei Termen mit ,geteilt”, -division bei multiplikativen Termen.
Auch kdnnen die Seiten einer Gleichung vertauscht werden. Es gelten etwa die Regeln:

a) ax+b=c | —b
ax=c-b
b) ax—-b=c | +b
ax=c+b
¢) E:b | -a
a
x=ab
d) ax=b | :a (a#0)
b
X=—
a

|.6 Das Folgende verdeutlicht die Art der Gleichungsumformungen noch einmal:
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Regeln: Beispiele:
a) Gleichungen vom Typ 7X+2=16 | -2
ax+b = c werden gel6st wie | 7x = 14 | :7
folgt: X=2
1) Subtraktion von b 12x — 28 = 8 | +28
2) Division durch a 12x = 36 | 12
X=3
76 =3x—-5 | +5
81 = 3x 3
X =27
b) Gleichungen vom Typ 10x + 20 = 40 — 10x | -20
ax+b = c+dx werden geldst |10x = 20 — 10x | +10x
wie folgt: 20x =20 | :20
1) Subtraktion von b x=1
2) Subtraktion von dx 5x—12 = 3x + 8 +12
3) Zusammenfassen der X |g, — 3y + 20 | -3x
4) Division durch die Zahl — .
2x =20 | :2
vor dem X x =10
Ax +24=x+4 | -24
-4x =x— 20 | -x
-5x =-20 | :(-5)
X=4
3X+7=-4x+ 112 | -7
3x =-4x + 105 | +4x
7x =105 | :7
x=15
-6x—-17=-9x -2 | +17
-6x =-9x + 15 | +9x
3x =15 | :3
X=5

c¢) Gleichungen mit Klam-
mern, die zuvor aufgelost
werden mussen gemal
den Regeln:
a(bx+c) = abx + ac
-a(bx+c) = -abx — ac
Vorzeichen &ndern sich auf

Grund von:
+.-+=+
+ - ==
—_ e 4 =
_ e —=+

2 — (2x + 5) = -30

Klammern auflosen

2-2x-10=-30 Zusammenfassen
-8 -2x=-30 | +8

-2X = -22 | :(-2)

x=11

87 +2:(8x—7) =105 Klammern auflésen
87 + 16x — 14 =105 Zusammenfassen
73 + 16x = 105 | -73

16x = 32 |:16

X=2

-4-(3x — 12) = -6x Klammern auflésen
-12x + 48 = -6X | +12x

48 = 6X | :6

X=28
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8 +10-(4x—-9) =198 Klammern auflésen
8 +40x —90 =198 Zusammenfassen
-82 + 40x =198 | +82
40x = 280 | :40
X=17
10-9:(x+3)=-10x + 6 Klammern auflésen
10 —9x — 27 =-10x +6 Zusammenfassen
-17 —-9x =-10x + 6 | +17
-Ox =-10x + 23 | +10x
X =23
d) Divisionsgleichungen x:12 = 40:3 | -12
von der Form x:a = b:c x =(40-12):3 Ausrechnen
werden geldst wie folgt: x =160
1) Multiplikation mit a 4x:3 = 24 | -3
2) Ausrechnen des Divisi- | 4, — 79 | :4
onsterms x =18
Divisionsgleichungen von
der Form a:x = b:c werden |2:X =40:20 | -x
gelost wie folgt: 2 =40:20-x 20
1) Multiplikation mit x 302‘140’( 40
2) Multiplikation mit ¢
3) Division durch b 16:x = 18:36 | -x
4) Ausrechnen 16 = 18:36-X | -36
16-36 = 18x |:18
16:2 =X Ausrechnen
X =32

I.7 Zum Ergebnis x einer linearen Gleichung kann auch eine Lésungsmenge L = {x} ange-
geben werden. Letzteres gilt im bisher behandelten Fall der eindeutigen Ldsbarkeit einer
Gleichung. Doch sind auch keine Ldsungen oder unendlich viele Lésungen mdglich, also:
L ={} (= @; leere Menge) bzw.: L = R.

1.8 Beispiele: Wir bestimmen zu den folgenden linearen Gleichungen die Losungsmenge:

a) 12(x-2) = 4(x+3) (Ausmultiplizieren)
12x — 24 = 4x + 12 | -4x
8x—-24=12 | +24
8x =36 | :8
Xx=45 (Losungsmenge:) L = {4,5}
b) IX+2-3x=12—-4x-2 (Zusammenfassen)
4x + 2 =10 —4x | +4x
8x+2=10 | -2
8x =8 | :8
x=1 (Losungsmenge:) L = {1}
C) 3x+5=3x-14 | -3x
5=-14 (falsche Aussage, Lésungsmenge:) L = { }
d) 3(x-2) + 6 = 3x (Ausmultiplizieren)
3X—6+6=3x (Zusammenfassen)
3x = 3x | -3x
0=0 (allgemein glltige Aussage, Losungsmenge:) L = R
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e) -3X + 4(1-x) = -7(x+1) + 11 (Ausmultiplizieren)

X+ 4 —-4x=-7Tx—-7 +11 (Zusammenfassen)

-IX+4=-Tx+4 | +7x

4=4 (allgemein giiltige Aussage, Losungsmenge:) L = R
f) 9x — 26 = 9(x-26) + 76 (Ausmultiplizieren)

OX—26=9x—-234 +76 (Zusammenfassen)

9x — 26 = 9x — 158 | -9x

-26 = -158 (falsche Aussage, Lésungsmenge:) L = { }
0) 5(x-5) +8=4x-12 (Ausmultiplizieren)

5x-25+8=4x-12 (Zusammenfassen)

S5X —17 =4x - 12 | -4x

X—17=-12 | +17

Xx=5 (Lésungsmenge:) L = {5}

1.9 Aufgaben: Bestimme die Losung (LOsungsmenge) der folgenden linearen Gleichungen:

a) 4x=7 b) 3x+7 =46
C) 34x+12 =104 —12x d) 11x+3—-3x=-15+5x
e) 23x+28—-4x+12=2x+ 130 - 13x f) 12x—(9-6x)=2x-1
g) 2(x+2)—-10=5x—-7—3x h) 4(x-3) — 3(x-4) = 2(x+12)
i) 1(2X+6):5x+9—7x i) X;4+1=§
2 6 2 4
+
K ax+X=X*% 4 ) 3x-8+X3-2-Lyip
4 4 8 3

ll. Lineare Gleichungen mit Parameter

II.1 Lineare Gleichungen mit Parameter sind Gleichungen, in denen neben der Unbekann-
ten x ein/mehrere beliebige/r feste/r reelle/r Parameter a, k, t 0.a. vorkommt/vorkommen.
Fur das Errechnen der Variable x gelten mithin dieselben Regeln wie bei den linearen
Gleichungen ohne Parameter.

II.2 Beispiele: a) Mit dem Parameter k gelten die Umformungen der folgenden linearen
Gleichung mit der Variablen x:

2x+6 +k =3k | -k
2x +6 =2k | -6
2x=2k -6 | :2
x=k-3 (Losungsmenge:) L = {k-3}
b) Mit Parameter t und Variable x ergibt sich:
tX—5x+t=5 (Ausklammern)
X(t-5)+t=5 | -t
X(t=5)=5-t | :(t-5) fur t-5+0, d.h.: t+5
5-t t-5
X=— 7 —=—-__=-1
t-5 t-5

Da wir bei t=5 nicht durch 0 teilen durfen, haben wir t-5+0, also t+5 vorausgesetzt. LO-
sungsmenge ist hierbei: Lizs = {-1}. Neben dem Fall t+5 ist allerdings noch der Fall t=5 zu
betrachten. Hier gilt, wenn wir t=5 in die Gleichung x(t-5) = 5 —t einsetzen:
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x0=0

0=0

0 = 0 ist eine allgemeingiltige Aussage, deswegen ist die Gleichung im Fall t=5 fur alle x
erfullt. L6sungsmenge ist hier: Li-s = R.

c) Parameter sei im Folgenden a, die Variable heif3t x:

ax + x +1 = a? (Ausklammern)
(a+1)x + 1= a* | -1
(a+l)x=a’ -1

Fall 1: a+1+0 & a#-1:

(a+tl)x=a’-1 | :(a+1)
2 - —
- aa+11 = @ -'(-;-)_'(_?_) ) =a-1 (Lésungsmenge:) Laz1 = {a-1}
Fall 2: a=-1:
(-1+1)x = (-1)* -1
Ox=0
0=0 (Losungsmenge:) La-1 = R

I1.3 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungen mit Parameter a, k oder t:

a) 4x+a=2a b) 7x+ 2t=21 -5t
c) ax+5=x+a d) k*(x+4) = x(2k-1) + 4
e) kx(k-1)—3(2x-1) =k f) %x+4t:—tizx,t¢o

lll. Lineare Gleichungssysteme
mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten

lll.1 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen x und y und den reellen Konstanten
ai,b1,c1, az,by,co bestehen aus zwei linearen Gleichungen (I, 1) dergestalt, dass gilt:

aixX + b1y =c1 (1)
apxX + by = ca (1)

Das lineare Gleichungssystem hat auf der Seite rechts der Gleichheitszeichen, der rechten
Seite, Zahlen ohne Unbekannte, auf der linken Seite (lineare) Terme mit den Unbekann-
ten. Das lineare Gleichungssystem hat dann entweder keine Lésung, eine Losung oder
unendlich viele Lésungen. Zur Bestimmung der Variablen x und y ergeben sich die Vorge-
hensweisen: Gleichsetzungsverfahren, Einsetzungsverfahren, Additionsverfahren (ein-
schlie3lich des Subtraktionsverfahrens).

l1l.2 Gleichsetzungsverfahren: Beide Gleichungen sind bzw. werden nach derselben Vari-
ablen aufgel6st, die zwei Ausdriicke, die diese Variable darstellen, werden gleichgesetzt.
Dann wird die daraus entstandene Gleichung nach der anderen Variablen aufgeldst, die
Lésung in eine der nach der ersten Variablen aufgelosten Gleichung eingesetzt, um die
zweite Variable zu errechnen.

Konkreter gilt fur ein Gleichungssystem der Form:

y = mix +ny
Y =mX+ Ny
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mit reellen Zahlen my, my, n;, n, die Gleichsetzung:
miX+ Ny =myX+no

Die Gleichung in x kann nach x aufgelost, das errechnete x in y = mix + nj oder in
y = myX + np zur Bestimmung von y eingesetzt werden. Analoges gilt, wenn die Rollen von
x und y vertauscht sind.

[11.3 Die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit zwei Variablen und zwei
Gleichungen besteht im Fall der Eindeutigkeit aus einem Paar reeller Zahlen oder einem
zweidimensionalen Punkt (x]y): L = {(x]y)}.

Ausdricke der Form y = mx + n kénnen wir zudem als Geraden mit Steigung m und y-
Achsenabschnitt n interpretieren, so dass das Losen eines linearen Gleichungssystems
mit zwei Variablen und zwei Gleichungen mit dem Errechnen des Schnittpunktes S(x|y)
zweier Geraden gi:: Yy = mix + np und g2: y = myX + n, identifiziert werden kann.

v

/

l1l.4 Beispiele: a) Wir verwenden das Gleichsetzungsverfahren zur Lésung des nachste-
henden linearen Gleichungssystems:

X=7=y+3 | +7
2x =4y -10 | :2

x=y+10 |

X=2y-5 Il (Gleichsetzen | = 1)
x=y+10 |

y+10=2y-5 |-y

x=y+10 |

10=y-5 | +5

x=y+10 |

y =15 Il (Einsetzen von x in 1)
x=15+10=25

y =15 (Losung:) X =25,y =15
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b) Der Schnittpunkt der beiden Geraden g;: y = 2x + 5 und g»: y = 17 — x soll bestimmt
werden. Es ergibt sich das lineare Gleichungssystem:

y=2x+5 |

y=17-X Il (Gleichsetzen | = 11)

y=2x+5

2x+5=17-X | +x

y=2x+5

3xX+5=17 | -5

y=2x+5

3x=12 | :3

y=2x+5 |

Xx=4 Il (Einsetzen von x in 1)
y=24+5=8+5=13

Xx=4 (Losung:) X = 4, y=13

Schnittpunkt der beiden Geraden ist also: S(4|13).

c) Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem, das nach Umstellen der beiden
Gleichungen nach y durch das Gleichsetzungsverfahren gelost wird:

X+y=24 I | -X (Auflésen nach y)
4x — 2y =-120 I

y=24-x |

4x — 2y =-120 I] -4X (Auflésen nach y)
y=24-x

-2y =-120 — 4x | :(-2)

y=24-x |

y =60 + 2X Il (Gleichsetzen | = II)
y=24-x

24 —x =60 + 2x | +x

y=24-x

24 =60 + 3x | -60

y=24-x

-36 = 3x | :3

y=24-x |

x=-12 Il (Einsetzen von x in 1)
y=24—(-12) =24+12 =36

x=-12 (Losung:) X =-12,y = 36

(Losungsmenge:) L = {(-12|36)}

[11.5 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme mit dem Gleichsetzungs-
verfahren:

a) y=2x+5 b) x=5y+3
y=-X+8 2x =12y

C) y+4=x+3 d) 2(x+1) =5(y-12) + 8y + 17
2y =x+5 6x = 5y + 3(y-3) + 29

[11.6 Einsetzungsverfahren: Eine Gleichung ist hier nach einer Variablen aufzulésen, diese
Variable wird in die andere Gleichung einsetzen, so dass die Losung dieser Gleichung mit
nur einer Variablen ermittelt werden kann. Anschliel3end ist die gefundene Losung in die
Gleichung fur die aufgeldste Variable einzusetzen.
Konkreter gilt fur ein Gleichungssystem der Form:
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y = mMix +ny
X = may + Ny

mit reellen Zahlen my, my, ny, n, die Einsetzung:

y =my(mzy +nz) + Ny,
so dass sich gemafd den Umformungen: y = my(myy + ny) + np &y = mimyy + miny + Ny

&y —mimyy = min; + N & y(1 — mimy) = min, + n; als Losungen ergeben (mym, +# 1):

m, B b,

_ mlnz +n1
1-mm, ’

y

1-mm,

[11.7 Beispiele: a) Wir verwenden das Einsetzungsverfahren zur Losung des folgenden li-

nearen Gleichungssystems:

y=8x-5
x=5y-1
y =8(5y-1) -5
Xx=5y-1
y=40y-8-5
x=5y-1
y =40y - 13
x=5y-1
-39y = -13
Xx=5y-1

_1
Y73
Xx=5y-1

_1

3
x=5-£—1:g

3 3

b) Analog gilt nach Gleichungsumformungen:

2X+4y =8
X+3y=1
2x+4y =8
-Xx=1-3y
2X+4y =8
x=-1+3y
2:(-1+3y) +4y =8
Xx=-1+3y
-2+6y+4y=8
Xx=-1+3y
10y = 10
x=-1+3y
y=1
Xx=-1+3y
y=1
Xx=-1+3-1=2

I
Il (Einsetzen von x in |)

| (Ausrechnen)
Il

| (Zusammenfassen)
Il

| -39y

| :(-39)
I

| (Einsetzen von y in Il)

(Lésung:) X:g ) y=1
3 3
(Losungsmenge:) L = {(Z‘Ej}
3|3
|
1| -3y

| -(-1)
|

Il (Einsetzen von x in |)
I

Il

| +2

[:10
Il (Einsetzen von y in Il)

| (Einsetzen von y in Il)
Il

(Losung:) X=2, y=1
(Losungsmenge:) L = {(2|1)}
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[11.8 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme mit Hilfe des Einsetzungs-

verfahren:

a) y=4x-29
2x+y=19

C) 2y=2x-16
X =23 -4y

b) 5x=7-2y
10x — 3y =49
d y=5x-3

12x + 3y + 10 = 2(y-3)

[11.9 Additionsverfahren: Hier fuhrt die Addition des Vielfachen einer Gleichung zu der an-
deren zur Elimination einer Variablen. Die zweite Variable kann bestimmt werden, Einset-
zen in eine der Ursprungsgleichungen fuhrt zur Bestimmung der anderen Variablen.
Genauer haben wir das lineare Gleichungssystem mit den folgenden Umformungen

aix + by =¢;
axx + by =c;
boaix + bobyy = bocy
-biax — biboy = -bic,
boa;x + bobyy = bocy
(b2a;—b1a2)x = baCy — bac
boa;x + bobyy = bocy
— -bc,
b,a, —ba,
by, 280 b e,
b,a, -ba,
b b,c, —-bc,
Zal b1a2
a102 a2C1
Zal blaZ
— -bc,
b,a, —ba,

1] -b2

] -(-ba)

|

Il (Addition | + II)

|

I | Z(bzal—blaz) +0
|

Il (Einsetzen in 1)

| (Auflésen nach y)

Im Falle des linearen Gleichungssystems
ax + by =C
axx +by=c,
lasst sich das Subtraktionsverfahren als Spezialfall des Additionsverfahrens anwenden
(mit reellem b). Subtraktion der beiden linearen Gleichungen ergibt:
(ai—az)x=c1—-cz,
was Ausgangspunkt fur die weiteren Umformungen des linearen Gleichungssystems ist.

[11.10 Beispiele: a) Wir Il6sen mit dem Additionsverfahren:

3x—4y =20 1] -4
-4X + 6y = -24 -3

12x — 16y = 80 |

-12x + 18y = -72 Il (Addition | + 11)
3x—4y =20 |

2y =8 nl:2

3x—4y =20 |

y=4 Il (Einsetzen in 1)
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3x—44=20 | +16

y=4 I

3x =36 1 :3

y=4 I

x=12

y=4 (Losung:) Xx=12, y=4

(Losungsmenge:) L = {(12|4)}

b) Ebenfalls nach dem Additionsverfahren gehen wir bei dem folgenden linearen Glei-
chungssystem vor:

5x+4+2y =10 | -4

4x -3 +3y=-1 | +3

5x+2y =6 -3

Ax +3y=2 | -(-2)

15x + 6y = 18 |

-8x -6y =-4 Il (Addition 1 + 11)
5x+2y =6 |

7x=14 ny:7

5x+2y =6 |

X=2 Il (Einsetzen von x in 1)
52+2y=6 |

X=2 I

2y =-4 1] :2

X=2 I

y=-2

X=2 (Losung:) X=2, y=-2

(Losungsmenge:) L = {(2|-2)}

[11.11 Aufgaben: Loése die folgenden linearen Gleichungssysteme mit Hilfe des Additions-
verfahrens (bzw. auch Subtraktionsverfahrens):

a) 4x+3y=10 b) 5x + 8y =29
7x — 3y =56 7X + 5y =53
C) 4Xx—-9+2y=x+8 d) Z+§:2
Xy
3x+12 =37 -4y ﬂ—1—1:—10
Xy

Zur letzten Aufgabe ist zu sagen, dass wir die dort auftretenden Kehrwerte durch neue

. o1 1 L . .
Variablen X’ und y’ ersetzen mit: X=—, y'== und somit ein ,normales” lineares Glei-
X y

chungssystem erhalten. Die Kehrwerte von dessen Lésungen sind die Losungen x, y des
urspringlichen Gleichungssystems (Substitution).

[11.12 Wie lineare Gleichungen kénnen auch lineare Gleichungssysteme verschiedene Ar-
ten von Losungen haben (L&sbarkeit). Eine falsche Aussage fuhrt zur Unlésbarkeit, eine
allgemein gultige zur mehrdeutigen Losbarkeit des linearen Gleichungssystems mit unend-
lich vielen Lésungen. Im letzten Fall muss ein Parameter eingefiihrt werden. Der reelle
Parameter, z.B. t, ist dann gleich der einen Variable, die andere Variable befindet sich
(meist) auch in linearer Abhéngigkeit zum Parameter.

Wir beachten die Situation, dass bei mehrdeutiger Lésung das lineare Gleichungssystem
aus nur einer Gleichung mit zwei Unbekannten besteht (die zweite Gleichung ist von der
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Form 0 = 0). Dann gilt:
ax+hy=c
ax+by=c

y=t

ax+bt=c

y=t

Cc
x=—=-—t
a

o |oT

y=t

(Einfihren des Parameters: y = t)

(Einsetzen in die Ursprungsgleichung)

(Auflésen nach x; a+0)

c b
(Lésung:)) X = — ——
a

(Losungsmenge:) L = {

t,

Ea‘a”tj““}

[11.13 Beispiele: Wir bestimmen zu den folgenden linearen Gleichungssystemen die L06-
sungsmenge:

a)

b)

2x+5y =8
4x + 10y = 16

| -(-2)

-4x — 10y = -16
4x + 10y = 16

(Addition der Gleichungen)

2x+5y =8
0=0

2x+5y =8
y=t

(Einsetzen in Ursprungsgleichung)

2X+5t=8
y=t

(Auflésen nach x) | -5t

2x =8 -5t
y=t

| :2

X=2-2,5t
y=t

12(x-5) = 3(y+5)
3(x+4) = 4(y-12)

(Losungsmenge:) L = {(2-2,5t|t)| teR}

| :3

4(x-5) =y +5 (Ausmultiplizieren)

3(x+4) = 2(2y-9)

4x —20 =y +5 | -y, +20

3x+12=4y-18 | -4y, -12

4x —y =25 | -(-4)

3x—4y =-30

-16x + 4y = -100

3x—4y =-30 (Addition der Gleichungen)

4x —y =25

-13x =-130 | :(-13)

4x —y =25

x=10 (Einsetzen in die andere Gleichung)
40 -y =25 | -40, -(-1)

x=10

y=15

x =10 (Losungsmenge:) L = {(10|15)}
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C) 2(x+1) + 3(y+2) = 20 (Klammern auflésen)
4(2-x) — 6(y-2) = -12

2x+2+3y+6=20 (Zusammenfassen)
8—-4x -6y +12=-12

2x + 3y =12

-4x — 6y +20 = -12 | -20

2x + 3y =12 | -2

-4x — 6y = -32

4x + 6y = 24

-4x — 6y = -32 (Addition der Gleichungen)

4x + 6y = 24

0=-8 (falsche Aussage, Lésungsmenge:) L = { }

[11.14 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten:

a) 4x+12y=-8 b) 5(x-3) + 6(y-7) =0
-2 + 20y = -22 25x — 7(y-2) = 40
c) 4(2x+3) —3(2y-3) =17 d) 4x -3y =20 - 80x
-8(x-y) + 10(x+y) = 38 8x =18y -4
2 4 1 7 x y_ 1
X——y=ZX-— Z+l=-=
e) 3 5 2 2 4 3 12
1X"‘iy:E f) E—X:l
4 1C 4 2 6 3
X“2y 27X _X Lx+gp+Y=01
g) 3 5 6 h) 9 6
2x+4y =6 XL iy-20=10
3 10(y )
) 4(x-2y+3) — 3(x+y-7) = 15(2y-3) X X+2y y
2(x+y) + 4(2x-8) = 12(4x-7y-1) 8 + 2 +ﬂ3 =3
Doy y-x x_,
10 8 4

V. Gaul3-Algorithmus:
Lineare Gleichungssysteme

IV.1 Ein (allgemeines) lineares Gleichungssystem bestehe aus m Gleichungen (durch-
nummeriert von 1 bis m) und n Unbekannten und habe die Form:

aiXy +bxo + ... +aiXn=b; (1)
Ap1X1 + @xXo + ... + A2nXn = b2 (2)

amiX + amaX2 + ... + @nXpn = by (M)
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mit den reellen Variablen x, ... Xn, den reellen Koeffizienten a;1, ... amn und reellen Ergeb-
nissen (rechten Seiten) by, ... bp,.
Das lineare Gleichungssystem lasst sich dann in Matrixdarstellung mit Koeffizientenmatrix

->

A, LOsungsvektor _x und Ergebnisvektor b darstellen als:

AX = b
mit:
&; 4, ... A, X by
a, a a, | > |X| > |b
A — 21 22 2 , X = 2 , b - 2
a a a X b

In abgekirzter Matrixdarstellung (unter Vernachlassigung des Losungsvektors) lautet das
lineare Gleichungssystem in der Form der durch die rechte Seite erweiterten Koeffizien-
tenmatrix:

(Al b)
oder:
a; 8 ay, b,
a21 a22 a2n b2
amn am2 amn bm

Fur die Koeffizientenmatrix A heildt (a11, a2, ass, ...) die Hauptdiagonale der Matrix. A be-
sitzt Dreiecksgestalt, wenn unterhalb der Hauptdiagonalen alle Matrixelemente den Wert 0
haben. A hat Diagonalgestalt, wenn auf3erhalb der Hauptdiagonalen alle Matrixelemente
den Wert 0 haben. Im Falle von Dreiecks- oder Diagonalgestalt der Koeffizientenmatrix
lasst sich dann die Lésung (Xq, ... Xn) leicht bestimmen, im anderen Fall sind Koeffizien-
tenmatrix und Ergebnisvektor (by, ... by) so umzuformen, dass eine Dreiecks- oder Diago-
nalgestalt der Koeffizientenmatrix entsteht. Dies ist der Inhalt des Gaul3-Algorithmus.

Das lineare Gleichungssystem heil3t homogen, wenn by = b, = ... = b, = 0 gilt, ansonsten
inhomogen. Ist n = m, so heifl3t das Gleichungssystem guadratisch (wegen der quadrati-
schen Gestalt der Koeffizientenmatrix).

IV.2 Wir betrachten zunachst den Fall eindeutiger Losbarkeit, der nur dann gegeben ist,
wenn das Gleichungssystem aus n Gleichungen und n Unbekannten (also: n = m) besteht,
also quadratisch ist. Zur Losung solcher linearer Gleichungssysteme verwendet man den
Gaul3-Algorithmus (Gaul3sches Eliminationsverfahren), d.h. die folgende Vorgehensweise:

1) Das lineare Gleichungssystem aus Gleichungen und Unbekannten wird in Matrixdarstel-
lung umgeschrieben; eine Gleichung entspricht einer Zeile, eine Unbekannte einer Spalte
in der Matrix, die rechte (Zahlen-, Ergebnis-) Seite des Gleichungssystems bildet die letzte
Spalte der Matrix; die Anzahl der Gleichungen und Unbekannten sei identisch. 2) Beim
Gaul3-Algorithmus werden, beginnend vom Anfangstableau, Nullen unter der Hauptdiago-
nalen wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 1. Spalte, beginnend mit der
Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 2,
so werden alle Matrixelemente in Zeile 2 mit a multipliziert, alle Matrixelemente in Zeile 1
mit b multipliziert und Produkt minus Produkt als neue Matrixelemente der Zeile 2 gebildet
(Vorgehensweise (*)). Ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in Zeile
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3, so gilt die analoge Vorgehensweise (*) usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 2.
Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend mit der Gleichung in Zeile 3; ist a
das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 3, so gilt die analoge Vor-
gehensweise (*), und dies weiter fur Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 3.
Schritt usw., bis die letzte Matrixspalte erreicht ist. 3) Ist im Endtableau des Gaul3-
Algorithmus die Dreiecksgestalt gegeben, so gilt fur die Variable z der letzten Spalte mit
dem dazugehoérenden Matrixelement a+0 und dem Element b der rechten Seite: az = b &
z = b/a. / Fur die Variable y der vorletzten Spalte mit dem dazugehdrenden Matrixelement
c+0, dem Matrixelement d und dem Element e der rechten Seite gilt: cy+dz = e & cy =
e — (db)/a < y = elc — (db)/(ac) / usw., bis die Variable der ersten Matrixspalte errechnet
ist. 4) Die Losungsmenge besteht in diesem Fall — wegen der Eindeutigkeit der Lésung —
aus einem Zahlentupel, also: L = {(I|m|...|t)} mit reellen Zahlen I, m, ... t.

Der GaulRR-Algorithmus ist damit ein verallgemeinertes Additionsverfahren, wie wir es bei
linearen Gleichungssystemen mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten kennen ge-
lernt haben. Die obige Vorgehensweise erzeugt dabei eine Koeffizientenmatrix in Drei-
ecksgestalt. Wird in den Schritten 2, 3 ... die Subtraktion des Vielfachen der Zeile 2, 3 ...
auch auf die entsprechenden Vielfachen der vorhergehenden Zeilen ausgedehnt, so erhalt
man automatisch die Diagonalgestalt der Koeffizientenmatrix.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir schliel3lich davon ausgehen, dass alle
Koeffizienten und rechten Seiten des linearen Gleichungssystems ganzzahlig sind (Ganz-
zahligkeit). Sollten namlich in Gleichungen Briche auftreten, so sind die Gleichungen mit
dem Hauptnenner zu multiplizieren. Zudem kann jede lineare Gleichung in die Form aj;X;
+ appXz + ... + aipXn = by, 1 =1, ...m, gebracht werden, etwa durch Auflésen von Klammern,
Zusammenfassen von Termen und Gleichungsadditionen und -subtraktionen. Was
schlie3lich die Subtraktion des Vielfachen der unverandert bleibenden (Bezugs-) Zeile
zum Vielfachen einer anderen Zeile anbetrifft, so spielt hier das kleinste gemeinsame Viel-
fache von Diagonalelement und Spaltenelement oberhalb oder unterhalb des Diagonal-
elements eine wichtige Rolle. All dies geht aus dem Folgenden hervor.

IV.3 Beispiele: Im Folgenden werden lineare Gleichungssysteme auf Dreiecksgestalt ge-
bracht, die Gleichungssysteme dabei in Matrixdarstellung wiedergegeben.

a) Lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten:

2x+3y=8

X+4y =7 » Matrixdarstellung (mit durchnummerierten Zeilen):
X y rechte Seite

2 3 8 < (unveranderte Bezugszeile (1))

-1 4 7 2:(2) + (1) (Zeilenaddition)

2 3 8

0 11 22 » Losungen:

1ly=22 & y=2
2X+32=82x=2 & x=1
P Losungsmenge: L = {(1]2)}

b) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten:

x+y=1

XxX—z=-1

X+y+z=-2 P Matrixdarstellung:

X y z rechte Seite

1 1 0 1 < (Bezugszeile (1))

1 0 -1 -1 (2) — (1) (Zeilenaddition)
1 1 1 -2 (3) — (1) (Zeilenaddition)
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1 1 0 1

0 -1 -1 -2

0 0 1 -3
» Losungen:
z=-3

<+ (Bezugszeile (2))
(3) + (2) (Zeilenaddition)

y-(3)=-2®-y=-5>y=5

X+5=1&x=-4

» Losungsmenge: L = {(-4|5]-3)}

) Lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen und vier Unbekannten:

X+2y—z+2w=-6
2X—-y+3z—-w=18
3x-3y+z+w=20

X+y—4y+5z=-12 » Matrixdarstellung:

X y z w rechte Seite
1 2 -1 2 -6
2 -1 3 -1 18
3 -3 1 1 20
-1 1 -4 5 -12
1 2 -1 2 -6
0 -5 5 -5 30
0 -9 4 -5 38
0 3 -5 7 -18
1 2 -1 2 -6
0 -1 1 -1 6

0 -9 4 -5 38
0 3 -5 7 -18
1 2 -1 2 -6
0 -1 1 -1 6

0 0 -5 4 -16
0 0 -2 4 0

1 2 -1 2 6
0 -1 1 -1 6

0 0 -5 4 -16
0 0 0 8 48

8w=48 &w=6

< (Bezugszeile (1))
(2) —2-(1)
(3)-3-(1)

(4) + (1)

:5 (Vereinfachung)

< (Bezugszeile (2))
(3)-9(2)
(4) +32)

<+ (Bezugszeile (3))
5-(4) - 2:(3)

» Losungen:

5z2+46=-16 > -52z2=-40~>2=8

-Yy+8-6=6&-y=4&y=-4

X+2{(4)-8+26=-6=>Xx—-8+8+12=-6 ¢ x=-18
P Losungsmenge: L = {(-18|-4|8|6)}

Im vorangehenden Beispiel wurde die Zeile (2), mit der im 2. Schritt gerechnet werden
sollte, zunachst vereinfacht, um bei den auftretenden Multiplikationen nicht zu grof3e Zah-
len entstehen zu lassen. In dieselbe Richtung geht der Gebrauch des kleinsten gemein-

sames Vielfachen in den zwei folgenden Beispielen.

d) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten:

+2x+2y+2z2=7
-Ix+2y+2z=1
+2X -2y+4z=4
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Anfangstableau:
X yz|R.S.
222 7
122 1
2-24| 4
1. Schritt: 2*(2) + 1*(1) / 1*(3) - 1*(1)
2227
066]|9
0-42]|-3
2. Schritt: 3*(3) + 2*(2)
22 2|7
06 6|9
0018]9
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+2x+2y+ 2z=7
+6y+ 6z=9
+18z=9
Ldsungen des linearen Gleichungssystems:
z=05
y=1
X=2

e) Lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen und vier Unbekannten:
+1x + 1y +1lu=6
+ 1x +1z+1lu=4
+1ly+1z+1u=2
+1x+1ly+1z =9
Anfangstableau:

Xyzu|R.S.

1101| 6

1011| 4

0111 2

1110 9

1. Schritt: 1%(2) - 1*(1) / 1*(4) - 1%(1)
1101|6

0-11 0]-2
0111] 2
001-1] 3

2. Schritt: 1*(3) + 1*(2)
1101|6

0-11 0]-2
0021|0
001-1] 3
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3. Schritt; 2*(4) - 1*(3)

110 1|6
0-11 0]-2
0021]0
0 00-3| 6

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x + 1y +1lu= 6

-ly+1z =-2
+2z+1u=0
-3u=6
Losungen des linearen Gleichungssystems:
u=-2

X< N
I n
g wrE

IV.4 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme nach dem Gaul3-
Algorithmus durch Umformen in die Dreiecksgestalt:

a) - 5x+ 5y =5 b) + x-2y+ z=0
+ 2X +3z=11 +2x+3y -4z=1
+7y-2z= 8 -3X+4y+ z2=2
C) +10x+ 4y+3z+ 2u = 3 d + x+y-2z+u-v= -1
- 6x+ 8y+7z+ 4u =-7 + X-y+ z+u+2v= 1
+14x - 2y+5z+ 3u = 6 -2x+y- z-u+v =23
+ 8x+12y - 9z+10u=-4 - X-y+2z-u-v =-23

+ X-y- z+u+2v= 1

IV.5 Beispiele: Wir formen nun unter Benutzung des GaulR3-Algorithmus lineare Glei-
chungssysteme in Diagonalgestalt um.

a) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten:
+3x+5y+8z2=31

+3x + 6y + 9z =36

+4x+7y+9z2=35

Anfangstableau:

xyz|R.S.
358| 31
369| 36
479| 35
1. Schritt: 1*(2) - 1*(1) / 3*(3) - 4*(1)
35 8] 31
01 1] 5
01-5]|-19
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2. Schritt: 1*(1) - 5*(2) / 1*(3) - 1*(2)
30 3| 6
011 5
00-6|-24
3. Schritt: 2*(1) + 1*(3) / 6*(2) + 1*(3)
60 0]-12
06 0| 6
00-6|-24
Teilen: (1):6 / (2):6 / (3):(-6)
100]-2
010] 1
001] 4
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x =-2

+1ly =1

+1z= 4

Losungen des linearen Gleichungssystems:
X=-2
y=1
z=4

b) Lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen und vier Unbekannten:

+ 2X1 + 5Xo + 4X3 + TX4 = -2
+ 3X1+ X+ IX3+9X4 = 2
+ 4X1 + 9X + 6X3 + 5x4 = -2
+ 7X1+ 2Xo + 5X3+ 34 = 2

Anfangstableau:

X1 X2 X3 X1 | R.S.

2547 -2
37109 2
4965 -2
7253 2

1. Schritt: 2%(2) - 3*(1) / 1%(3) - 2*(1) / 2(4) - 7(1)

2 5 4 7|-2

0 -1-10 -3]10

0 -1 -2 -9| 2

0-31-18-43|18

2. Schritt: 1*(1) + 5*(2) / -1*(3) + 1%(2) / -1*(4) + 31%(2)
2 0 -46 -8| 48

0-1 -10 -3| 10

00 -8 6| 8

0 0-292-50|292
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3. Schritt: -4*(1) + 23*(3) / -4*(2) + 5*(3) / -2*(4) + 73*(3)
-80 0170 -8
040 42| 0
00-8 6| 8
00 0538| O
4. Schritt: 269*(1) - 85*(4) / 269*(2) - 21*(4) / 269*(3) - 3*(4)
-2152 0 0 0]-2152
01076 0 O] 0
0 0-2152 0| 2152
0 0 0538 | 0
Teilen: (1):(-2152) / (2):1076 / (3):(-2152) / (4):538

1000] 1
0100] O
0010]|-1
0001] 0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq =1
+ 1x, =0
+ 1X3 =-1
+ 1X4 = 0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
Xx1=1
X2 =0
X3 = -1
Xq = 0
c) Lineares Gleichungssystem mit fiinf Gleichungen und finf Unbekannten:
+ 1x1 + 1X5 +1x5=4
+ 1X, - 1X3 + 1Ix5=2
- 1xq + 1X3 + 1X4 =2
+ 1xq +1X4 - IX5=2
+ 1X, + 1X3 - 1X4 =1

Anfangstableau:
X1 X2 X3 X4 X5 | R.S.
11001]
01-10 1|
-1 0110]|
1001-1]
011-10|] 1

1. Schritt: 1*(3) + 1*(1) / 1*(4) - 1*(1)
11001| 4

01-101]2

01111|6

0-101-2]|-2

011-10]1

N NN B
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2. Schritt: 1%(1) - 1*(2) / 1*(3) - 1*(2) / 1*(4) + 1*(2) / 1*(5) - 1*(2)
10100] 2
01-1 0 1] 2
002 10| 4
00-1 1-1] 0
00 2-1-1]-1
3. Schritt: 2*%(1) - 1%(3) / 2(2) + 1%(3) / 2*(4) + 1(3) / 1*(5) - 1*(3)
200-1 0] 0
0201 2|8
002 10| 4
000 3-2| 4
000-2-1]-5
4. Schritt: 3*(1) + 1%(4) / 3%(2) - 1%(4) / 3%(3) - 1*(4) / 3*(5) + 2*(4)
6000-2| 4
0600 820
0060 2| 8
0003-2| 4
0000-7| -7
5. Schritt: -7*(1) + 2*(5) / 7*(2) + 8*(5) / 7*(3) + 2*(5) | -7*(4) + 2*(5)
42 0 0 00]|-42
042 0 0 0| 84
0 042 0 0] 42
0 0 0-21 0]-42
000 0-7] -7
Teilen: (1):(-42) / (2):42 1 (3):42 | (4):(-21) / (5):(-7)
100001
01000]2
00100]1
00010]2
000011

Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 1xq =
+ 1X, =
+ 1X3 =
+ 1X4 =2
+1x5=1
Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1=1
Xo = 2
X3=1
Xq = 2
Xs=1
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IV.6 Aufgaben: Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme nach dem Gaul3-
Algorithmus durch Umformen in die Diagonalgestalt:

a) + x+ y+ z=14 b) -2x;+4x,+ X3= 9
+2x+ y+3z=32 +3Xy +2Xo+ X3=-4
+3x+2y+ z=22 -BX1+ Xo+2x3=-9

C) + x+ y+ z+u=7 d -2x-2y+ z+3u+v =3
+2x -3y -2z+4u= 7 + X-2y-2z2+u +3v=4
+3x- y+ z+2u=10 +3X+ y-22-2u+v =2
+ X+2y+ 3-u=6 + X+3y+ z-2u-2v=1

-2X+ y+3z+u -2v=5

IV.7 Im Falle einer beliebigen Anzahl von m Gleichungen und n Unbekannten gilt hinsicht-
lich des GaufR3-Algorithmus zur Losung des Gleichungssystems die folgende Vorgehens-
weise:

1) Das lineare Gleichungssystem aus Gleichungen und Unbekannten wird in Matrixdarstel-
lung umgeschrieben; eine Gleichung entspricht eine Zeile, einer Unbekannten einer Spalte
in der Matrix, die rechte (Zahlen-) Seite des Gleichungssystems bildet die letzte Spalte der
Matrix; die Anzahl der Gleichungen und Unbekannten kann auch verschieden sein. 2)
Beim Gaul3-Algorithmus werden, beginnend vom Anfangstableau, Nullen unter der Haupt-
diagonalen wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 1. Spalte, beginnend
mit der Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in
Zeile 2, so werden alle Matrixelemente in Zeile 2 mit a multipliziert, alle Matrixelemente in
Zeile 1 mit b multipliziert und Produkt minus Produkt als neue Matrixelemente der Zeile 2
gebildet (Vorgehensweise (*)). Ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element
in Zeile 3, so gilt die analoge Vorgehensweise (*) usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht
ist. / 2. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend mit der Gleichung in Zeile
3; ist a das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 3, so gilt die ana-
loge Vorgehensweise (*), und dies weiter flr Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht
ist. / 3. Schritt usw., bis die letzte Matrixspalte erreicht ist. Es entsteht dadurch das End-
tableau des Algorithmus, das auf die Art der Loésungen und die Losungen des linearen
Gleichungssystems hinweist geméal3 den folgenden Fallen:

Fall | — eindeutige Ldsung: 3/I) Ist im Endtableau des Gaul3-Algorithmus die Diagonalge-
stalt gegeben, so gilt fir die Variable z der letzten Spalte mit dem dazugehérenden Mat-
rixelement a+0 und dem Element b der rechten Seite: az = b <& z = b/a. / Fir die Variable
y der vorletzten Spalte mit dem dazugehérenden Matrixelement c+0, dem Matrixelement d
und dem Element e der rechten Seite gilt: cy+tdz = e & cy = e — db/a & y =
elc — db/(ac) / usw., bis die Variable der ersten Matrixspalte errechnet ist. 4/l) Die L06-
sungsmenge besteht in diesem Fall — wegen der Eindeutigkeit der Losung — aus einem
Zahlentupel, also: L = {(Ijm]...[t)} mit reellen Zahlen |, m, ... t.

Fall Il — keine Losung: 3/Il) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite eine Null-
zeile, wahrend die damit korrespondierende rechte Seite ein Element f+0 ist. 4/11) Wir er-
halten also die Gleichung: 0 = f #0 und damit einen Widerspruch. Das lineare Gleichungs-
system besitzt keine Losung: L ={}.

Fall Il — mehrdeutige Lésung: 3/1ll) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite
eine Nullzeile, wahrend die dazugehdrige rechte Seite ebenfalls ein Element = 0 enthalt.
4/111) Wir erhalten eine mehrdeutige Losung, indem wir die Variable z, dessen Diagonal-
element =0 ist, gleich einem reellen Parameter r setzen. Die Lésungsmenge ist dann vom
Typ L ={{(r)|m(r)|...|t(r))| reR} mit linearen, von r abhangigen Funktionen I(r) = lir + I, m(r)
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=mqr + my, ..., t(r) = tar + to. Bei mehreren Nullzeilen des Endtableaus sind auch entspre-
chend viele Variablen gleich Parametern r, s, ... zu setzen, die Komponenten der L06-
sungsmenge sind Linearkombinationen der Parameterr, s, ...

Eine entsprechende Vorgehensweise ergibt sich, wenn man das Gleichungssystem statt in
eine (gestaffelte) Dreiecksgestalt in eine (modifizierte) Diagonalgestalt bringt.

IV.8 Hinsichtlich der Ldsbarkeit von linearen Gleichungssystemen folgt aus dem End-
tableau (hier: in Dreiecksgestalt) nach Anwendung des Gaul3-Algorithmus fur den Fall von
drei Gleichungen mit drei Unbekannten (*: Zahl +0):

a) Dreiecksgestalt:

* * oder 0 * oder 0 * oder 0 eindeutige L6sung
0 * *oder O *oder O

0 0 * *oder 0

b) Letzte Zeile mit 0-Koeffizienten, rechte Seite +0:

* * oder 0 * oder 0 * oder 0 keine Losung

0 * *oder O *oder O

0 0 0 *

c) Letzte Zeile mit 0-Koeffizienten, rechte Seite =0:

* * oder 0 * oder 0 * oder 0 mehrdeutige Lésung
0 * * oder O *oder O

0 0 0 0

Ein homogenes Gleichungssystem (rechte Seite enthalt nur Nullen) hat daher immer min-
destens eine Losung (den Nullvektor), bei einem inhomogenen Gleichungssystem kann
die Losungsmenge leer, die Losung eindeutig oder mehrdeutig sein.

V.9 Beispiele: Wir analysieren Endtableaus quadratischer linearer Gleichungssysteme in
(modifizierter, gestaffelter) Dreiecksgestalt:

a) Eindeutige L6sung des inhomogenen Gleichungssystems: L = {(20|-10)}

2 4 0

0 3 60

b) Eindeutige L6sung des homogenen Gleichungssystems: L = {(0|0]0)}

3 -4 7 0

0 5 0 0

0 0 -12 0

c) Mehrdeutige Losung des homogenen Gleichungssystems: L = {(-3s]|-s|s)| seR}
1 -1 2 0

0 1 1 0

0 0 0 0

d) Eindeutige Lésung des inhomogenen Gleichungssystems: L = {(-5|15|5)}
-6 -1 1 20

0 1 3 30

0 0 2 10

e) Keine Losung des inhomogenen Gleichungssystems: L ={}

2 18 -21 9

0 5 8 7

0 0 0 4
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f) Mehrdeutige Losung des inhomogenen Gleichungssystems: L = {(3|1+s]|s)| seR}

g) Mehrdeutige Losung des inhomogenen Gleichungssystems: L = {(2+2t-3s|t|s)| s,teR}

1 -1 1 2
0 1 -1 1
0 0 0 0
1 -2 3 2
0 0 0 0
0 0 0 0
h) Keine Losung des inhomogenen Gleichungssystems: L ={}
31 -11 -8 2
0 0 0 -9
0 0 0 0

IV.10 Beispiele: Wir bestimmen die Ldsungsmenge von linearen Gleichungssystemen
durch Umformen in Dreiecksgestalt:

a) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten:

XxX+y=-1

X—z=-5

y—z=2 » Matrixdarstellung:

X y z rechte Seite

1 1 0 -1

1 0 -1 5 2) - (1)
0 1 -1 2

1 1 0 1

0 -1 -1 -4

0 1 -1 2 (3)+(2)
1 1 0 1

0 -1 -1 -4

0 0 -1 -2 » eindeutige Lésung:

z=-2&z=1

Yy=1=-4& y=-3y=3
X+3=-1&x=-4

» Losungsmenge: L = {(-4|3|1)}

b) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten:

X+y=-

X—2Z=-

y+z=2 » Matrixdarstellung:

X y z rechte Seite

1 1 0 -1

1 0 -1 -2 2) - (1)
0 1 1 2

1 1 0 0

0 -1 -1 -1

0 1 1 2 (3) + (2)
1 1 0 1

0 -1 -1 -1

0 0 0 1 » keine Losung

» Losungsmenge: L ={}
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c) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten:

x+y=1

XxX—z=-1

y+z=2 » Matrixdarstellung:

X y z rechte Seite

1 1 0 1

1 0 -1 -1 (2 - (@)
0 1 1 2

1 1 0 1

0 -1 -1 -2

0 1 1 2 (3) + (2)
1 1 0 1

0 -1 -1 -2

0 0 0 0 » mehrdeutige Lésung:

z =r (als Parameter)
YV-Ir=-2&-y=2+r&y=2-r1
X+(2-N=1&x+2—-r=1&x=-1+r
=1+
» Losungsmenge: L = {(-1+r|2-r|)[reR} = {| 2-r |rOR
r

d) Lineares (homogenes) Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten:

x+y=0
y—-z=0
X+z=0 » Matrixdarstellung:
X y z rechte Seite
1 1 0 0
0 1 -1 0
1 0 1 0 (3)-(2)
1 1 0 0
0 1 -1 0
0 -1 1 0 (3) +(2)
1 1 0 0
0 1 -1 0
0 0 0 0 » mehrdeutige Lésung:
z =r (als Parameter)
y—-r=0&y=r
X+r=0& x=-r
-
P Losungsmenge: L = {(-r|r|r)|reR} = r |r OR

r

e) Lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen und vier Unbekannten:
XxX+y—-z=1

y+3z-w=28

X-y+w=1

-X—4z + 5w =-9 » Matrixdarstellung:
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X y z w rechte Seite

1 1 -1 0 1

0 1 3 -1 8

3 -1 0 1 1 (3)-3:(1)
-1 0 -4 5 -9 4)+ (1)
1 1 -1 0 1

0 1 3 -1 8

0 -4 3 1 -2 (3) + 4-(2)
0 1 -5 5 -8 4) - (2)

1 2 -1 2 1

0 1 3 -1 8

0 0 15 -3 30 3

0 0 -8 6 -16 2

1 2 -1 2 1

0 1 3 -1 8

0 0 5 -1 10

0 0 -4 3 -8 5-(4) + 4-(3)
1 2 -1 2 1

0 1 3 -1 8

0 0 5 -1 10

0 0 0 11 0 P eindeutige Lésung:
llw=0&w=0

52-0=10© -5z=10&2z=2

y+6-0=8&y=2

X+2-2+0=1&x=1 » Losungsmenge: L = {(1]2]2|0)}
f) Lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen und vier Unbekannten:
X+y=2

y+z+w=2

X—z+w=3

X+y—-2w=1 » Matrixdarstellung:

X y z w rechte Seite

1 1 0 0 3

0 1 1 1 2

1 0 -1 1 3 (3)-(2)

1 1 0 -2 1 4) - (1)

1 1 0 0 3

0 1 1 1 2

0 -1 -1 1 0 (3) +(2)
0 0 0 -2 -2

1 1 0 0 3

0 1 1 1 2

0 0 0 2 2

0 0 0 -2 -2 (4)+ (3)
1 1 0 0 3

0 1 1 1 2

0 0 0 2 2

0 0 0 0 0 » mehrdeutige Lésung:

Das Diagonalelement zu z ist gleich 0, so dass z =, reR, zu setzen ist. Dann gilt:
2w=2 & w=1

z=r

y+r+l=2&y=1-r
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X+(ArN=3&x+1-r=3&x=2+r

2+r 2 1
. 1-r 1 -1
» Losungsmenge: L = rOR} = 0 + L rr OR;.
r
1 1 0

g) Lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen und vier Unbekannten:
X+2y+3z-2w=06

2Xx—-y+z+4w =5

X+7y+8z—-10w =13

X+3y+2z—-6w=1 » Matrixdarstellung:

X y z w rechte Seite

1 2 3 -2 6

2 -1 1 4 5 (2) - 2:(1)
1 7 8 -10 13 (3) - (1)
-1 3 2 -6 1 @) + (1)
1 2 3 -2 6

0 -5 -5 8 -7

0 5 5 -8 7 (3) + (2)
0 5 5 -8 7 4)-(2)

1 2 3 -2 6

0 -5 -5 8 -7

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 » mehrdeutige Lésung:

Zwei Nullzeilen im Endtableau des Gaul3-Algorithmus ergeben eine mehrdeutige Lésung
mit zwei Parametern reR und seR, und zwar:

w=r
z=s

'5y—55+8r=-7¢>-5y=-7—8r+55¢>y:£+E—53r—s

X+ 2 Z+§r—s +3s_2r:6<i>x+E’+Er—25+3s—2r=6¢>
5 5 5 5

x+1—4+§r +s=6<i>x=1——§r—s
5 5§ 5 5
16 6 16 6
——-Zr-s = |-= -1
5 5 5 5
» Losungsmenge: L = Z+§r—8|rsDR— Z+ 8 r+_14rsDR
dSMENGe- L =1 575 ! 151" 5 1 [ '
S 0 0 0
r 0 1

V.11 Stimmt die Anzahl der Gleichungen mit der der Unbekannten nicht Uberein, so liegen
nicht quadratische lineare Gleichungssysteme vor. Jedes nicht quadratische Gleichungs-
system kann aber in ein quadratisches uberfihrt werden, wenn wir Folgendes beachten.
Ist m n&mlich die Anzahl der Gleichungen und n die der Unbekannten, so gilt:

m < n: Das unterbestimmte Gleichungssystem lasst sich mit n — m Gleichungen vom Typ
0 = 0 erweitern, so dass im Fall der Losbarkeit mindestens n —m Parameterr, s, ... in den
Lésungen in Erscheinung treten.
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m_> n: Das Uberbestimmte Gleichungssystem lasst sich in Diagonalgestalt bringen, so
dass ab der n+1. Gleichung Gleichungen vom Typ 0 = 0 oder 0 = * (*:Zahl #0) entstehen.
Im Falle, dass eine der n+1. bis m. Gleichungen, vom Typ 0 = * ist, ist das Gleichungssys-
tem nicht I6sbar. Sind alle der n+1. bis m. Gleichungen vom Typ 0 = 0, so lassen sich die-
se Gleichungen streichen und das Gleichungssystem wird ein quadratisches.

V.12 Beispiele: Wir l6sen im Folgenden (nicht quadratische) lineare Gleichungssysteme
mit einer unterschiedlichen Anzahl von Gleichungen und Unbekannten:

a) Lineares homogenes Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Unbekannten:
+ 1x1 - 1, =0
+1x, +1x3=0

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

1-10] O

011 O

1. Schritt: (keine Umformung)
1-10]|0

0110

2. Schritt: 1%(1) + 1*(2)
10110

011]|0

Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq +1x3=0

+1x,+1x3=0
Losungen des linearen Gleichungssystems:

x3 =t (t wird als Parameter fir x3 gesetzt)

X1 =-t (& x1+t=0)

X2:-t(¢>X2+t:O)

» unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl t

P Losungsmenge: L = {(-t|-t|t)| teR}
b) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Unbekannten:
+ Ix; +1Ix, =-1

+2X1+1X= 0

+4x1+ IxX, = 2

Anfangstableau:

X1 X2 | R.S.

11] -1

21] O

41| 2

1. Schritt: 1%(2) - 2%(1) / 1%(3) - 4*(1)
11]-1

0-1| 2

0-3| 6
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2. Schritt: 1*(1) + 1*(2) / -1*(3) + 3*(2)
10|1
0-1|2
00]0
Teilen: (2):(-1)
10| 1
01]|-2
00| O
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1xq =1

+ 1x, = -2

[0=0]

Losungen des linearen Gleichungssystems:
X1=1
Xo = -2
P eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
» Losungsmenge: L = {(1]-2)}

c) Lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und vier Unbekannten:
+ 2X1 + 44X, - 1X3 - 1X4 =10
+ 1X1 - BXo + 1X3 + 2X4 = 10

Anfangstableau:

X1 X2 X3 Xa | R.S.
24-1-1| 10
151 2| 10
1. Schritt: 2*(2) - 1*(1)
2 4-1-1|10
0-14 3 5|10
2. Schritt: 7*(1) + 2*(2)
14 0-13|90
0-14 35|10
Teilen: (1):14 / (2):(-14)
10-0.0714 0.2143| 6.4286
01-0.2143-0.3571|-0.7143

Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 1x1 -0.0714x3 + 0.2143%x4 = 6.4286
+ 1X; - 0.2143x3 - 0.3571x4 =-0.7143

Losungen des linearen Gleichungssystems:
X3 =t

Xq=U

X1 = 6.4286 + 0.0714t - 0.2143u

X2 =-0.7143 + 0.2143t + 0.3571u
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» unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems; Parameter sind die reellen
Zahlen t, u

6,4286 0.0714 -0.2143
—-0.7143] | 0.2143 0.3571
+ t +
0 1 0
0 0 1

P Losungsmenge: L = ut,uOR

d) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und vier Unbekannten:
+ 11X+ 2Xo + 3X3 + 4%, =8
+1IX, + 2X3+ 3% =2
+1X3+2x4=0

Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.
1234 8
012 3| 2
0012 O
1. Schritt: (keine Umformung)
12348
0123]|2
0012]|0
2. Schritt: 1*(1) - 2*(2)
10-1-2|4
012 3|2
00120
3. Schritt: 1*(1) + 1*(3) / 1*(2) - 2*(3)
1000|4
010-1]|2
001 2|0
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x; =4

+ 1x; -1xy4=2

+ Ix3+2x4=0

Losungen des linearen Gleichungssystems:

Xa=U
X1=4
Xo=2+1u
X3=0-2u

» unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle
Zahl u

» Losungsmenge: L = {(4|2+u|-2u|u)| ueR}

Michael Buhlmann, Schilerkurs Mathematik > Lineare Algebra > Lineare Gleichungen/Gleichungssysteme > | 34



e) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und vier Unbekannten:
+ 2X1 + 4X2 + 3X3 + 1x4 =10

+1IX1+2Xo + IX3+2X4= 8

+2X1 + 44Xy +4X3 - 2X4= 3

Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.

2431| 10
1212 8
244-2] 3
1. Schritt: 2*(2) - 1*(1) / 1*(3) - 1*(1)
24 3 1|10
00-1 3| 6
00 1-3]| -7
2. Schritt: (keine Umformung)
24 3 1|10
00-1 3| 6
00 1-3]| -7
3. Schritt: 1*(1) - 3*(3) / 1*(2) + 1*(3)
2401031
000 O] -1
001 -3]| -7
Teilen: (1):2
120 5]15.5
0000| -1
001-3| -7
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1X; + 2Xo + 5Xx4 = 15.5
0= -1
+1IX3-3x4= -7

» keine Losung des linearen Gleichungssystems
» Losungsmenge: L ={}

f) Lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und vier Unbekannten:
+ 2X1 + 4%, + 3X3 + 1x4 =10
+1X1+2Xo +IX3+2X4= 8

+2X1 +4Xo +4X3 - 2X4= 4
Anfangstableau:

X1 X2 X3 X4 | R.S.

2431| 10

1212 8

2442 4

1. Schritt: 2*%(2) - 1*(1) / 1*(3) - 1*(1)
24 3 1|10

00-1 3] 6

00 1-3] -6
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2. Schritt: (keine Umformung)
24 3 1|10
00-1 3| 6
00 1-3]| -6
3. Schritt: 1*(1) - 3*(3) / 1*(2) + 1*(3)
24010|28
000 0| O
001 -3| -6
Teilen: (1):2
120 5|14
0000] O
001-3]| -6
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1x1 + 2X%5 +5x4=14
0=0

+ 1X3 - 3X4= -6

Losungen des linearen Gleichungssystems:

Xo =1t

Xq=U

X1 =14 -2t-5u
X3 =-6 + 3u

» unendlich viele Losungen des linearen Gleichungssystems; Parameter sind die reellen
Zahlen t, u

P Losungsmenge: L = {(14-2t-5u|t|-6+3u|u)| t,ueR}

V.13 Aufgaben: Bestimme die Lésungsmenge (leer, eindeutig, mehrdeutig) der folgenden
linearen Gleichungssysteme.
a) +2x;-3xx= 4 b) +2x; - 6x, + 4x3 = 22
+ X1+4x,=0
+5X1 - Xp=-2

C) +2X1+ Xo+5x3=0 d) -2X1+3X, +4x3= 9
+3X1+4X, - 7X3=0 + 3X;y - 2Xo + 3X3 =-8
+ 5%+ 5%, - 2%X3=0 - 8X1+7Xy - 2X3=-7

e) +X1 - Xo+Xz3= 3 f) + Xp-2Xo- X3+ 2X4=-3
- Xyt X2 - X3=-3 + 2%y - 2Xo - 2X3+ 2X4 = -2
+X1-Xo-Xz3= 3 -3X1t+ Xo+3X3- X4 =-1

+2X1 - Xo - 2X3+ X4 0

IV.14 Aufgaben: Bestimme die Lésungsmenge (leer, eindeutig, mehrdeutig) der folgenden
linearen Gleichungssysteme in Matrixdarstellung. Unbekannte sind: x1, X2, ...

2 3|5 4 -3 2| -8
) lg -3 5 ) 121 2 —4] 9
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9 -2 3 17| 27
13 7 1 -8 13
-1 4 16 7| 26

2 13 -5 12| 22

-1 2 6|28
¢ [10 -1 43| 70 d)
15 1 -20 53

V. Determinanten

V.1 Ein (quadratisches) lineares Gleichungssystem aus n Gleichungen und n Unbekann-
ten hat mit reellen a;, b, x; (i,j=1,...n) die (Tableau-) Form:

a; 8, - aylb
By 8y . B0
Qy Ap .. Ay |b (*)

anl an2 ann bn
wobei mit
A; & - Gy b, X,
A Ay e Gy . b, L%

A= a31 a32 aSn ,b: b3,X: X3

a, a, .. a, b X
- -

A die Koeffizientenmatrix, b die rechte Seite und X die Lésung des linearen Gleichungs-

systems (*) bedeutet. Determinanten nennen wir quadratische Tabellen, die gewissen

guadratischen (Koeffizienten-) Matrizen A einen reellen Wert, namlich det A, zuordnen,

wobei fur n=2 bzw. n=3 gilt:

Q; Q| _
n=2: = a;,d,, —a;,a,;
A

a, a, a |a, a, asa,a,
l 2 3 l 2 s, {+ Q18,5855 T Q,8,38;; t 38,,3;,

N=3: |8y 8y Ay =8y 8y Gyl Ay, =
— 8y38,,83; T 8118,38;, ~ 88,1853

Q31 A3 Qg5 |85 83 Qg5 8y

Fur n>3 gilt zudem der Entwicklungssatz fir n-reihige Determinanten, d.h.:

:1: ::2 Z:“ 8,y...8,, a,..a, a8y, a, ... a,

1 2 e n

ﬁ: a31 a32 agn :ailaSZ-.-agn _a21a32"'a3n +".+(_1)i+1ai1a32-.-a3n +.-.+(_l)n+1anl a32 aSn
Gy G - Gy e B G-+ B Q11+ Bhan

wenn z.B. nach der 1. Spalte entwickelt wird und die sog. n-1-reihige Unterdeterminanten
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durch Streichung der 1. Spalte und der jeweiligen Zeile entstehen. Doch sind auch andere
Entwicklungen maoglich, wenn nach irgendeiner Spalte oder Zeile entwickelt wird.

V.2 Die LOdsungen des linearen Gleichungssystem (*) erhalten wir mit Hilfe der Determi-
nanten nur im Fall einer eindeutigen Ldsbarkeit. Die Koeffizientenmatrix A des linearen
Gleichungssystems (*) ist dann regular, d.h. die dazugehérige Determinante det A besitzt
einen Wert # 0. In dem Fall gilt fir die Losungen x; (i=1,...n) die Cramersche Regel:

b a, .. a, a, b . a, a; @, .. b
b, a,, .. a, a, b, .. a, ay 8, .. Db
b, a, .. a, a; by .. a, ay 8 ... by
, = b, a, .. a, « = a, b, .. a, . = a, a, .. b,
e y 2 - LA | n -
Ay Ay .- Ay ; &, ... &, ; &, ... a,
Ay Ay ... Ay, Ay Ay ... Ay, ay Ay ... Ay,
a31 a32 a3n a31 a32 a3n a31 a32 a3n
a, a, .. a, ay, A, .. a, ay, a, .. a,

Wir betrachten noch die Spezialfalle n=2 und n=3:

n=2: Lineares Gleichungssystem:

(au 2y, b1] o
a21 a22 b2
Losungen des linearen Gleichungssystems (*):
b, a, a, b
— b2 a22 — a21 b2
T AR T P
a; 8y a; ap
a21 a22 a21 a'22
n=3: Lineares Gleichungssystem:
a, a, aulb
3 A,y Aub, *)
83 8y aglb,
Losungen des linearen Gleichungssystems (*):
b, a, a; a;, b a, a; a, b
b2 a22 a23 aZl b2 a23 a21 a22 b2
— b3 a32 a33 — a31 b3 a33 — aSl a32 b3
Xl - ’ X2 - ’ X3 -
a; 8, a3 a; 8 Gy a; ap Gy
aZl a22 a23 a21 a22 a23 a21 a22 a23
a3 8 Aag A 3 g3 a3 8 Adg
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Die Losungen x; (i=1,...n) bilden einen Bruch, in dessen Nenner die Determinante der Ko-
effizientenmatrix steht, wahrend der Zéhler eine Determinante ist, die aus der Determinan-
te der Koeffizientenmatrix durch Ersetzen der i-ten Spalte durch die rechte Seite des Glei-
chungssystems (b;, i=1,...n) entsteht.

V.3 Beispiele: Fur die Berechnung von Determinanten begntigen wir uns mit den Fallen
n=2, n=3 und n=4.

2 —
a) 1 z':ZEQ—4)—(—3)EL:—5
)| * TAz4m-(-2 -8 =0
-8 4
2 1 -
c)|I0 4 2|=2[43=24
0 0 3
-11 0
d|1 1 -1=(-)00+1g-)mom+o1a-oa0m-(-)-)1-111=-3
0 1 1
1 -2 5 10
0 2 3 - . . . :
e) o 0 3 =1[2[B[4 = 24 (als Determinante einer Matrix in Dreiecksgestalt)
0O 0 0 4
1 1 0 1
1 -1 1 1 0 1 1 0 1
o 1 -1

0
f) =10F1 1 1-00r1 1 1+(-)m -1 0-101 -1 Q=
1

-1 -1 1 1
0 1 0 o1 13 |-1 1 1
1 0 1 1

1[@+0+0-0-1-)+0-1[(-1+0+1-0-0-0)-1[(-1+0+1-1-0-0)=-1+0+0+1=0
(nach dem Entwicklungssatz fir Determinanten, entwickelt nach der 1. Determinanten-
spalte)

V.4 Aufgaben: Berechne die folgenden Determinanten:

4 9 o B
Q) s -1 ) b 3
2 3 -1 1 -2
c B 5 - d |-2 3
47 - ~3 -1
3 0 0 1 2 3
0 -2 0 CF2e 2
© b o 4 ) 13 1 -2 2
0 0 0 1 3 0 -

V.5 Beispiele: Fur die folgenden linearen Gleichungssysteme ergibt sich mit Determinan-
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ten und Cramerscher Regel:

7 3 2 7
) 2x+3y=7| __(2 37 5 _7-)-306_-22_ 3 _-u_,
3x-y=5 3 -15 2 3| 2@-p-3m -11 2 3] -11
3 3 -
310 130 11
51 1 05 1 01
Xx+y=3 1 1 03
4 0 1_3+4-5 1 4 1 10
b) y+z=5,=>|0 1 15| => x= =1, y= =2, 2=, =3
110 1+1 110 11
X+z=4 1 0 14
011 011 01
101 10 1 10
5,4,3.18 50 +40 +30 =18
Xy z X 'y z 5 4 3[18
C) 1 E+1:6 => —1[—]1—+2E-)1+1E-]1—:6 =>|-1 2 1|6|=>
x ¥z * Y2 10 -1 -6[12
01615 |iot-16- -6t =12
X vy z X y z
18 4 3 5 18 3 5 4 1
6 2 1 -1 6 1 -1 2 6
1 [12 -1 - _-9%_, 1 |10 12 —6_—384_4 1 10 -1 12 96 _ L=
x |5 4 3] -96 'y |5 4 3] -96 'z |5 4 3| -96
-1 2 1 -1 2 1 -1 2 1
10 -1 - 10 -1 - 10 -1 -
1
x=1, y=—,2z=-1
Y73

V.6 Aufgaben: Bestimme mit Hilfe von Determinanten und Cramerscher Regel die Losun-
gen der folgenden linearen Gleichungssysteme:

a) —3a+7b=4 b) 5(p+q)-12=3
9a-120=-3 —4(p-2)+3=2(q-p)+q
C) p+2q+3r=23 d) Ax+y)-T7z=-7

-2p+4q+r=-14

Sp+8g-4r =-31

13x-2(y+22) =-
—-3(x-5y)+5Q2y-9z) = -

VI. Anwendungen

VI.1 Wir beschranken uns im Folgenden auf mathematische Anwendungen. Bestim-
mungsaufgaben heiRen Aufgaben, bei denen — auch innerhalb der Differential- und Integ-
ralrechnung — aus Eigenschaften von Funktionen ebendiese Funktionen hergeleitet wer-
den sollen. Im Folgenden sollen bestimmt werden Polynome (ganz rationale Funktionen)

40
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vom Typ
f(x)=ax"+a X" +..+ax+a,

mit vorgegebenen ay, ai, ..., an1, an R und vorgegebener nicht negativer ganzer Zahl
nONp. Die Zahl n mit a,#0 hei3t Grad des Polynoms, die reellen Zahlen ay, ay, ..., an-1, an
heiRen Koeffizienten, das reelle x Variable. Geraden und Parabeln (2. Grades) sind Poly-
nome.

VI.2 Beispiele: a) Durch zwei verschiedene Punkte geht immer eine Gerade, die Bestim-
mung einer Geraden g: y = mx + b erfolgt mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems mit
zwei Gleichungen und den Unbekannten m (Steigung) und b (y-Achsenabschnitt). Gege-
ben sind nun die Punkte P(2]-4) und Q(10|20). Einsetzen der x- und y-Werte der Punkte in
die Geradengleichung y = mx + b ergibt nach dem Subtraktionsverfahren:

4=2m+Db |

20 =10m +b Il (Subtrahieren 1 —1I)
-4=2m +b

-24 = -8m | :(-8)

-4=2m +b |

m=3 Il (Einsetzen in 1)
-4=6+b | -6

m=3

b=-10

m=3

Die Gerade durch die zwei Punkte P und Q lautet: y = 3x — 10.

b) Eine nach oben geéffnete Normalparabel ist von der Form p: y = x* + px + q. Zur Be-
stimmung der Unbekannten p und g benétigen wir zwei Punkte, hier: A(-1|28), B(3|12).
Einsetzen der x- und y-Werte der Punkte in y = x? + px + q fuhrt zu:
28=(-1)°+p(-1) +q
12=3*+p3+q
1-p+q=28 | -1
9+3p+qgq=12 | -9
|
|

-p+q=27
3p+g=3
-p+q=27
“dp =24 | :(-4)

-p+q=27 |

p=- Il (Einsetzen in 1)

-(-6) +q =27

p=-6

6+q=27 |-6

p=-6

q=21

p=-6

Die Normalparabel besitzt damit den Funktionsterm y = x* — 6x + 21 = (x-3)? + 12.

c) Gegeben sind die Punkte: P1(-4|65), P2(1]5), P3(2|-1), durch die eine Parabel der Form
f(x) = ax? + bx +c gehen soll. Es ergibt sich hier durch Einsetzen der x- und y-Koordinaten
das lineare Gleichungssystem:

f1)=5=> al’+bl+c=5=>a+b+c=5

f)=-1=> a2’+b2+c=-1=>a+2b+c=-1

| (Subtrahieren | — 1)
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f(-4) = 65 => a(-4)* + b(-4) + ¢ = 65 => 16a — 4b + ¢ = 65
Die Anwendung des Gaul3-Algorithmus fihrt auf die Matrixumformungen:

1 1 1|5 1 1 1 5 1 1 1 |5
4 2 1 -1|1l-4 |0 -2 -3 |-21 0 -2 -3 |-21
16 -4 1 |65/1ll -161 (O -20 -15 |-15)Ill =101l (O O 15 |195

Also: 15¢ =195 <& ¢ =13, weiter: -2b — 313 =-21 & -2b =18 < b =-9, weiter: a -9 + 13
=5 a+4=5% a= 1. Es ergibt sich insgesamt die Normalparabel f(x) = x* — 9x + 13.

d) Ein Polynom 4. Grades f(x) = ax* + bx® + cx* + dx + e ist bestimmbar, wenn entspre-
chend den funf Koeffizienten a,b,c,d,eeR funf Punkte vorliegen, z.B. P1(-2|42), P»(0[12),
P3(1]6), P4(2|14), P5(4|420). Einsetzen in die Funktionsgleichung ergibt:
f(-2)=42=>16a-8b+4c —2d +e =42

f0)=12=> e=12

f(l)=6=> a+b+c+d+e=6

f(2)=14=> 1l6a+8b+4c+2d+e=14

f(4) = 420 =>256a + 64b + 16¢ + 4d + e = 420

Die Auswertung des linearen Gleichungssystems mit funf Gleichungen und finf Unbe-
kannten ergibt dann (bei vorangehendem Vertauschen der Reihenfolge der Gleichungen):
Anfangstableau:

a b cde|R.S.
11111] 6
16 8 4 21| 14
16 -8 4-21| 42
2566416 41| 420
0 0001 12
1. Schritt: 1*(2) - 16*(1) / 1*(3) - 16*(1) / 1*(4) - 256*(1)
1 1 1 1 1] 6
0O -8 -12 -14 -15| -82
0 -24 -12 -18 -15| -54
0-192-240-252 -255 | -1116
o o0 o o 1| 12
2. Schritt: 8%(1) + 1*(2) / -1*(3) + 3*(2) / -1*(4) + 24*(2)
80 4 6 -7| -34
0-8-12-14 -15| -82
0 0-24-24 -30|-192
0 0-48-84-105]|-852
00 0 0 1| 12
3. Schritt: -6*(1) + 1*(3) / -2*(2) + 1*(3) / -1*(4) + 2*(3)
-48 0 0 12 12| 12
016 0 4 0] -28
0 0-24-24-30|-192
0O O O 36 45| 468
00 O O 1] 12
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4. Schritt: 3*(1) - 1*(4) / 9%(2) - 1*(4) / 3%(3) + 2*(4)
144 0 0 0 -9|-432
0144 0 0-45|-720
0 0-72 0 0] 360
0 0 036 45| 468
0 0 00 1] 12
5. Schritt: 1*(1) + 9%(5) / 1%(2) + 45*(5) / 1*(4) - 45%(5)
144 0 0 00]-324
0144 0 00]-180
0 0-72 00] 360
0 0 0360]| -72
0 0 0 01| 12
Teilen: (1):(-144) / (2):144 / (3):(-72) / (4):36
10000]| 2.25
01000]-1.25
00100| -5
00010| -2
00001| 12

Ldsungen des linearen Gleichungssystems sind: a = 2,25, b =-1,25,¢c=-5,d =-2, e = 12.
Das Polynom 4. Grades lautet also: f(x) = 2,25x* — 1,25x% — 5x? — 2x + 12.

V1.3 Allgemein gilt: Durch n+1 Punkte Pi(x|y) (i=1,...n+1) lasst sich ein Polynom n-ten
Grades

f(x) =ax"+ bx" + ... +z (¥)

legen, so dass alle Punkte auf der Funktion liegen. Durch Einsetzen der x; und y; in (*) er-
halt man mit Gleichungen der Form:

yi=ax" +bx"+ ... +z(i=1,...n+1)

ein lineares Gleichungssystem mit n+1 Unbekannten und n+1 Gleichungen. Fir niedrige n
ist das Gleichungssystem mit Gleichsetzungs-, Einsetzungs- oder Additionsverfahren zu
l6sen, fir hohe n empfiehlt sich der Gau3-Algorithmus.

V1.4 Aufgaben: Bestimme die Geraden, Parabeln, Polynome, die durch die gegebenen
Punkte gehen.

a) Pa(-1]-8,5), P2(3,5|32) b) P1(-6|38), P2(5]-6)

c) P1(0|51), P2(1]52), P3(5|76) d) Pu(-2]-18), P2(0]0), P3(7]0)

e) Pi(-2|-2), P2(1]|1), P3(2]|10) f) P1(-3]-22), P»(1]-10), P3(2|-12)

9) Pa(-1/2), P2(0[1), P3(2[11), P4(3|34) h) P1(-2|-73), P2(-1]9), P3(0[23), P4(4|599)

i) P1(-2]42), P2(0]12), P3(1[6), P4(2|14), Ps(4]|240)

V1.5 Beispiele: a) Gesucht ist ein Polynom f(x) dritten Grades mit folgenden Eigenschaften:
f(x) besitzt Nullstellen bei x=-1 und x=3; f(x) hat einen Tiefpunkt bei x=g; f(x) schneidet die

y-Achse bei y=-3.
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I. Ansatz

Polynom dritten
Grades

1. Eigenschaften
und Gleichun-
gen

a)/b) f besitzt
Nullstellen bei
x=-1 und x=3
c) f hat einen
Tiefpunkt bei
x=5/3

d) f schneidet
die y-Achse bei
y=-3.

11I. Aufstellen
des linearen

Gleichungssys-
tems

IV. Lésen des
linearen Glei-

chungssystems

. Ansatz: f(x) =ax® +bx? +cx+d, f'(x)=3ax® +2bx+C mit zu suchenden
Koeffizienten a,b,c,deR.

ll. Eigenschaften: Es gilt:
f(-)=0 (Nullstelle bei x=-1)
f(3 =0 (Nullstelle bei x=3)

f '(g) =0 (Notwendige Bedingung fir Tiefpunkt ng)
f(0)=-3  (Schnittpunkt mit der y-Achse im Punkt P(0|-3))

lll. Aufstellen des Gleichungssystems fiir die Koeffizienten des Polynoms: Auf
Grund von I. und Il. ergibt sich durch Einsetzen und Gleichsetzen:

0=f(-)=al-1)°+b{-D)*+c{-1)+d
0=f@=a@*+b[B*+cB+d
O=f'(§)=3a[€§j2+2bﬁl§+c

3 3 3
-3=f(0)=aD®+b[D*+cOd+d
Also:
O=-a+b-c+d

0=27a+9+3c+d

O:2—5a+1—0b+c
3 3

-3=d

IV. Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms: Wegen d=-3 erhalten wir
(durch Subtraktion von d=-3 in den ersten beiden Gleichungen und Multiplika-
tion mit 3 in der 3. Gleichung) das Gleichungssystem:

-a+b-c=3

27a+9%+3c=3

25a+10b+3c=0

(Multiplikation der 1. Gleichung mit 3:)
-3a+3b-3c=9
27a+9%+3c=3
25a+10b+3c=0

(Addition der 1. zur 2. Gleichung:)
-3a+3b-3c=9

24a+12b =12
25a+10b+3c=0

(Division der 2. Gleichung durch 12, Addition der 1. zur
3. Gleichung;)

-3a+3b-3c=9

2a+b=1

22a+13p =9
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(Multiplikation der 2. Gleichung mit 13:)
-a+tb-c=3

26a+13 =13

22a+13p =9

(Subtraktion der 2. von der 3. Gleichung:)
-a+b-c=3

26a+13 =13

-4a=-4

(Division der 2. Gleichung durch 13, Auflésen nach a:)
-a+b-c=3

2a+b=1

a=1

(Auflésen nach b und c:)

a=1

2+b=1=b=-1

-1-1-¢c=3=>-2-c=3=c=-5

Die gesuchten Koeffizienten sind: a=1, b=-1, c=-5, d=-3.

V-Eunidion v/ Die Funktion hat also die Gleichung: f(x) = x® — x*> =5x-3.

VI. Probe
VI. Probe: Wegen der notwendigen Bedingung f'(g) =0 ist eine Probe zu

machen, ob die gefundene Funktion wirklich alle geforderten Eigenschaften
erfillt. Nunist: f'(x) =3x*-2x-5, f"(x)=6x-2 und damit:

f "(g) =10-2=8>0 mit ng als Tiefpunkt. Die Funktion erfullt daher alle

geforderten Eigenschaften.

V¥ VII. Zeichnung

80,00 700,00 4

600,00

60,00 \ /
500,00
40,00 1 \ /
400,00
>
> 20,00 4
300,00 \ /
200,00

el /

-40,00 1 ¥ o o Qo 4 96 ¢S 00 dd0 A @ @8 F
X

0,00 trrrrr e

-20,00 -

X

y=f(x)=x®-x*-5x-3 y = f(x) =4x* -32x* + 64
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b) Ein biquadratisches Polynom f(x) besitzt an der Nullstelle x=2 einen Tiefpunkt und im
Punkt x=1 die Steigung -48.

|. Ansatz . - 4 2 ' - 3 : :
Biquadratisches - ANSALZ: f(x) =ax" +bx“ +c, f'(x) =4ax” +2bx mit zu suchenden Koeffi-

Polynom vierten | zienten a,b,ceR.
Grades

Il Eigenschaften || Ejgenschaften: Es gilt:
und Gleichun-
gen f(2=0 (Nullstelle bei x=2)
a) f besitzt

Nulstelebei  T'(2) =0 (Notwendige Bedingung fir Tiefpunkt x=2)
x=2 ' _ . Lo

b) f hat einen f'() =-48 (Steigung bei x=1)

Tiefpunkt bei

X=2

c) f hat bei x=1

Steigung -48

Il Aufstellen |11 - Aufstellen des Gleichungssystems fiir die Koeffizienten des Polynoms: Auf

des linearen - . - .
Gleichungssys-  Grund von I. und Il. ergibt sich durch Einsetzen und Gleichsetzen:

fems 0=f(2) =16a+4b+c
0= f'(2) =32a+4b
—48=f'() =4a+2b

:xe;‘:;e—'a’:f IV. Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms: Wir haben das Gleichungs-

chungssystems  SysStem:
16a+4b+c=0

32a+4b=0
4a+2b=-48

(Multiplikation der 3. Gleichung mit 2:)
1l6a+4b+c=0

32a+4b=0
8a+4b =-96

(Subtraktion der 2. von der 3. Gleichung:)
1l6a+4b+c=0

32a+4b=0

—-24a=-96

(Auflésen nach a:)

16a+4b+c=0

32a+4b=0

a=4

(Multiplikation der 2. Gleichung mit 13:)
-a+b-c=3

26a+13H =13

22a+1 =9

(Auflésen nach b und c:)
a=4

128+4b=0=4b=-128=b=-32
64-128+c=0=c=64
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Die gesuchten Koeffizienten sind: a=4, b=-32, c=64.

V-Bunklion v/ Die Funktion hat damit die Gleichung: f(x) = 4x* —32x? +64.

VI. Probe VI. Probe: Wegen der notwendigen Bedingung f'(2) =0 ist eine Probe zu
machen, ob die gefundene Funktion wirklich alle geforderten Eigenschaften
erfullt. Nun ist: f'(x) =16x> —64x, f'(x) =48x* - 64 und damit:

f"(2) =192-64=128> 0 mit x=2 als Tiefpunkt. Die Funktion erfullt alle Eigen-
schaften.

A VII. Zeichnung

V1.6 Bestimmungsaufgaben fir Polynome: a) Ein Polynom 3. Grades hat an der Nullstelle

T(2|0) einen Tiefpunkt und bei x = % einen Wendepunkt mit Steigung —1—36.

b) Ein Polynom 3. Grades hat bei x = 1 eine Nullstelle, hat in H(2|1) einen Hoch-
punkt und lauft durch den Punkt P(10|513).

V1.7 Eine Abbildung {an}: N (Np) -> R, die jeder natlrlichen Zahl n eine reelle Zahl a, zu-
ordnet, heil3t (unendliche) (Zahlen-) Folge: n -> a, oder {an}n.n, @n das n-te Folgenglied.
Folgen {an}nn, bei denen sich Folgenglieder auf vorhergehende Folgenglieder beziehen,
heif3en rekursiv und lassen sich mit Hilfe einer Funktion f darstellen als:

an= f(an-1, an2, ..., ank) Mit vorgegebenem a;, ay, ... ax (rekursive Folge k-ter Ordnung)
an= f(an.1) mit vorgegebenem a; (rekursive Folge 1. Ordnung).

Rekursive Folgen vom Typ a, = an.1 + p(n) mit dem Polynom k-ten Grades

p(n)=an“+a_n"+. . +a,n’ +an+a,
lassen sich explizit darstellen als ein Polynom (k+1)-ten Grades, als:
an=ant+bn“+cn*l+ ... +xn’+yn+z

Die Koeffizienten a, b, c, ... bestimmen sich aus den durch die rekursive Folgenvorschrift
ermittelten Folgengliedern a;, az, ... a2 und aus dem dazugehotrenden linearen Glei-
chungssystem mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus. Arithmetische Folgen a, = d(n-1) + a; (in
expliziter Darstellung) sind vom Typ a, = an.1 + d mit p(n) = d und a;,deR.

V1.8 Beispiel: Gegeben ist die rekursive Folge a, =an1 + n,a; =0 mit: a, = 0+2 =2, ag =
2+3=5,a,=5+4 =9, a5 = 9+5 = 14, ag = 14+6 = 20 usw. Es liegt mit a, die Summe der
ersten n-1 nattrlichen Zahlen vor. Geméafld dem Voranstehenden liegt eine rekursive Folge
vom Typ a, = an.1 + p(n) vor mit Polynom 1. Grades p(n) = n. Die Folge a, lasst sich somit
explizit darstellen als ein Polynom 2. Grades, d.h.:

an, = an®+bn +c (¥
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten a, b, c. Wir setzen n = 1, 2, 4 in die Gleichung (*)
ein und erhalten das lineare Gleichungssystem:
as=0=a+b+c
ap=2=4a+2b+c
as=9=16a + 4b +c

Mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus lI6sen wir das Gleichungssystem wie folgt:
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a b C R.S.

1 1 1 0

4 2 1 2 (2) - 4-(1)
16 4 1 9 (3)—16-(1)
1 1 1 0

0 -2 -3 2

0 -12 -15 9 (3) -6-(2)
1 1 1 0

0 -2 -3 2

0 0 3 -3

Wir erhalten als Lésung: 3¢ =-3 & ¢ =-1; -2b+3=2®b:%;a+% -1:O¢>a:%.

Die gesuchten Koeffizienten von a, sind daher: a = 0,5, b = 0,5, ¢ = -1. Die Folge a, hat
wegen (*) die explizite Darstellung: a, = 0,5n* + 0,50 — 1.

X3

PO 9

v

X2

V1.9 Vektoren im dreidimensionalen Vektorraum R® sind innerhalb der Vektorgeometrie

L&
Zahlentripel der Form a =| a, | mit den reellen Zahlen as, a,, asz als Komponenten und den

a
Vektorraumgesetzen bzgl. Addition und skalarer Multiplikation als Verknipfungen und
L [P
Operatoren. Punkte P(p1|p2|ps) sind Ortsvektoren OP =| p, | mit O(0|0|0) als Koordinaten-
Ps

-> -> -> -

ursprung. Geraden im Raum definieren sich als g: X = a+ Sr mit Stutzvektor a, Rich-

tungsvektor r und reellem Parameter s. Ebenen im Raum lassen sich darstellen in Para-
meter- und in Koordinaten-/Normalform, d.h. es gilt fur den dreidimensionalen Vektor
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Xy _ > >

X, |, den Ortsvektor a, die Richtungsvektoren r,, r, und die reellen Parameter ti, t,
X3

sowie die reellen Zahlen a, b. c und d:

P -> -> ->

E: x=a+t, r,+t,r, (Parameterform)
E: ax, + bx, +cx, =d (Koordinaten-/Normal(en)form)

X =

VI.10 Wir beschaftigen uns zunachst mit den Vektoren. Die Vektoren éz é; é; heil3en
0

linear unabhangig, wenn die auf den Nullvektor _c; =| 0| fuhrende Linearkombination die-
0

ser Vektoren, wenn also das lineare Gleichungssystem

-> -> -> ->

aata,at..ta,8 =0 (%)

nur die (triviale) Losung a1 = a2 = ... = ax = 0 besitzt. Gibt es daruber hinaus a; mit a; £ 0
als Losung des linearen Gleichungssystems (*), so sind die Vektoren linear abhéngig, d.h.

es gibt Vektoren é, aus {él, (;12, ék }, die sich als Linearkombination der anderen Vek-

-> -> —> ->
toren darstellen lassen, also: a =g, a,+5,a,+...+ 5,8, mit einigen B # 0. Das lineare

Gleichungssystem (*) ist ein homogenes Gleichungssystem, d.h. es besitzt immer und
mindestens eine Losung, namlich die, die aus lauter Nullen besteht. Sind diese Nullen die
einzige Losung des Gleichungssystems (*), so sind die Vektoren linear unabhangig, gibt
es dartber hinaus mehr Losungen, so sind die Vektoren linear abhangig. Feststellbar ist
Losungsmenge eines Gleichungssystems (*) mit Hilfe des GauRR-Algorithmus. Erzeugt
man mit Letzterem im zu (*) gehdrenden quadratischen Endtableau eine Matrix ohne Null-
zeile, so liegt lineare Unabhangigkeit vor, andernfalls lineare Abhangigkeit.

1 1
VI.11 Beispiele: a) Die Vektoren a=| 1|, b =| 0| sind linear unabhangig wegen:
0 1

aa+ﬂb al+ﬂ} Ol @a+p=0,a=0,=0=a=0,8=0.
1
1
2

- 0
b) Die Vektoren a = , b=l 1|, c¢c=| 2 | sind linear abhangig wegen:
-3 -1
. o 1 -1 0 0 a-£=0
aa+fBb+yc=a|l|+B 1 |+y 2 |=|0|=|a+B+2y=0|M»
2 -3 -1 0 20-36-y=0
a B vy rechte Seite
1 -1 0 0
1 1 2 0 (2)-(@1)
2 -3 -1 0 3)-2(1)
1 1 0 0
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0 2 2 0
0 -1 -1 0 2:(3) + (2)
1 1 0 0
0 2 2 0
0 0 0 0 P Lineare Abhangigkeit
i 0) -1 1) 1
c) Die Vektoren a=| 1|, b= 1|, c=| 0|, d=|-1]| sind linear abhangig, da vier
-1 -1 -1 -1

Vektoren im dreidimensionalen Raum immer linear abhangig sind. Denn: Wir tGbertragen
die Koordinaten der Vektoren direkt in das Anfangstableau des Gauf3-Algorithmus und
erganzen dieses, um dieses quadratisch zu machen, mit einer Nullzeile:

a B Y ) rechte Seite
0 -1 1 1 0
1 1 0 -1 0
-1 -1 -1 -1 0
0 0 0 0 0 P Lineare Abhangigkeit
. (0) 9
d) Die Vektoren o=[0|, b=|- 10 | sind linear abhangig, denn Vektoren, unter denen
0 -21

sich der Nullvektor o befindet, sind immer linear abhangig. Wir verwenden dazu das
Gaul3-Verfahren:

o4 B rechte Seite

0 9 0

0 -10 0 9-(2) + 10-(1)

0 -21 0 9-(3) + 21-(1)

0 9 0

0 0 0

0 0 0 letzte Zeile streichen -> quadratisches Endtableau
0 9 0

0 0 0 P Lineare Abhangigkeit

VI1.12 Aufgaben: Untersuche auf lineare Abhangigkeit bzw. Unabhéangigkeit.

(3} (-9 2 =) 1
a) a=| 5| b=|-15 b) a=| 1| b=|2]| c=| 1
7 21 1 1 2
o (4) (-3 1 1 1
¢) a=|-10|,b=| 2| c=|8 d a=| 1| b=|4
3 -6 3 -1 1

VI.13 Es gelten dann zwischen Punkten, Geraden und Ebenen im R® die folgenden Lage-
beziehungen, bei denen lineare Gleichungssysteme eine wichtige Rolle spielen:

a) Punkt P — Gerade g bzw. Ebene E: Die Punktprobe fihrt bei Geraden und Ebenen in
Parameterform auf lineare Gleichungssysteme:
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-> -> > -> -> -> ->

OP=a+sr, OP=a+t r+t,r,,

die im Falle der Losbarkeit zur Aussage Peg bzw. PeE fuhren, im Falle der Nichtlosbarkeit
zur Lage des Punktes aul3erhalb von Gerade bzw. Ebene. Ist die Ebene E in Koordinaten-
form gegeben, so lassen sich die Koordinaten des Punktes in E einsetzen, so dass bei
einem Widerspruch der Punkt au3erhalb der Ebene liegt.

b) Gerade g — Gerade h: Fur zwei Geraden g: X = ai+Sr, und h: X =az+tr, ergibt die
Gleichsetzung das lineare Gleichungssystem:

-> -> -> ->

ai+sr, = az+tr,,

wobei Nichtlésbarkeit Parallelitdt oder Windschiefe der Geraden, eindeutige Ldsbarkeit mit

Losung (Solts) die Existenz eines Schnittpunktes S mit OS= a:+s,r, = az2+t,r,, mehr-
deutige LOsbarkeit g = h bedeutet.

c) Gerade g — Ebene E: Im Falle einer Parametergleichung der Ebene E lassen sich Ge-
rade und Ebene gleichsetzen. Das lineare Gleichungssystem

-> —-> -> -> ->

a+tsr = a+t r+t,r,

hat dann entweder keine L6sung, so dass Gerade und Ebene parallel liegen (g || E), eine
eindeutige Losung mit Schnittpunkt (Durchstof3punkt) S oder eine mehrdeutige Losung, so
dass die Gerade Teil der Ebene ist, also auf der Ebene liegt (g c E). Im Falle einer Koor-
dinatengleichung von E ergibt sich durch Einsetzen der Geradenkoordinaten X, Xz, X3 in E
eine lineare Gleichung in s, die nicht, eindeutig oder mehrdeutig l6sbar sein kann.

d) Ebene E — Ebene F: Im Falle zweier Parametergleichungen von E und F sind diese
gleichzusetzen, das daraus resultierende lineare Gleichungssystem hat entweder keine
L6sung — dann sind die Ebenen parallel (E || F) — oder eine mehrdeutige Losung mit einem
freien Parameter — die Ebenen schneiden sich in einer Schnittgeraden g — oder mit zwei
freien Parametern — die Ebenen sind identisch (E = F). Auch im Falle zweier Koordinaten-
gleichungen entsteht ein lineares Gleichungssystem, namlich mit zwei Gleichungen und
den drei Unbekannten xi, X2, X3 sowie den entsprechenden Lésungsmengen. Bei einer
Parameter- und einer Koordinatengleichung sind die Ebenenkoordinaten xi, X, X3 der Pa-
rametergleichung in die Koordinatengleichung der zweiten Ebene einzusetzen.

2 1
VI1.14 Beispiele: a) Der Punkt P(4]-1|-5) liegt auf der Geraden g: ; =| 3 |[+5 —-2|, dadie
-1 -2
Punktprobe (das Gleichsetzen von Ortsvektor mit der Geraden) zu einer Losung fihrt:
4 2 1 2 1
-1|=| 3 |+5-2|®|-4|=9-2|©>s=2
-5 -1 -2 -4 -2

P liegt hingegen nicht auf der Ebene E: 3x; + 4x, + x3 = 12, da das Einsetzen der Koordi-
naten von P in E die falsche Aussage (34 + 4+(-1) — 5 =) 3 = 12 liefert.

2 1 -5 2
b) Wir setzen die Geradeng: x=| 3 |[+§—-2|undh: x=| 2 |+t| 1| gleich und erhalten
-1 -2 1 0

mit:
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2 1 -5 2 1 -2 -7 1 -2 |-7
3|+9-2|=| 2 |[+t|j1l|&® g-2|+t -1|=|-1| & |-2 -1 |-1
-1 -2 1 0 -2 0 2 -2 0 2

ein Uberbestimmtes lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Variablen.
Wir l6sen auf:

1 -2 |-7 1 -2 |-7 1 -2 |-7
-2 -1 |-1|1+2I |0 -5 [-15 0 -5 |-15
-2 0 2 Ji+2 {0 -4 |-12)5111 -4l {0 O 0
und streichen die dritte Gberzéhlige Gleichung 0 = 0, so dass wir ein lineares Gleichungs-

system mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten erhalten. Dies hat u.a. die Lésung
t = 3, so dass sich als Schnittpunkt S wegen

(-5 () (1
0S=| 2 [+31|=|5
1) (o) (2

S(1]5|1) ergibt.
c) Gegeben sind die zwei Ebenengleichungen E: x; + X2 + X3 = 10 und F: x; + 2x, = 8. Um
die Lage der Ebenen zueinander zu bestimmen, bilden wir das lineare Gleichungssystem:

X1+ X2+ X3=10
X1 +2%X =8
und I6sen auf:

Anfangstableau:

X1 X2 X3 | R.S.

111] 10
120|] 8
1. Schritt: 1*(2) - 1*(1)
11 1]10
01-1] -2
2. Schritt: 1*(1) - 1*(2)
10 2|12
01-1] -2
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
Xz =1
X1 =12 -2t
Xp=-2+1
S &
Wir bilden: x =| x, | und haben die Gleichung der Schnittgeraden g:
X3
X, 12-2t 12 -2
g x=|x |=| -2+t |=|-2]+{ 1
X, t 0 1
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VI1.15 Bei der Umformung der Ebenengleichungen von Parameter- in Koordinatenform und
umgekehrt spielt der sog. Normalenvektor eine Rolle. Ist E: ax; +bx, +¢X; =d die Ebe-

X, a
ne in Koordinatenform, so gilt mit Hilfe des Skalarprodukts, mit x =| X, | sowie n=|b| als
Xg C
- => -> -> -> ->

Normalenvektor: E: n[(x =d. Mit der Parametergleichung E: x = a+t, r,+t,r, folgt, dass

- > >

der Normalenvektor N senkrecht zu den Richtungsvektoren r; und r, steht, so dass sich
mit dem Skalarprodukt das unterbestimmte Gleichungssystem

- => - >

nkt, =0, nlt, =0
ergibt. Das Skalarprodukt zweier Vektoren errechnet sich dabei als:

L (A (kb
alb =| a, \[Ib, | =a,b, +a,b, +a;b,
a; ) (b

VI.16 Das nachstehende Beispiel zeigt die Umformung einer Ebenengleichung von der
Koordinaten-/Normalen- zur Parameterform und von der Parameter- zur Koordinaten-
/Normalenform. Gegeben ist:

E: 2x, +3x, — 6%, =18 (Koordinaten-/Normal(en)form)
Die Koordinatengleichung ist eine lineare Gleichung mit drei Unbekannten, das ,lineare

Gleichungssystem* ist mehrdeutig I6sbar, wenn wir x, = r und x3 = s mit reellen Parame-
tern r und s setzen sowie die Gleichung nach x; auflésen:

2x1 +3r—6s =18 | -3r, +6s
2x1 =18 - 3r + 6s | :2
X1 =9-1,5r+3s (Losung)) X1 =9 —-15r+3s, X2 =1, X3 =S
Es ergibt sich daraus die Ebenengleichung in Parameterform:
X, 9-15r +3s 9 -15 3
E: ; =X, | = r =0|+r] 1 |+g 0| (Parameterform)
Xq S 0 0 1
a
Umgekehrt bestimmt sich der Normalenvektor _r: =| b | der Ebene E in Parameterform aus
c
den folgenden Gleichungen des Skalarprodukts:
a) (—-15 a) (3
b 1 |=0,|b(O|=0,
c 0 c)\1

was bedeutet:
-15a+b=0,3a+c=0.

Wir bringen dieses lineare homogene Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und den
drei Unbekannten a, b, ¢ auf Dreiecksgestalt:
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-1510
3 01

0 -151010
0)Il +2I 0 2110

Wir haben c =t als freien reellen Parameter und wahlen ¢ = -6, da wir nur einen Norma-
lenvektor brauchen und alle Normalenvektoren jeweils Vielfache voneinander sind. Es er-
gibtsichmitc=-6:2b-6=0~2b=6 < b=3sowiemitb=3:-15a+3=0<¢ 3=1,5a
< a = 2. Die Ebenengleichung lautet daher wie oben:

E: 2x, +3x, — 6%, =18 (Koordinaten-/Normal(en)form)

2 -1 2 -1
VI.17 Aufgaben: a) Fur die Gerade g: _; =| 1 |+t| 2 | und die Ebene E: ;:r -1|+9 -4
-1 2 4 2
soll tberpruft werden, ob die Punkte A(5|2|6) und B(3|-1]-3) auf g bzw. E liegen oder nicht.
. 1 0 . 0 1
b) Bestimme die Lage der beiden Geraden g: X =[0|+9 -1| und h: Xx=| 0|+t 1| zu-
0 2 1 0
einander.
2 1 1 1 1
c) Gegeben sind die Gerade g: _;: 1|+r| O | und die Ebene E: _;: 1 |+s50|+t—-1].
0 -1 -1 1 2
Stelle die Ebene E als Koordinatengleichung dar. Wo schneiden sich Gerade und Ebene?
1 -2 0
d) Fir die beiden Ebenen E: ;: O |+r| =1|+9 —-1|undF: 22x; — 16X, — X3 = -4 ist deren
-2 0 2

Lage zueinander zu bestimmen sowie im Falle, dass sich die Ebenen schneiden, die
Schnittgerade.

VIl. Gaul3-Algorithmus:
Lineare Gleichungssysteme mit Parameter

VII.1 Lineare Gleichungssysteme mit Parameter enthalten reelle Zahlen a, k, t 0.a., die bei
den Koeffizienten und in der rechten Seite des linearen Gleichungssystems auftreten kén-
nen, ist bei der Durchfihrung des Gaul3-Algorithmus wie eine Zahl zu behandeln, alge-
braische Umformungen mit den Parametern vorausgesetzt. Im Endtableau des Gaul3-
Verfahrens sind die Losbarkeitskriterien fir Gleichungssysteme zu beachten, wobei die
Koeffizientenausdricke mit Parameter ins Gewicht fallen kénnen. Denn die Division durch
solche, vom Parameter abhangigen Koeffizienten kann dazu fuhren, dass man fir gewisse
Parameter durch 0 teilt, was natirlich nicht erlaubt ist.

Im Folgenden wird der Gaul3-Algorithmus dazu verwendet, ein Gleichungssystem in Drei-
ecksgestalt zu erzeugen. Dieses reicht aus, um Fragen der vom Parameter abhéngigen
Losbarkeit zu beantworten sowie weiter vom Parameter abhangige Losungsmengen zu
ermitteln.

VI1.2 Beispiele: Wir gehen zunachst von einer Dreiecksgestalt der linearen Gleichungssys-
teme mit Parameter aus, verzichten mithin auf den Einsatz des Gaul3-Algorithmus und
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untersuchen nur auf Losbarkeit.

a) Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem mit Parameter a in Dreiecksgestalt:
2X1 +4x; + (a-1)x3 =5

(2a-4)xy + 4x3 =1

(a%-9)x3 = 2a+6

Das Anfangs- und gleichzeitig Endtableau des linearen Gleichungssystems ist dann:

X1 X2 X3| R.S.

2 4 a-l| 5

02a-4 4| 1

0 0a%*9]|2a+6

Wir untersuchen nun die Sonderfalle, bei denen die vom Parameter a abhangigen Haupt-
diagonalelemente — hier (von unten nach oben): a>~9 und 2a—4 — Null werden, denn eine
Division durch diese Diagonalelemente ist im Allgemeinen ja nicht moglich.
Falll:a>9=0®a’=9®a=-3,a=3

a) a = -3: Das Endtableau lautet, indem wir a=-3 einsetzen:

2 4-4|5
0-10 41
0 00|0

Damit liegen auf Grund der letzten Tableauzeile als Nullzeile im Fall a=-3 unendlich viele
LOsungen vor.

B) a = 3: Das Endtableau lautet hier:

242| 5
024] 1
00012

Die letzte Tableauzeile lautet: 0 = 12 und beinhaltet somit einen Widerspruch. Fir den Pa-
rameter a=3 gibt es somit keine Lésung des linearen Gleichungssystems.

Fall 2: 2a—4 =0 & 2a =4 <& a = 2: Das Endtableau wird zu:
24 1| 5

004 1

00-5|12

Wir fihren noch einen Gaul3-Schritt durch: 4-(3) + 5-(2)
241]| 5

004] 1

00053

Auch hier fuhrt die letzte Zeile auf einen Widerspruch, so dass es zu a=2 keine L6sung
gibt.
Neben diesen Sonderfallen 1 und 2 ist noch der Fall der eindeutigen Lésbarkeit des linea-

ren Gleichungssystems zu betrachten, der dann gilt, wenn alle Diagonalelemente # 0 sind.
Also:

Fall 3: a # -3, a # 2, a # 3: Das lineare Gleichungssystem besitzt fiir diese Werte des Pa-
rameters a eine eindeutige Lésung.

b) Wir geben hier das Endtableau eines linearen Gleichungssystems mit Parameter t an:
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X1 Xo X3|R.S.
t 4 t| 2
Ot+4 4| t+2
0 0t*+t-2] t+1

Fall1:t?+t—-2=0®t= 05+05°+2=05+./225=05+15 & t=-1,t=2:
a) t = -1: Das Endtableau lautet, indem wir t=-1 einsetzen:
-14-1|2
03 4|1
000]0
Die Nullzeile im Endtableau weist daraufhin, dass das lineare Gleichungssystem fir t=-1
mehrdeutig losbar ist.
) t = 2: Das Endtableau ist hier:
242|2
064|4
000]|3
Die letzte Tableauzeile lautet: 0 = 3 und beinhaltet somit einen Widerspruch, so dass flr
t=2 das Gleichungssystem nicht I6sbar ist.
Fall2:t+4 =0 & t = -4: Das Endtableau hat die Form:
44 4] 2
00 4]|-2
0010]|-3
Der Gaul3-Schritt 2-(3) — 5-(2) fuhrt zu:
-44-4] 2
00 4]|-2
000]| 7
und damit zum Widerspruch und zur Nichtlésbarkeit des Gleichungssystem im Fall t=-4.
Fall 3: t = 0: Aus dem Endtableau
04 0|2
04 4|2
00-2]|1
folgt wegen der 1. Spalte als Nullspalte die Mehrdeutigkeit der Losung im Fall t=0.
Nach den Sonderfallen haben wir noch:

Fall4:t+ -1, t+2 t+ -4, t+ 0: Die LOsung des linearen Gleichungssystems ist fur diese
Parameter t eindeutig.

VII.3 Beispiel: Gegeben ist das lineare Gleichungssystem mit dem Parameter teR:

X1 + 2Xo + X3 =t
X1+ 2Xo +tXg = t2-4
tx; - tX3 = 2t-t?

Etwa fir t = 2 wird das Gleichungssystem zu:
X1+ 2Xo+X3=2, X1+ 2X, +2X3=0, 2X1 - 2X3=0
Fur t =-100 haben wir das lineare Gleichungssystem:

Michael Buhlmann, Schilerkurs Mathematik > Lineare Algebra > Lineare Gleichungen/Gleichungssysteme > | 56



X1 + 2Xp + X3 = -100, -X; + 2Xo -100x3 = 9996, -100x; +100x3 = -10200

Wir gehen nun systematisch vor und wenden zuerst den Gaul3-Algorithmus zur Erzeugung
eines Gleichungssystems in Dreiecksgestalt an. Anfangstableau und Gaul3-Schritte sind:

X1 Xo X3 rechte Seite

1 2 1 t

-1 2 t t?-4 (2) + (1)

t 0 -t 2t-t2 (3) +t-(1)

1 2 1 t

0 4 1+t t?+t-4

0 -2t -2t 2t-2t2 2:(3) + t(2)

1 2 1 t

0 4 1+t t2+t-4

0 0 t2-3t t3-3t? Endtableau (*)

Schauen wir uns Gleichung (Zeile) (3) im Endtableau (*) an, so haben wir: (t?-3t)xs = t3-3t2,
Die Division mit t?-3t fulhrt auf die Fallunterscheidung t>-3t = 0 und t>-3t + 0:

Fall1: t*-3t=0 & t(t-3) =0 & t=0,t=3
a) t=0: Wir erhalten aus (*) (t=0 einsetzen!) das Endtableau:

1 2 1 0
0 4 1 -4
0 0 0 0 mehrdeutige L6sunq:

x3=s,4x2+s=-4<:>4x2:-4-s<:>x2=-1-Z,xl-z-g+s:O<:>x1=2-§.Wirhaben

_1
2 2
N . 1
als Losungsmenge im Fall t=0: L,_, =4| -1|+S “a IsORY.
0 1

p) t=3: Das Endtableau (*) (t=3 einsetzen!) lautet in diesem Fall:

1 2 1 3
0 4 4 8
0 0 0 0 mehrdeutige Losung:
X3=S,4Xot4s =8 & 4x; =8 -4s & X =2-5, X1+t 2(2-S)+s=3 @ X +4-25+s=3 &
-1 1
x1 = -1 +s. Als Losungsmenge ergibt sich: L_; =4| 2 |+ -1|sOR;.
0 1

Nach dem (Sonder-) Fall 1 (a) und b)) betrachten wir den Fall 2: t # 0, t # 3: Die eindeutige
Ldsung fur diese t bestimmt sich unter Wiederholung des Endtableaus (*):

1 2 1 t
0 4 1+t t?+t-4
0 0 t2-3t t3-3t% eindeutige Lésung:

Wir kénnen in der Gleichung (3) des Endtableaus (*) nun durch t>-3t # O dividieren und
erhalten mittels der Faktorisierungen t>-3t = t(t-3) und t>-3t* = t%(t-3):
=37 _t*(t-3) ¢

t?-3t  tt-3

3
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GemaR (*) ergibt sich weiter: x3 = t, 4x, + (1+t)t = t?+t-4 & 4x, + t + 2 = tP+t-4 & 4x, = -4
@ Xp=-1, X +2(-1) +t=t< X1 -2 =0 < x; =2 und damit fir jedes t+0 und t+3 die L6-
2
sungsmenge: Lq.; =1 —1
t

Fur t=2 erhalten wir, um zum Anfang der Betrachtung des Gleichungssystems zurtickzu-

2 2
kommen, als Losungsmenge: L,_, =4| —1|;, fur t=-100 die Losungsmenge: L_,,,=4| -1
2 -10

VIl.4 Aufgaben: Untersuche die folgenden linearen Gleichungssysteme mit Parameter auf
Losbarkeit (keine, eindeutige, mehrdeutige Losungen):

a) +3x+y- 2z=-5 b) +2tx;- 2x,- txz= 6
+ry+ 4z = 6 +(t-1)x2+  txzg= ot
+(r+6)z= 0 +(t-2)z = t%-4
C) X1 X2 X3 d) X1 X2 X3
3 t 2]0 4a 2 a |ba
6 t 1|0 83 2a| 8
t-1 0|0 6a-3 -2 | 6

VII.5 Aufgabe: Gegeben sind die Matrix A; und der Vektor (_jt , t reell, mit:

-2 t-2 t* ) 0
A=-1 -1 3t |, d = -t
t -t* 5t+2 -5t +2
> - -> Xl
a) Berechne das lineare Gleichungssystem: A X =d; mit dem Losungsvektor x =| x, |.
X3

-> ->

b) Fur welche Werte von t ist das lineare Gleichungssystem A X =d, eindeutig losbar, fur
welche vieldeutig l6sbar, fur welche unlsbar?
c) Fur welche Werte von t ist x3 = 1? Wie heil3t in diesem Fall der Lésungsvektor?

VII.6 Aufgabe: Gegeben sind die Matrix A; und der Ergebnisvektor l_)t> t reell, mit:

-t -2 3) (3-3
A=|2t 3 -4]| b=| 2-t
0 8 -2 8- 2t2

-> ->

a) Lose das lineare Gleichungssystem A, X =D .

- ->

b) Lose das lineare Gleichungssystem A, X =b_, .
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c) Bestimme fur alle reellen t die Lésungsmenge des linearen homogenen Gleichungssys-
-> -> S

tems A X =0 (o als Nullvektor).

d) Bestimme fir alle reellen t die Losungsmenge des linearen inhomogenen Gleichungs-
- >

systems A X =b,.

VII.7 Aufgaben: Bestimme zu den folgenden linearen Gleichungssystemen mit Parameter
die vom Parameter abhéangigen Lésungsmengen:

a) AX—y=2A%+21 b) X; + tx, = 2t
2X + Ay = 24 — 222 X1 - 2Xo + tPX3 = -2t
X1 -tXo+2X3=2
2 -2 5| 3r a -1 0 1
c) [r -1 2r] r? d) |2a -1 a+1 1
4 r r|2r®+5r 4a -3 2ala’+2a
t?+1 -1 0 |t? 1 -a 0] -1
e) | 0 t*+4 -1 |t il -1 2a a+1 2
-16 -48 t*+16/4t> -3 4a 2ala’+2a
4r =3 2r [r?+2r
9 |-r 1 0] -1
2r -1 r+1 1

Essen 2008
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