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Datenblatt: Stochastik

Stochastik oder Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Beschaftigung mit Wahrscheinlichkeiten, also
mit mathematischen GréBen p (0<p<1, p reell), die im Rahmen von Zufallsexperimenten als Maf3
flr die Sicherheit bzw. Unsicherheit eines Ergebnisses bzw. Ereignisses in Erscheinung treten.
Zufallsexperimente (Zufallsversuche, Zufallsvorgange) sind mathematisch modellierte Prozesse,
die auf der (endlichen) Wiederholung (Mehrstufigkeit) einer gleichen festgelegten Versuchssituati-
on (Merkmale, Versuchsausgange) beruhen, wobei die (abzahlbar-endlichen) méglichen Ergebnis-
se einer solchen Versuchsdurchflihrung ebenso wie die Ergebniswahrscheinlichkeiten (als relative
Haufigkeiten [Gesetz der groBen Zahlen]) bekannt sind. Zufallsexperimente lassen sich durch sog.
Wahrscheinlichkeitsbdume (aus Knoten, Verzweigungen [Ausgange, Merkmalsauspragungen],
Kanten [Zweige] und Pfaden [Aste]) darstellen, die Ergebnisse und Wahrscheinlichkeiten anzei-
gen. Zufallsexperimente, die auf Ergebnisse mit immer derselben Wahrscheinlichkeit hinflihren,
heiBen Laplace-Experimente. Ergebnisse sind Elementarereignisse, Ereignisse sind Zusammen-
fassungen von Ergebnissen (Mengenlehre der Ereignisse), die Wahrscheinlichkeit eines Ereignis-
ses errechnet sich gemaf den Pfadregeln (Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten innerhalb eines
Pfades, Addition von Wahrscheinlichkeiten verschiedener Pfade); die Wahrscheinlichkeit aller Er-
gebnisse eines Zufallsexperiments stellt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung dar; die Summe der
Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse ergibt das sichere Ereignis. Aus diesen Sachverhalten folgt
die Axiomatik der Wahrscheinlichkeiten mit den daraus abgeleiteten Formeln des Additionssatzes
und des Gegenereignisses (De Morgansche Regeln). Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die
Ereignissen des Zufallsexperiments eine reelle Zahl zuordnet. Bzgl. der Zufallsvariablen lassen
sich Aussagen zu Erwartungswert und Standardabweichung treffen.
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Datenblatt: Wahrscheinlichkeiten

Ist S die Menge der Ergebnisse eines Zufallsexperiments, so stellen Teilmengen A, B, ... von S (A,
B, ... O S) Ereignisse dar. Hinsichtlich eines Ergebnisses aeS ergibt sich als Wahrscheinlichkeit
des dazugehdrigen Elementarereignisses {a} O S als p({a}), die Wahrscheinlichkeit p(A) eines
Ereignisses A als Summe der Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse, die im Ereignis enthalten sind.
Im Fall eines Laplace-Experiments errechnet sich die Wahrscheinlichkeit als:

pAy=%
n

mit: g = Anzahl der das Ereignis A ausmachenden ,glinstigen® Versuchsergebnisse, n = Anzahl
aller méglichen Versuchsergebnisse. Zur Ermittlung der Anzahlen sind mitunter kombinatorische

Uberlegungen notwendig:

Voraussetzungen Permutationen
n Elementel werden apgeordnet, alle Anzahl der Méglichkeiten: !
Elemente sind verschieden
n Elemente werden angeordnet, jeweils . . n
n; Elemente sind gleich (i=1,2, ...r; Anzahl der Méglichkeiten: P=—
Ny + N2+ ...+ N =n) n !U.lh,!
Voraussetzungen Kombinationen
k Elemente werden aus n Elementen
ausgewahlt, mit Zuricklegen, mit Be- Anzahl der Mdglichkeiten: n*
ricksichtigung der Reihenfolge
k Elemente werden aus n Elementen o _ n+k=1)_ (n+k-1)!
ausgewahlt, mit Zuriicklegen, ohne Be- |Anzahl der Moglichkeiten: = TR
riicksichtigung der Reihenfolge k kl(n—k)!
k Elemente werden aus n Elementen n n!
ausgewahlt, ohne Zuriicklegen, mit Be- | Anzahl der Mdglichkeiten: 1= '
riicksichtigung der Reihenfolge k (n=k)!
k Elemente werden aus n Elementen n n!
ausgewahlt, ohne Zuricklegen, ohne Anzahl der Méglichkeiten: =
Beriicksichtigung der Reihenfolge k) ki n=k)!
Fakultét: n! =1-2-...-n, 0! =
n
Binomialkoeffizient:
k k'(n k)'
(fr natdrrliche Zahlen k, n einschlieBlich 0)

Kombinatorik

Far Wahrscheinlichkeiten p und Ereignisse A, B, ... O S eines Zufallsexperiments gilt:

Ereignisse Wahrscheinlichkeiten
Leeres/unmdgliches Ereignis @ p(d) =0

Sicheres Ereignis S p(S) = 1

Ereignis A 0<p(A) =1

Ereignisse A, B disjunkt -> ACB als
Ereignis A oder B“J g P(ALB) = p(A) + p(B)

Ereignisse A, B -> AOB als Ereignis ,A | Additionssatz fir Wahrscheinlichkeiten:
oder B“, AnB als Ereignis ,,A und B* p(AOB) = p(A) + p(B) — p(AnB)

Ereignisse A, B, B 0 A -> A\B als Ereig- 3 B
nis ,A ohne B* P(A\B) = p(A) — p(B)

Ereignis A -> Gegenereignis A~ = S\A
als Ereignis ,nicht A*

P(A) +p(A) =1,p(A) =1-p(A)

Ereignisse, Wahrscheinlichkeiten

Eine (diskrete) Zufallsvariable (ZufallsgréBe) X ist eine reelle Abbildung zur Beschreibung eines
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Zufallsexperiments. Sie ordnet daher den (abzahlbar-endlichen) mdglichen Ergebnissen des Ver-
suchs eine reelle Zahl zu, also: X(as) = Xy, X(az2) = Xz, ... X(an) = X, mit Ergebnissen a;, ay, ..., an.
Es ergibt sich die durch die Zufallsvariable abgeleitete Wahrscheinlichkeitsverteilung:

X1 P(X=X1), Xa! P(X=X2), ..., XnI P(X=Xn)
mit p(X=x1)+p(X=X2)+...+p(X=x,) = 1 und daraus der Erwartungswert
E(X) = g = x4p(X=X1) + Xop(X=X2) + ... + Xap(X=Xp)
(als durchschnittlicher [mittlerer] Wert der Zufallsvariablen) sowie die Standardabweichung

0 = Var(X) =(x, = 0> p(X = x)+(x, = f)° p(X = x,) +.ec+(x, = 1)° p(X = x,)

(als MaB3 far die Abweichung vom Erwartungswert). Zufallsvariablen X sind durch ihren Erwar-
tungswert p und ihre Standardabweichung o charakterisierbar. Aufbauend auf der Wahrscheinlich-
keitsverteilung und der daraus abgeleiteten Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) = P(X=x;) (i=1, ...n)
ergibt sich die Verteilungsfunktion F(x) = p(X<x) als Summe der Wahrscheinlichkeiten der Auspra-
gungen der Zufallsvariablen X, die kleiner gleich einer vorgegebenen reellen Zahl x sind.

Beispiele (Wahrscheinlichkeiten):

a) Ein normaler Spielwirfel mit den Augenzahlen 1 bis 6 wird einmal geworfen. Das Zufallsexperiment ist ein
Laplace-Experiment, da jedes Ergebnis dieselbe Wahrscheinlichkeit 1/6 (Anzahl glinstiger Versuchsergeb-
nisse geteilt durch die Anzahl aller mdglichen Versuchsergebnisse) hat. Ist X die Zufallsvariable, die einem
Versuchsergebnis die Augenzahl zuordnet, so ist der Erwartungswert: E(X) = (1+2+3+4+5+6)-1/6 = 3,5, d.h.
es wird durchschnittlich die Augenzahl 3,5 gewurfelt.

b) Der normale Spielwirfel mit den Augenzahlen 1 bis 6 wird zweimal geworfen. Es ergibt sich wieder ein
Laplace-Experiment; jedes Ergebnis (1;1) bis (6;6) besitzt die Wahrscheinlichkeit 1/36. Tabellarisch l&sst
sich der Zufallsversuch wie folgt darstellen:

1. Wurf | 2. Wurf 1 2 3 4 5 6

1 (1:1) (1:2) (1:3) (1:4) (1:5) (1:6)
2 (1) (2;2) (2;3) (2:4) (2;5) (2;6)
3 (3:1) (3:2) (3:3) (3:4) (3:5) (3:6)
4 (41) (4:2) (4;3) (4:4) (4;5) (4:6)
5 (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6 (6:1) (6:2) (6:3) (6:4) (6:5) (6:6)

Aus der Tabelle lassen sich nun leicht Anzahlen ermitteln, die mit 1/36 multipliziert Wahrscheinlichkeiten
ergeben. Z.B. besitzt das Ereignis, gleiche Augenzahlen zu wiirfeln, die Wahrscheinlichkeit: p(gleiche Au-
genzahl) = 6-1/36 = 1/6 wegen:

1. Wurf | 2. Wurf 1 2 3 4 5 6

1 (1:1) (1;2) (1:3) (1:4) (1:5) (1:6)
2 (2,1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6)
3 (3:1) (8:2) (38:3) (3:4) (3:5) (3:6)
4 (41) (4:2) (4;3) (4:4) (4;5) (4:6)
5 (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5;5) (5;6)
6 (6:1) (6:2) (6:3) (6:4) (6:5) (6;6)
Das Ereignis, nur gerade Augenzahlen zu werfen, bedeutet:

1. Wurf | 2. Wurf 1 2 3 4 5 6

1 11 (1;2) (1:3) (1;4) (1:5) (1:6)
2 ;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2:6)
3 (1) (3;2) (3:3) (3;4) (3:5) (3:6)
4 (4;1) (4;2) (4;3) (4;4) (4;5) (4:6)
5 (5:1) (5;2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6 (6;1) (6;2) (6;3) (6;4) (6;5) (6;6)

und flhrt auf die Wahrscheinlichkeit: p(nur gerade Augenzahlen) = 9-1/36 = 1/4. Es gilt der Additionssatz flr
(disjunkte) Ergebnisse, Elementarereignisse, Ereignisse. Das Konzept des Gegenereignisses wird verwen-
det bei Betrachtung der folgenden Berechnung: p(Augensumme > 4) = 1 — p(Augensumme < 4) = 1 — 6-1/36
= 1-1/6 = 5/6 auf Grund von:

1. Wurf | 2. Wurf 1 2 3 4 5 6

1 ;1) (1:2) (1:3) (1:4) (1;5) (1:6)
2 (2:1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6)
3 (3:1) (3:2) (3:3) (3:4) (3:5) (3:6)
4 (4:1) (4:2) (4;3) (4:4) (4;5) (4:6)
5 (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6 (6:1) (6:2) (6:3) (6:4) (6:5) (6:6)
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Datenblatt: Wahrscheinlichkeitsbaume

Ein Wahrscheinlichkeitsbaum dient der grafischen Aufbereitung und Beschreibung eines n-stufigen
Zufallsexperiments mit k4, ko, ... Verzweigungen von Merkmalen (Ausgéange, Merkmalsauspragun-
gen, je Stufe) (n, k4, ko, ... als natiirliche Zahlen) und besteht aus einer dem Zufallsversuch und
dessen (kausaler) Entscheidungshierarchie entsprechenden (gerichteten) Anordnung von Knoten
und Kanten.

Wahrscheinlichkeitsbaum (Merkmale: Merkmal A (Ausgange a, c), Merkmal B (Ausgange b, d); zweistufig):

Merkmal A Merkmal B 4 Merkmale
pb) bl > [pp(asb) = [p(@p(b) 1/| < Prad (a:) <
p alll
| 1-pb) d|| > |jp(a;d) = ||p(a)(1-p(b)) 2|||| 4 Pfad (a;d)||Ereignis E:
P(A) =
| | p(aib)+p(cid) =
i 1-p(d) bl > [p(e;b) = ||p(c)(1-p(d)) 3|||| A Pfad (c;b)||p(a)p(b)+
p(c)p(d)
p(c) c il
pd) d I > [p(c;d) = |[p(c)p(d) 4| € Prad (cid) | 4
Wurzel A Knoten, Kanten A Blatter
1. Stufe 2. Stufe Summe: 1
A Wahrscheinlichkeiten, A Wahrschein- A FErgeb-
Merkmalsausprdgungen lichkeitsverteilung nisse

Die Knoten stellen die (Zwischen-) Ergebnisse des Zufallsversuchs dar gemafB der jeweiligen
Durchfiihrung des Experiments, die Kanten sind mit den dem jeweiligen Ergebnis entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten versehen. Die Wahrscheinlichkeiten im Wahrscheinlichkeitsbaum ergeben
sich aus kombinatorischen Uberlegungen (Urnenmodell mit/ohne Zurticklegen u.a.). Die Summe
der Wahrscheinlichkeiten an den Kanten, die von einem Knoten ausgehen, ist 1.

Die Aufeinanderfolge von Kanten zwischen dem Anfangsknoten des Wahrscheinlichkeitsbaums
(Wurzel) und den Endknoten (Blattern) hei3t Pfad. Flr ein Ereignis A gelten hinsichtlich der das
Ereignis charakterisierenden Pfade und deren Wahrscheinlichkeiten die Pfadregeln:

1. Entlang eines zum Ereignis E gehérenden Pfades werden die Wahrscheinlichkeiten der
Pfadkanten multipliziert. Es ergibt die Wahrscheinlichkeit des Pfades (Pfad: O -> p(a) -> a
->p(b) -> b ...: p(a;b;...) = p(a)-p(b)-...).

2. Die multiplizierten Wahrscheinlichkeiten von allen zum Ereignis E gehérenden Pfaden wer-
den addiert. Es ergibt sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E (Pfade: O -> p(a) -> a
->pb)->b...;O->p(c)->c->p(d)->d...; ... p(E) = p(ab;...) + p(c;d;...) + ...).

Ein Pfad in einem Wahrscheinlichkeitsbaum stellt ein Elementarereignis dar. Die Summe der
Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse ist folglich 1. Wird ein Ereignis E durch mehr Pfade
charakterisiert als sein Gegenereignis E-, so empfiehlt sich, die Wahrscheinlichkeit des Gegen-
ereignisses zu berechnen, so dass die Formel p(E) = 1 —p(E") zum Tragen kommit.

Je nach Fragestellung kénnen vorgegebene Wahrscheinlichkeitsbdume umorganisiert, reduziert
und ,eingeklappt® werden, indem bestimmte Merkmalsauspragungen zusammengefasst und somit
die Zahl der Kanten vermindert werden. Allgemein ist zur Anzahl der Pfade in einem Wahrschein-
lichkeitsbaum zu sagen, dass bei n-maligem Durchfihren eines Zufallsversuchs mit gleichen k
Ausgéangen je Stufe die Pfadanzahl k" betragt; bei unterschiedlicher Anzahl von Ausgangen k;, ko,
..., Ky ist die Pfadanzahl kq-ks-... K.
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a) Das zweimalige Wurfeln eines vierflachigen Tetraeders mit den Zahlen 1, 2, 4 und 8 ist ein zweistufiges
Laplace-Experiment (mit Zuriicklegen) mit dem nachstehenden Wahrscheinlichkeitsbaum:

Wabhrscheinlichkeitsbaum (Ausgénge: 1, 2, 4, 8; mit Zuriicklegen; 2-maliges Durchfiihren):

1. Versuchsdurchflihrung(en)

/4 1] > lp(1;1) = [0.0625 | 1

-

14 2> lp(1;2) = |0.0625 | 2
1/4

/4 4> Ip(1;4)= 0.0625 | 3

/4 8> lp(1;8) = |0.0625 | 4

\%

p(2;1)= [0.0625 | 5

~

42> p@2;2) = [0.0625 | 6
1/4

N
H
\Y

p(2;4) = |0.0625 | 7

-
=
N
=]
\Y

e R

p(2;8) = |0.0625 | 8

\

p(4;1)= [0.0625 | 9

/4 2> p@a;2) = 0.0625 |10

H

1/4
1/4 4| > Ip@;4) = |0.0625 |11

— |-
<
N
©
v

p(4; 8) = |0.0625 |12

p8; 1) = |0.0625 |13

] _.
=
=
—
\%

1/4 2> |p®8;2) = |0.0625 |14

R R

co

] _ |

1/4
/4 4] > p(8; 4)= 0.0625 |15

p(8;8) = |0.0625 |16

N
=
=
©
\%

Summe: |1

Alle Ergebnisse (1;1) bis (8;8) des Wirfelversuchs haben dieselbe Wahrscheinlichkeit 1/4-1/4 = 1/16 =
0,0625. Es liegt also ein Laplace-Experiment vor. Die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen sind Summen
von Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse, z.B.: p(2. Wurf = 4) = p(1;4) + p(2;4) + p(4;4) + p(8;4) = 4-1/16 =
1/4 = 0,25; p(Augensumme = 10) = p(2;8) + p(8;2) = 2-1/16 = 1/8 = 0,125; p(Augensumme < 5) = p(1;1) +
p(1,2) + p(1;4) + p(2;1) + p(2;2) + p(4;1) = 6-1/16 = 3/8 = 0,375. Ist X die Zufallsvariable, die einem zweima-
ligen Wiirfeln die Augensumme zuordnet, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung ,Augensumme ->
Wahrscheinlichkeit*: 2 -> 1/16, 3 -> 1/8, 4 -> 1/16,5-> 1/8, 6 -> 1/8, 8 -> 1/16, 9 -> 1/8, 10 -> 1/8, 12 -> 1/8,
16 -> 1/16. Der Erwartungswert der Zufallsvariable betragt: E(X) =2-1/16 + 3-1/8 + ... + 16-1/16 = 7.5.

b) Auf einem Gllicksrad gibt es drei Felder mit den Farben rot, weil3 und griin, wobei die Winkel der entspre-
chenden Kreissegmente 120°, 90° und 150° lauten. Fir dreimaliges Drehen des Glicksrads (mit Zuriickle-
gen) ergibt sich auf Grund der Wahrscheinlichkeit der farbigen Felder:

p(rot) = 120/360 = 1/3 = 4/12
p(weiB) = 90/360 = 1/4 = 3/12
p(griin) = 150/360 = 5/12

der nachfolgende (dreistufige) Wahrscheinlichkeitsbaum (mit je drei Verzweigungen):
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Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgénge: rot, weil3, griin; mit Zurlicklegen; 3-maliges Durchfiihren):

1. 2. 3. Versuchsdurchfiihrung(en)

4/12 rot I > |p(rot; rot; rot) = 0.037037 || 1
4/12 rot I 3/12 weiBB @ > |[p(rot; rot; weiB) = 0.0277778| 2

i

. 5/12 grin I > |Ip(rot; rot; griin) = 0.0462963 || 3

. 4/12 rot I > ||p(rot; weiB; rot) = 0.0277778| 4

4/12 rot | 3/12 weiB | 3/12 weiB I > ||p(rot; weiB3; weiB) = 0.0208333| 5
B B 5/12 griin I > |p(rot; weiB; griin) = 0.0347222 6
B B 4/12 rot I > |p(rot; griin; rot) = 0.0462963 | 7
. 5/12 griin I 3/12 weiB I > ||p(rot; griin; weiB) = 0.0347222| 8
. 5/12 griin I > ||p(rot; griin; griin) = 0.0578704 || 9
B 4/12 rot I > |p(weiB; rot; rot) = 0.0277778 110
. 4/12 rot I 3/12 weil3 I > |p(weiB; rot; weiB) = |0.0208333 |11
. . 5/12 griin | > |ip(weiB; rot; griin) = 10.0347222 12
] | 4/12 rot ll > | p(weiB; weiB; rot) = 0.0208333 |13
I 3/12 weil3 |l 3/12 weiB |l 3/12 weil @ > |p(weiB; weiB; weiB) =/0.015625 |14

5/12 griin | > ||p(weiB; weiB; griin) =10.0260417 |15

4/12 rot |l > |p(weiB; griin; rot) = /0.0347222 16

5/12 griin I 3/12 weiB @ > p(weiB; griin; weiB) =10.0260417 |17

5/12 griin | > ||p(weiB; griin; griin) =/0.0434028 |18

i
LWL

i

4/12 rot ll > |p(griin; rot; rot) = 0.0462963 |19

4/12 rot I 3/12 weiB @l > |p(griin; rot; weiB) = 10.0347222 20

5/12 griin | > |p(griin; rot; griin) = /0.0578704 |21

L

4/12 rot ll > |p(griin; weiB; rot) = 10.0347222 22

LAUES

5/12 griin | 3/12 weiB [ 3/12 weiB @ > |p(griin; weiB; weiB) =/0.0260417 |23

5/12 griin | > |p(griin; weiB; griin) =10.0434028 | 24

4/12 rot ll > |p(griin; griin; rot) = 10.0578704 |25

5/12 griin I 3/12 weiB @ > |p(griin; griin; weiB) =/0.0434028 |26

J L

5/12 griin | > |p(griin; griin; griin) =/0.072338 |27

Summe: 1
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¢) In einer Schublade liegen 18 schwarze, 12 blaue und 8 rote Socken durcheinander. Zu berechnen ist die
Wahrscheinlichkeit, dass am frGhen Morgen bei Dunkelheit aus der Schublade zwei gleichfarbige Socken
gezogen werden, um adaquat bekleidet zu sein.

Da bei einem zweibeinigen Menschen zwei Socken gleicher Farbe bendtigt werden, liegt ein zweistufiges
Zufallsexperiment ohne Zuriicklegen vor. Es ergibt sich auf Grund der drei Ausgénge ein Wahrscheinlich-
keitsbaum mit 3% = 9 Pfaden:

Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgange: schwarz, blau, rot; ohne Zurticklegen; 2-maliges Durchfihren):

1. 2. Versuchsdurchfiihrung(en)

17/37 schwarz I > |p(schwarz; schwarz) =|0.2176387 (1

18/38 schwarzl 12/37 blau i > |p(schwarz; blau) = 0.1536273|2
m > |p(schwarz; rot) = 0.1024182|3
18/37 schwarz I > |p(blau; schwarz) = 0.1536273 |4
11/37 blau i > |p(blau; blau) = 0.0938834 |5
m > |p(blau; rot) = 0.0682788|6

18/37 schwarz I > |p(rot; schwarz) = 0.1024182|7
8/38 rotl 12/37 blau | > |p(rot; blau) = 0.0682788|8

7/37 rot |j > |p(rot; rot) = 0.0398293|9

|

12/38 blau

T
LI

fl

Summe: 1

Die Wahrscheinlichkeit, gleichfarbige Socken zu ziehen, errechnet sich durch Addition der Wahrscheinlich-
keiten, die zu den drei Ergebnissen (schwarz; schwarz), (blau; blau) und (rot; rot) gehéren, also:

p(gleichfarbige Socken) = p(schwarz; schwarz) + p(blau; blau) + p(rot; rot) =
18/38-17/37 + 12/38-11/37 + 8/38-7/37 = 13/37.

Die Wahrscheinlichkeit, an den FiiBen korrekt bekleidet zu sein, betragt also ungefahr 0,351 = 35,1%.

d) Im Simultanschach gegen finf Laienspieler gewinnt eine SchachgroBmeisterin mit einer Wahrscheinlich-
keit 90% jeweils eine Partie. In 10% der Félle endet die Partie mit einem Remis. Es liegt hier ein (weiter un-
ten ausfihrlich zu besprechendes) Bernoulli-Experiment mit den zwei Ausgangen G (Gewinn) und Remis (R)
vor. Das Experiment ist ein Zufallsversuch mit Zuricklegen, die Gewinnwahrscheinlichkeit bei jedem der funf
Schachspiele also gleich groB. Aus dem fiinfstufigen Wahrscheinlichkeitsbaum lassen sich dann folgende
Wahrscheinlichkeiten (Wahrscheinlichkeitsverteilung) ermitteln:

g:zv::'n atrschelnlichkelt|arsahl "G":z?;"thei"""hke“
k = ok X G) =

5 0.59049 1 0.59049

a 0.06561 5 0.32805

3 0.00729] 10 0.0729

2 0.00081] 10 0.0081

1 0.00009] 5 0.00045

0 0.00001 1 0.00001

Summe: 32 1

Wahrscheinlichkeitsbaum: Bernoulli-Experiment mit Treffern (G) und Nichttreffern (R), Pfadlange n = 5, Grundwahrscheinlichkeit p =
0.9, Gegenwahrscheinlichkeit g = 0.1. »
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p(G;G;G;G;G) = 0.59049 | 1

off M=
©
o [2]
\"2

v

p(G;G;G;G;R) = 0.06561 || 2

0.9 G lll > [p(G;G;G;R;G) = 0.06561 || 3

[}
=1 0 e
— [}
o (o]

v

p(G;G;G;R;R) = 0.00729 || 4
9 G

o

p(G;G;R;G;G) = 0.06561 | 5

L T

v

o

0
=1 | 3 8 E
- [}
[}

p(G;G;R;G;R) = 0.00729 || 6

0.9 G lll > [[p(G;G;R;R;G) = 0.00729 || 7

o

p(G;G;R;R;R) = 0.00081 || 8

v

9 G

Ity

-] 9G [ > p(G;R;G;G;G) = 0.06561 || 9
] 0.9 G I
| | 0.1 > Jo(G;R;G;GsR) = 0.00729 |[10
B 09G il
| ] | 09 G ll> Ip(G;R;G:R;G) = 0.00729 |11
| n 01R I.
H ] 0.1R I > ||p(G;R;G;R;R) = 0.00081 |12
0.1R L
B 09G I > [p(G;R:R;G;G) = 0.00729 |[3
n 09G il
] 0.1R I > ||p(G;R;R;G;R) = 0.00081 |14
0.1R I

0.9 G il > Ip(G;R;R;R;G) = 0.00081 |15

E aal

| ]

0.1R I > | p(G;R;R;R;R) = 0.00009 |16

0.9 G I > ||p(R;G;G;G;G) = 0.06561 |17
0.9 G I.
H 0.1 R I > |p(R;G;G;G;R) = 0.00729 [[18
L
H 0.9 G lll > Io(R;G;G;R;G) = 0.00729 |19
0.1 I

o
0
v

p(R;G;G;R;R) = 0.00081 |20
9G

p(R;G;R;G;G) = 0.00729 |21

H HE
\"

HE EEE B R
o
e
g EEE -
- (<]
n [9]
off M-
©
o [2]

v

p(R;G;R;G;R) = 0.00081 |22

o
©
[o]
v

p(R;G;R;R;G) = 0.00081 |23

o
0
v

p(R;G;R;R;R) = 0.00009 |24

p(R;R;G;G;G) = 0.00729 | 25

4k

0
v

1 p(R;R;G;G;R) = 0.00081 |26

0.9 G [l > [p(R;R;G;R;G) = 0.00081 |27

o

[}

(9]
=1 0 0B
- (o]
o (]

\

p(R;R;G;R;R) = 0.00009 |28

\

p(R;R;R;G;G) = 0.00081 |29

\

p(R;R;R;G;R) = 0.00009 |30

o
E]
i H H

]
=1 | 5 8B
- (o]
o (]

\

p(R;R;R;R;G) = 0.00009 |31

\

p(R;R;R;R;R) = 0.00001 {32
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e) Gemal dem Urnenmodell befinden sich in einem Behélter 12 weiBe und 8 schwarze Kugeln. Das erste
Zufallsexperiment besteht darin, drei Kugeln mit Zuriicklegen aus dem Behélter zu ziehen. Bei einem zwei-
ten Zufallsversuch geschieht das Gleiche nur ohne Zuriicklegen. Die nachstehenden Wahrscheinlichkeits-
baume lassen die Unterschiede in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der jeweils 2° = 8 Ergebnisse (w;w)
bis (s;s) gut erkennen.

Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgénge: w, s; mit Zurlicklegen; 3-maliges Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgénge: w, s; ohne Zuriicklegen; 3-maliges

Durchfiihren): Durchfiihren):
1. 2. 3. Versuchsdurchfiihrung(en) 1. 2. 3. Versuchsdurchfiihrung(en)
12/20 w I > |p(w;w;w)=0.216 |1 10/18 w I > ||p(w; w; w) =0.1929825 |1
12/20 w' 11/19 w'
B 8/20 s I > |p(w;w;s)=0.144 |2 B 8/18 s I > |p(w; w; s) = |0.154386 |2
12/20 w ' 12/20 w '
B B 12/20 w I > |p(w;s;w) = 0.144 B B 11/18 w I > |p( w; s; w) = |0.154386 |3
B 8/20 s . B 819 s .
B 8/20 s I > |p(w;s;s)= [0.096 B 7118 s I > |p(w; s; s) = [0.0982456 |4
l 12/20 w I > |p(s;w;w)=0.144 l 11/18 w I > |p(s; w; w)=0.154386 |5
B 12/20 w' B 12/19 w'
B B 8/20 s I > |p(s; w;s) = [0.096 B B 7/18 s I > |p( s; w; s) = [0.09824566
8/20 s h 8/20 s h
B 12/20 w I > |p(s;s;w) = [0.096 B 12/18 w I > |p('s; s; w) = [0.0982456 7
8/20 s . 7119 s .
8/20 s I > |p(s;s;s)= [0.064 |8 6/18 s I > |p(s;s;8)= 10.0491228 8
Summe: 1 Summe: 1

f) Werden aus einer Urne mit 5 blauen, 8 roten und 12 griinen Kugeln zwei Kugeln ohne Zurlcklegen gezo-
gen, so berechnen sich die Wahrscheinlichkeiten:

p(0 x rot) = 17/25-16/24 = 34/75 = 0,4533

p(1 x rot) = 8/25-17/24 + 17/25-8/24 = 34/75 = 0,4533

schneller, wenn aus einem zweistufigen Wahrscheinlichkeitsbaum mit den Ausgéngen blau, rot, grin durch
~Einklappen” ein Wahrscheinlichkeitsbaum mit den Ausgéngen rot, blau/grin (als nicht rot) entsteht.

Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgéange: r, b/g; ohne Zuriicklegen; 2-
maliges Durchfiihren):

Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgénge: b, r, g; ohne Zuricklegen; 2-
maliges Durchfiihren):

1. Versuchsdurchflihrung(en)

]

Versuchsdurchfiihrung(en) 1. 2.

4/24 b I > |p(b; b) =0.0333333]1 7/24 ¢ I > Ip(rs 1) =
8/25 r F
5/25 bl 8/24 r ' > [o(b; r) = [0.0666667]2 N 1724 big N > To(r: big) = [0.22666672

[ | |
1224 9 N > Io(b; 9) <Jo.1 3 B 8/24 r I > |p(b/g; r) = 0.2266667 |3

17/25 big h
16/24 blg I > |p(b/g; big) =]0.4533333 4

0.0933333 |1

|

5/24 b W > |p(r; b) = |0.0666667 |4

TR
I

B 825« 7/24 r @ > |p(r; r) = 0.0933333|5 Summe: 1
12/24 g Wl > |p(r; 9) = |0.16 6
5/24 b @ > |p(g; b) =|0.1 7
12/25 gl 8/24 r I > |p(g; r) = 0.16 8
||
11/24 g I > |p(g; 9) =/0.22 9
Summe: |1
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g) Ein Zufallsexperiment beinhaltet folgende Vorgehensweise: Zunédchst wéhlt der Experimentator zuféllig
von zwei Behaltern einen aus. Dem ausgewahlten Behalter entnimmt er eine Kugel und notiert die Farbe. —
Im 1. Behélter befinden sich 40 Kugeln, davon sind 25 rot, 10 weil3, der Rest schwarz. Der 2. Behalter
enthalt 10 rote und 10 weiBe und 30 schwarze Kugeln. Geméan dem Wahrscheinlichkeitsbaum:

Wabhrscheinlichkeitsbaum (Ereignisse: Auswahl/Urne (Ausgange Urne 1, Urne 2), Ziehen/Kugel (Ausgénge rot, wei3, schwarz); zweistu-
fig):

Auswahl/Urne | Ziehen/Kugel (zweistufig)

0.625 rot I > |p(Urne 1; rot) = 0.3125|1
0.5 Urne 1 I 0.25 weiB j§§ > |p(Urne 1; weiB) = 0.125 |2

I

I 0.125 schwarz I > |p(Urne 1; schwarz) =/0.0625|3
| 0.2 rot I > |[p(Urne 2; rot) = 01 |4
0.5 Urne 2 I 0.2 weiB I > |p(Urne 2; weiB) = 0.1 5
0.6 schwarz I > ||p(Urne 2; schwarz) =/0.3 6

Summe: 1

errechnen sich die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten, dass die gezogene Kugel eine bestimmte Farbe hat, als:

p(gezogene Kugel ist rot) = p(Urne 1; rot) + p(Urne 2; rot) = 0,3125 + 0,1 = 0,4125
p(gezogene Kugel ist weil3) = p(Urne 1; wei3) + p(Urne 2; weil3) = 0,125 + 0,1 = 0,225
p(gezogene Kugel ist schwarz) = p(Urne 1; schwarz) + p(Urne 2; schwarz) = 0,0625 + 0,3 = 0,3625.
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Aufgabenblatt: Zufallsexperimente, Wahrscheinlichkeitsbaume

1. In einer Urne befinden sich 12 weiBe, 8 blaue und 5 schwarze Kugeln. Wie grof3 sind die Wahrscheinlich-
keiten, eine weiBBe, eine blaue oder eine schwarze Kugel zu ziehen? Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
eine weiBBe oder eine blaue Kugel zu ziehen? Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, keine weiBe Kugel zu
ziehen?

2. a) In einer Urne befinden sich 20 weiBBe und 5 schwarze Kugeln. Es werden zwei Kugeln mit Zur(icklegen
gezogen. Wie grof3 sind die Wahrscheinlichkeiten fiir die folgenden Ereignisse:

A: Die zuerst gezogene Kugel ist weil3. / B: Die als zweite gezogene Kugel ist schwarz.
C: Beide gezogenen Kugeln sind weil3. / D: Beide gezogenen Kugeln sind schwarz.
E: Es wurde eine weiBBe und eine schwarze Kugel gezogen.

b) In einer Urne befinden sich 20 weiBe und 5 schwarze Kugeln. Es werden zwei Kugeln ohne Zuriicklegen
gezogen. Wie grof3 sind die Wahrscheinlichkeiten fiir die folgenden Ereignisse:

A: Die zuerst gezogene Kugel ist weif3. / B: Die als zweite gezogene Kugel ist schwarz.
C: Beide gezogenen Kugeln sind weif3. / D: Beide gezogenen Kugeln sind schwarz.
E: Es wurde eine weiB3e und eine schwarze Kugel gezogen.

3. In der Urne U, befinden sich 5 rote und 3 gelbe Kugeln, in der Urne U, sind 2 rote und 5 gelbe Kugeln. Es
wird zuféllig eine Urne ausgewahlt und daraus eine Kugel. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist diese Kugel
rot, mit welcher Wahrscheinlichkeit gelb?

4. Eine Urne enthélt 6 rote und 4 schwarze Kugeln. Es wird dreimal a) mit Zuricklegen, b) ohne Zuriicklegen
gezogen. X sei die Zufallsvariable, die die Anzahl der gezogenen roten Kugeln z&hlt. Wie grof3 ist der Erwar-
tungswert?

5. An einem Schlisselbund befinden sich flnf Schilissel. Nur einer davon passt in ein Schloss. Zeichne ei-
nen Wahrscheinlichkeitsbaum, wenn der AufschlieBende darauf achtet, welchen Schllssel er probiert hat.
Nach wie viel Versuchen passt im Durchschnitt ein Schliissel ins Schloss?

6. Ein Glicksrad mit den Farben rot (50%), griin (40%) und weif3 (10%) wird zweimal gedreht.

a) Zeichne ein Baumdiagramm.

b) Bei einem Einsatz von 1,- € gewinnt ein Spieler 5,- € bei zweimal ,wei3", 2,- € bei einmal ,weiB" pro Spiel?
Ist das Spiel fair?

¢) Wie hoch muss der Einsatz sein, damit das Spiel fair ist?

d) Wie hoch muss der Gewinn fur zweimal ,weif3“ sein, damit bei einem Einsatz von 0,80 € das Spiel fair ist?

7. Drei Wrfel werden geworfen. Ein Spieler erhalt bei einem Einsatz von einem € 1,- beim Wirfeln von drei
Sechsen € 5,-, beim Wrfeln von zwei Sechsen € 3,- und beim Wiirfeln einer Sechs 1,- €. Mit welchem Ge-
winn/Verlust kann der Spieler durchschnittlich rechnen? Wie viel muss der Spieler beim Wdrfeln von drei
Sechsen gewinnen, damit das Spiel fair ist? Wie oft muss der Spieler die drei Wirfel werfen, damit er mit
einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90% mindestens einmal drei Sechsen erhlt?

8. Die 1-€-Mlnze zeigt beim Werfen mit einer Wahrscheinlichkeit von 55% Wappen an. Die Miinze wird in
einem Spiel dreimal geworfen.

a) Zeichne ein Baumdiagramm.

b) X ist die Zufallsvariable, die die Trefferanzahl ,Wappen® zahlt. Bestimme die Haufigkeitsverteilung der
Zufallsvariablen und berechne den Erwartungswert.

c) X ist die Zufallsvariable, die dreimal ,Wappen“ 2,- €, zweimal ,Wappen“ 1,- € als Gewinn zuordnet, wenn
der Einsatz pro Spiel 0,50 € betragt. Bestimme die Haufigkeitsverteilung der Zufallsvariablen und berechne
den Erwartungswert. Mit welchem Gewinn/Verlust hat der Spieler bei zehn Spielen zu rechnen?
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9. Eine Urne enthélt 8 rote und 12 schwarze Kugeln. Es wird dreimal gezogen, wobei eine schwarze Kugel
zurlickgelegt wird, eine rote aber nicht. Bei einem Einsatz von 2,- € wird folgendes Spiel gespielt: Wird drei-
mal ,rot* gezogen, so gewinnt der Spieler 5,- €; endet ansonsten das Spiel mit dem Ziehen einer roten Ku-
gel, so gewinnt der Spieler 3,- €, wenn er zweimal ,rot* gezogen hat, 1,- €, wenn er einmal ,rot“ gezogen hat.

a) Zeichne ein Baumdiagramm.
b) Berechne den durchschnittlichen Gewinn/Verlust fiir den Spieler.
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Datenblatt: Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Vierfeldertafeln

Gegeben sei der folgende zweistufige Wahrscheinlichkeitsbaum mit je zwei Ausgéngen fir die
zwei Merkmale:

Wahrscheinlichkeitsbaum (Merkmale: Merkmal 1 (Ausgange A, A7), Merkmal 2 (Ausgénge B, B"); zweistu-
fig):

1. Merkmal 2. Merkmal
pa(B) B] > p(A; B) = [p(AnB) 1
p(A) Alll
| pa(B) B ] > [p(A; BY) = |p(AnB) 2
il
| pa(B) Bl > |p(A3B) = [p(anB) 3
p(A) A1
pa (B) B | > |p(A;B) = |[p(AnB) 4

Summe: 1

GemaB dem Wahrscheinlichkeitsbaum ermitteln sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten, d.h. die
Wahrscheinlichkeiten, bei denen das bedingende Ereignis ,herausgerechnet” wurde, bei Bedin-
gung A und Ereignis B als:

p(An B)

p(A)
Es gilt noch: p(An B)=p(A)[p,(B). Hat das bedingende Ereignis A keinen Einfluss auf das
Ereignis B, ist also: pa(B) = p(B), so gilt: p(An B)= p(A)[p(B) und damit die stochastische
Unabhangigkeit der Ereignisse sowie p(A n B) # p(A) [ p(B) bei stochastischer Abh&ngigkeit.

pA(B)=

Aus obigem Wahrscheinlichkeitsbaum ergibt sich zudem die Vierfeldertafel (der Wahrscheinlichkei-
ten):
B B

A|[p(ANB) | p(ANB) || p(A)
A'|p(ANB)|p(ANB)|p(A)

p(B) p(B) 1
die auch auf absolute Haufigkeiten zu beziehen ist:

B| B
A|nyi| N2 || Na
A’z Nz |In—np

Neg|/|N—Ng|| N

oder um die bedingten Wahrscheinlichkeiten erganzt werden kann:
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A [p(ANB)|p(ANB)|p(A)|[Px(B) Ip+(B) 1
p(B) || p(B) || 1
Ps(A) || Ps(A)
Ps(A) || Ps(A)
1 1

In der Vierfeldertafel berechnen sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten nach folgendem Schema:

B B
R p(AfElB)H p(AﬂﬂB")ﬂ A) || pa(B) = p(ANB):p(A) [ || pa(B) = p(ANB):p(A) ] |1
A p(A'EB)H p(A’ElB')ﬂ A)H pa(B) = p(ANB):p(A) [+ |pa (B") = p(ANB): p(A) [ |1

p(B) P(B)
: : |
Pe(A) = piAﬂB)ip(B) Pe (A) = pi’mB')ip(B')
+
Pe(A) = pﬁﬂB)ip(B) Pe (A) = D@'HB')ZD(B)

1

Beispiel (Vierfeldertafel, bedingte Wahrscheinlichkeiten):

Gegeben ist die folgende im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu modellierende Situation: Unter den
Kunden eines Kaufhauses befinden sich ungefahr 1% Diebe, der Dieb von Waren wird durch Kaufhausde-
tektive oder elektronische Hilfsmittel in 55% der Falle entdeckt. Umgekehrt geraten 0,5% der ehrlichen Kun-
den in den Verdacht, einen Diebstahl begangen zu haben.

Es ergibt sich zunachst der nachfolgende Wahrscheinlichkeitsbaum mit den Merkmalen ,Kunde® und ,Ermitt-
lung” und den Merkmalsauspragungen ,kein Dieb“ — ,Dieb“ und ,(als Dieb) beschuldigt — ,nicht (als Dieb)
beschuldigt®:

Wabhrscheinlichkeitsbaum (Merkmale: Kunde (Ausgéange kein Dieb, Dieb), Ermittlung (Ausgange beschuldigt, nicht beschuldigt); zwei-
stufig):

Kunde Ermittlung Merkmale

0.005 beschuldigtl > | |p(kein Dieb; beschuldigt) = 0.00495||1

0.99 kein Dieb ||
[ | 0.995 nicht beschuldigt ]| > ||p(kein Dieb; nicht beschuldigt) =||0.98505/ 2
I 0.55 beschuldigtl > ||p(Dieb; beschuldigt) = 0.0055 ||3

0.01 Dieb ||
0.45 nicht beschuldigtl > | |p(Dieb; nicht beschuldigt) = 0.0045 |4

Summe: 1

Bezogen auf insgesamt 20000 Kunden, die das Kaufhaus in einer Zeitperiode besuchen ergibt sich die Vier-
feldertafel der Anzahlen von ehrlichen Kunden und Dieben, Beschuldigungen und Nichtbeschuldigungen:

Vierfeldertafel (Anzahlen; Merkmale: Kunde (Ausgange kein Dieb, Dieb), Ermittlung (Ausgange beschuldigt, nicht beschuldigt)):
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Kunde | Ermittlung ||beschuldigt |/nicht beschuldigt

kein Dieb 99 19701//19800
Dieb 110 90|| 200
209 19791//20000

Bezogen auf die Wahrscheinlichkeiten lautet die Vierfeldertafel:

Vierfeldertafel (Wahrscheinlichkeiten; Merkmale: Kunde (Ausgénge kein Dieb, Dieb), Ermittlung (Ausgange beschuldigt, nicht beschul-
digt)):

Kunde | Ermittlung || beschuldigt || nicht beschuldigt

kein Dieb 0.00495 0.98505|| 0.99
Dieb 0.0055 0.0045|| 0.01
0.01045 0.98955 1

Als bedingte Wahrscheinlichkeiten ergeben sich durch entsprechende Division innerhalb der Vierfeldertafel:

Vierfeldertafel (Bedingte Wahrscheinlichkeiten; Merkmale: Kunde (Ausgénge kein Dieb, Dieb), Ermittlung (Ausgénge beschuldigt, nicht
beschuldigt)):

Kunde | Ermittlung || beschuldigt || nicht beschuldigt

kein Dieb 0.00495 0.98505|| 0.99//0.005| 0.995|| 1
Dieb 0.0055 0.0045|| 0.01|| 0.55| 0.45||1
0.01045 0.98955 1
0.473684 0.995452
0.526316 0.004548

1 1

Insgesamt werden also 0,55% der Kunden als Diebe Uberfihrt (p(Diebnbeschuldigt)), wahrend das Kauf-
haus 1,045% der Kunden als Diebe beschuldigt (p(beschuldigt) = p(kein Diebnbeschuldigt) +
p(Diebnbeschuldigt)). Von den Kunden, die des Diebstahls verdachtigt werden, sind 47,37% ehrlich (Ppeschur-
qigt(kein Dieb)); umgekehrt sind 99,55% von denen, die nicht als Diebe angesehen werden, ehrlich (Pricht be-
schudigt(kein Dieb)) (gerundete Prozentsatze).
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Aufgabenblatt: Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Vierfeldertafeln

1. Ein Glicksrad besteht aus den Feldern ,blau“ (120°), ,rot* (180°) und ,gelb” (60°). Das Gliicksrad wird
dreimal gedreht.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:

A: Beim 2. Drehen erscheint ,blau®.

B: Es erscheinen nur gleiche Farben.

C: Genau zwei Farben sind gleich.

D: Es erscheint beim 3. Drehen ,rot“, wenn zuvor zweimal ,blau“ gedreht wurde.

E: Es erscheint zweimal ,gelb“ unter der Voraussetzung, dass beim 1. Drehen nicht ,gelb” auftritt.

b) Beim ,Gllicksrad-Spiel” zahlt ein Spieler fiir dreimaliges Drehen des Gliicksrads einen Einsatz von € 1,-.
Er gewinnt, wenn alle Farben gleich sind, € 10,-, wenn alle Farben ,gelb“ sind, € 20,-. Ist das Gllicksspiel
fair?

2. In einer Schachtel befinden sich 2 gelbe, 4 blaue und 5 rote Kugeln. Es werden zwei Kugeln nacheinander
gezogen, wobei eine rote Kugel wieder zurickgelegt wird, eine gelbe oder blaue hingegen nicht.

a) Zeichne ein Baumdiagramm!
b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass

A: die zweite gezogene Kugel gelb ist, / B: die zweite gezogene Kugel rot ist,

C: die zweite gezogene Kugel blau ist, falls beim ersten Zug eine rote Kugel gezogen wurde,

D: die zweite gezogene Kugel blau ist, falls beim ersten Zug keine blaue Kugel gezogen wurde,

E: die zweite gezogene Kugel blau ist, falls beim ersten Zug eine blaue oder rote Kugel gezogen wurde.

c¢) Drei Kugeln werden mit einem Griff aus der Schachtel entnommen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass alle drei Kugeln verschiedene Farben haben?

3. Ergénze die nachstehende Vierfeldertafel:

A nicht A

B 100 350

nicht B 650

400

Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
a) p(A’), b) p(AnB), ¢) p(ALB), d) p(AnB"), e) p(A LIB")

4. Eine Krankheit tritt in einer Tierpopulation mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5% auf. Ein Test an den
Tieren kann die Krankheit bei erkrankten Tieren zu 95% erkennen, zeigt allerdings bei gesunden Tieren
falschlicherweise zu 0,2% eine Erkrankung an.

a) Stelle einen Wahrscheinlichkeitsbaum auf!
b) Stelle eine geeignete Vierfeldertafel auf!
c) Berechne die Wahrscheinlichkeiten fur die folgenden Ereignisse:

A: Ein Tier ist nicht erkrankt.

B: Ein Tier wird als erkrankt (positiv) getestet.
C: Ein gesundes Tier wird positiv getestet.

D: Ein positiv getestetes Tier ist krank.

E: Ein negativ getestetes Tier ist gesund.
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5. 100 Schilerinnen und Schiler (M, J) werden befragt, ob sie sich fiir gut oder schlecht im Fach Mathema-
tik halten (G, S). Ergénze die nachstehende Vierfeldertafel:

M J
G 28 20
S 24

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,

a) dass sich Schilerinnen fir schlecht in Mathematik halten?

b) dass sich Schilerinnen oder Schuler fir gut in Mathematik halten?

c) dass sich Schuler fir gut in Mathematik halten?

d) dass Schller, die sich fir schlecht in Mathematik halten, Jungen sind?
e) dass Schdler, die sich fiir gut in Mathematik halten, Madchen sind?

Untersuche, ob die Merkmale ,Geschlecht” und ,Mathematik“ stochastisch unabhangig sind.

6. Ein Test T auf eine Krankheit K, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% auftritt, bewirkt, dass von den
Erkrankten nur 92% als positiv erkannt werden, wahrend der Test insgesamt bei 6,5% der Untersuchten ein
positives Ergebnis zeigt.

a) Zeichne den Wahrscheinlichkeitsbaum und berechne die fehlenden Wahrscheinlichkeiten.

b) Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, krank zu sein, wenn man negativ getestet wurde? Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit, gesund zu sein, wenn man positiv getestet wurde?

c) Die Krankheit hat zwei verschiedene Ursachen A und B. 4% aller Personen sind aufgrund der Ursache A
erkrankt, 2% wegen der Ursache B. Sind die Ursachen stochastisch unabhangig?

7. Beim Zoll schmuggeln erfahrungsgemaf 2 Prozent der Einreisenden Rauschgift.

a) Der Zollhund bellt dann in 90 Prozent der Falle, wahrend er sonst in 1 Prozent der Kontrollen bellt. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit bellt der Zollhund? Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Schmuggler er-
wischt? Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Schmuggler erwischt, wenn der Zollhund bellt? Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist der Einreisende kein Schmuggler, wenn der Zollhund bellt?

b) Es werden 10000 Personen kontrolliert. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es unter diesen héch-
stens einen Schmuggler gibt?

c) Wie viel Kontrollen missen durchgefuhrt werden, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95%
ein Schmuggler erwischt wird?
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Datenblatt: Bernoulli-Experiment

Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit zwei Ausgangen (T = Treffer, N = Nichttref-
fer), der Grundwahrscheinlichkeit p als Trefferwahrscheinlichkeit, der Anzahl n der Experimentwie-
derholung ,mit Zurticklegen®. Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Treffer bei n-maliger Wie-
derholung des Experiments an:

Wahrscheinlichkeitsbaum: Trefferwahrscheinlichkeiten:
04T | > [p(TTTT) = 0.0256 | 1| Ptad- Gesamt-
0.4Ti Treffer. w:hr_ Pfad- vy:z:_::hein-
| 06N | > [p(TTTN) 00384 | 2| k= | Schemn |janzahl :)'f)'(’flf)'i
04T
04T | > |p(TTNT) = 0.0384 | 3] | 4l oo2s6| 1] 00256
0.6Ni \ 3/ 00384/ 4 0.1536 |
0.6N | > |p(TTNN) = 0.0576 | 4| | 2| 00576/ 6/ 03456
047 . — | 1/ 00864 4] 0.3456 |
04T | > [p(TNTT) = 0.0384 | 5|
04T o0 o128 1| 01296
| 06N| > |p(TNTN)- 00576 | 6 | |summe| 16| 1
0.6N Erwar-
1 04T] > 'p(TNNT) = 0.0576 | 7| tungs- 1.6
06N || wert
0.6 N | > | p(TNNN) = 0.0864 | 8| Stan-
anard- 0.9798
04T/ > |p(NTTT) = 0.0384 | 9| chung
— 04T . — ‘ Binomialverteilung H B(4,0.4)
0.6N || > |p(NTTN) = 0.0576 10|
04T
04T/ > |p(NTNT) = 0.0576 11|
0.6 N
0.6N | > |p(NTNN) = 0.0864 |12
0.6N
0.4T| > |p(NNTT) = 0.0576 |13
04T
.
0.6 N | > | p(NNTN) = 0.0864 14|
0.6N
0.4T | > [p(NNNT) = 0.0864 15|

06N

| 0.6N | > | p(NNNN) = 0.1296 16|

Es gelten auf Grund der Pfadregeln fiir Wahrscheinlichkeitsbdume (Multiplikation der Wahrschein-
lichkeiten entlang eines Pfades, Addition der [multiplizierten] Wahrscheinlichkeiten verschiedener
Pfade) die Trefferwahrscheinlichkeiten der Bernoulli-Formel:

p(X =k) = (ij"a —

Bernoulli-Formel
=n(n—1)(n—2)l].mn—k+l)= n!
10200k K\ (n - k)!
gleicher Wahrscheinlichkeit p“(1—p)™*) und weiter:

(als Anzahl der Pfade mit

mit den Binomialkoeffizienten n}

p(X=0) = (1-p)"
p(X=n) = p"
P(Xsk) = p(X=0) + P(X=1) + ... + P(X=K) = 1 — p(X>k)
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p(X<k) = p(X<k—1) = 1 — p(X2k)
p(X2k) = 1 — p(X<k—1)
p(X>k) = p(X2k+1) = 1 — p(X<k)
+

P(ki=Xskz) = p(X=ki) + ... + p(X=kz) = p(X=kz)—p(X=k—1)
P(ki<Xskz) = p(X=ki+1) + ... + p(X=kz) = p(Xskz)—p(X=k)
p(ki=X<ks) = p(X=kq) + ... + p(X=ko—1) = p(X=ko—1)—p(X=k,
P(ki<X<ko) = p(X=ki+1) + ... + p(X=ko—1) = p(Xsko—1)—-p(X=ky)

Rechenregeln fiir Bernoulli-Wahrscheinlichkeiten

Es gelten die ,Ubersetzungen®: <: héchstens, =: mindestens, wenigstens, <: weniger als, >: mehr
als. Es gilt weiter hinsichtlich des Erwartungswerts E(X) beim Bernoulli-Experiment:

E(X) =y =np.
Hinsichtlich der Standardabweichung o beim Bernoulli-Experiment folgt:

g =4np(l-p).

Es gelten dann die sog. o-Regeln fiir die 10-, 20- und 3o-Intervalle der Binomialverteilung:
p(M—0<X<p+0) = 68,27% (10-Intervall)
p(U—20<X<u+20) = 95,45% (20-Intervall)
p(u—30<X<p+30) = 99,73% (30-Intervall),
d.h.: ungefahr mit 68,27%, 95,45% und 99,73% Wahrscheinlichkeit liegt die Anzahl der Treffer in
den entsprechenden o-Intervallen.

Aus dem Bernoulli-Experiment ergibt sich die Binomialverteilung B(n,p) fur die Zufallsvariable X
der Trefferanzahl mit:

— h k _ n—k
B(n,p,k)—(kjp (I-p)"".

Der Ausdruck B(n,p,k) kann dann wie folgt ausgewertet werden:
a) Trefferwahrscheinlichkeiten bei festem n und p: Funktionen f(k) = p(X=k), g(k) = p(X<k):

B

Tlalalalslels alslaofanoafsloa[ T8 0611282120121 221 23 (2412526 125 1 28 [ 25 120 131 132 123 134 1 36 [ 32 1 27 138 [ 381 40 66

b) Trefferwahrscheinlichkeiten bei festem k und p: Funktionen f(n) = p(X>k) = 1—p(X<k) u.a.:

BT 1Ll s s s e
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c) Trefferwahrscheinlichkeiten bei festem n und k: Funktionen f(p) = p(X<k) u.&.:

=
—

"

e
aunnmmmmmm—_Ssn G - hh e

s

5

Beispiel (Bernoulli-Experiment):

Bei einem Gliicksrad machen die Gewinnfelder 10% der Radflache aus. Das Gliicksrad wird viermal gedreht.
Als Wahrscheinlichkeitsbaum ergibt sich:

Wahrscheinlichkeitsbaum (G = Gewinn, N = Niete):
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p(G;G;G;G) = 0.0001

p(G;G;G;N) = 0.0009

p(G;G;N;G) = 0.0009

p(G;G;N;N) = 0.0081

p(G;N;G;G) = 0.0009

p(G;N;G;N) = 0.0081

p(G;N;N;G) = 0.0081

p(G;N;N;N) = 0.0729

p(N;G;G;G) = 0.0009

p(N;G;G;N) = 0.0081

p(N;G;N;G) = 0.0081

p(N;G;N;N) = 0.0729

p(N;N;G;G) = 0.0081

p(N;N;G;N) = 0.0729

p(N;N;N;G) = 0.0729

p(N;N;N;N) = 0.6561
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Mit X als Zufallsvariable, die die Anzahl der Gewinne zahlt, und mit der Grundwahrscheinlichkeit p = 0,1
errechnen sich z.B. die folgenden Wahrscheinlichkeiten nach der Bernoulli-Formel:

4 2 2
p(X=2) = | |[D.1°0.9% =0,0081

4 3 1
p(X=3) = |  [D.1"0.9" =0,0009.

Allgemein gilt:

Anzahl Gesamt-

Jewinne wahrscheinlichkelt nzahi ‘F;"(‘;(h:’ksi":ei“"chke"
| 4 0.0001/| 1| 0.0001|
| 3 0.0009 | 4| 0.0036
| 2 0.0081/| 6 0.0486|
| 1| 0.0729 | 4| 0.2916|
| ol 0.6561|| 1| 0.6561|
| | I Summe)| 1]
| | | Erwartungswert]| 0.4
| | Standardabweichung| | 0.6

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Tabelle fihrt auf die folgende Wahrscheinlichkeitstafel mit Diagramm
der Wahrscheinlichkeiten und kumulierten Wahrscheinlichkeiten einschlieBlich der o-Intervalle:

Wahrscheinlichkeitstafel, Diagramm:

In=4/B(4,0.1)| p=0.1]
k= [pX=K) = [plxsk) -]
| 0| 0.6561| 0.6561|
1|| 0.2916|| 0.9477||
2|| 0.0486| 0.9963||

| p=1 p=1
|
|
|
|
3|| 0.0036| 0.9999) |
|
|
|
|

4{| 0.0001|| 1|

p=0.4 |

=06 |
1o-Intervall: ||p(-0.2sX<1) = p(0<X<1) = 0.948 [~ 0.683] |
20-Intervall: ||p(-0.85X<1.6) = p(0<X<1) = 0.948 [~ 0.954]

|
|
|
|n=4{/B(4,0.1)|| p=0.1 ||
|
|
|
|

30-Intervall: P(-1.45Xs2.2) = p(0<X<2) = 0.996 [~ 0.997] | p=p 0| 1| 2 [5TT p=0

Damit ist alles zum Bernoulli-Glicksrad-Experiment gesagt.
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Aufgabenblatt: Bernoulli-Experiment

1. Berechne die folgenden Werte der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Binomialverteilung B(20,0.25) mit
der Zufallsvariablen X der Trefferanzahl in einem Bernoulli-Experiment:

a) p(X=5) b) p(Xs4) c) p(X>12) d) p(10<X<15) e) p(8sX<12)

2. Wie lauten Erwartungswert und Standardabweichung der folgenden Binomialverteilungen B(n,p)?
a) B(50,0.5) b) B(200,0.15) c) B(100,0.7) d) B(220,0.35) e) B(1000,0.55)

Bestimme fir die B(n,p)-verteilte Zufallsvariablen jeweils die o-, 20-, 3o-Intervalle.

3. Bei der Produktion von Energiesparlampen sind erfahrungsgeman zwei von hundert Lampen defekt. Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Lieferung von 500 Lampen

a) keine b) 2 ¢) héchstens 10 d) mindestens 5 e) héchstens 5

defekt sind? Wie viel defekte Lampen sind im Durchschnitt zu erwarten? Mit wie viel defekten Lampen muss
man mindestens bzw. héchstens rechnen, wenn man diesbeziiglich 95,4% Sicherheit erwarten kann?

4. In einer Urne befinden sich 6 weiBe und 4 schwarze Kugeln. Es wird jeweils eine Kugel aus der Urne ge-
zogen und zurlckgelegt. X ist die Zufallsvariable, die als Treffer die Anzahl der gezogenen wei3en Kugeln
zahlt.

a) Es wird 100 Mal eine Kugel aus der Urne gezogen und zurlickgelegt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
50 Mal ,weiBR“, mehr als 50 Mal ,wei3“, zwischen 30 und 60 Mal ,wei3“ zu ziehen. Wie hoch sind der Erwar-
tungswert und die Standardabweichung der Zufallsvariablen?

b) Wie oft muss man das Ziehen einer Kugel wiederholen, wenn man mit einer Wahrscheinlichkeit von min-
destens 99% mindestens eine wei3e Kugel ziehen méchte?

c) Welche Werte muss die Wahrscheinlichkeit, eine wei3e Kugel zu ziehen, annehmen, wenn beim Ziehen
von 8 Kugeln die Wahrscheinlichkeit, dass sechs der gezogenen Kugeln weil3 sind, 15% betragt? Ungeféhr
wie viele weiBBe und wie viele schwarze Kugeln missen in diesem Fall in der Urne liegen?

d) Welche Werte muss die Wahrscheinlichkeit, eine wei3e Kugel zu ziehen, annehmen, wenn beim Ziehen
von 20 Kugeln, die Wahrscheinlichkeit, dass acht der gezogenen Kugeln weif3 sind, maximal sein soll?

5. Ein Glicksrad mit den drei Sektoren ,rot* (90°), ,weiB“ (120°) und blau (150°) wird 200 Mal gedreht. Die
Zufallsvariable X zahlt die Anzahl der Ergebnisse ,rot".

a) Warum ist die Zufallsvariable X binomialverteilt?

b) Berechne Erwartungswert y und Standardabweichung o.

c) Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten: p(X=50), p(X<20), p(X<10), p(X>40), p(20<X<60).
d) Wie groBB muss k mindestens sein, damit p(u-k<X<p+k) mindestens 80% betragt?

6. Zwei Gerate A und B funktionieren mit denselben Geratekomponenten K. Gerat A enthalt zwei Kompo-
nenten und funktioniert auch noch, wenn eine Komponente ausgefallen ist. Gerat B enthalt vier Komponen-
ten und funktioniert, wenn mindestens zwei Komponenten in Ordnung sind.

a) Welches Gerét ist zuverlassiger, wenn die Geratekomponente mit einer Wahrscheinlichkeit von 80% funk-
tioniert?

b) Gib die Intervalle der Komponentenwahrscheinlichkeit p an, in denen die Geréatesicherheit von Gerat A
bzw. Gerat B gréBer ist.
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Datenblatt: Statistik

Auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Stochastik) untersucht Statistik die hinter
Zufallsexperimenten liegenden mathematischen Modelle. Die deskriptive Statistik stellt Methoden
zur Verflgung, um Datenmaterial (Stichproben) zu charakterisieren und zu analysieren. Die
schlieBende Statistik ist die Statistik der Tests, der statistischen Hypothesen und Hypothesenpri-
fung. Statistische Tests sind Ausfluss einer statistischen Modellbildung, die u.a. das Schéatzen von
Parametern, das Aufstellen von Konfidenz- und Prognoseintervallen oder statistische Tests bein-
haltet. Die Stochastik stellt dazu das Wissen um spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen (disk-
ret: Binomial-, Dreiecks-, Gleich-, hypergeometrische, Poissonverteilung; stetig: Normal-, x*-, t-, F-,
Exponentialverteilung) zur Verfligung. Die Betrachtung von Stichproben verschiedener Merkmale
mindet ein u.a. in die Merkmalskorrelation und die Regressionsanalyse.
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Datenblatt: Signifikanztests

Bernoulli-Experiment (als Zufallsexperiment mit zwei Ausgéngen): p Grundwahrscheinlichkeit, n
Gesamtanzahl, Zufallsvariable X als Anzahl eines gunstigen Ergebnisses:

n!

kl(n—k)!

—ov= "]k — ik mit | =n(n—1)(n—2)|:l.|]n—k+1)=
p(X =k) (ka ad-p) '(J

120k
Aus dem Bernoulli-Experiment ergibt sich die Binomialverteilung B(n,p) fur die Zufallsvariable X
der Trefferanzahl mit:

B(n, p.k) = (ZJ” 1-p)"™

Es gilt: E(X) = p = np (Erwartungswert), o =./np1 - p) (Standardabweichung). Weiter gelten die

sog. Sigma-Regeln:
p(M-0sX<u+0)=0,683, p(U-20=X<u+20)=0,954, p(u-30<X<u+30)=0,997

Mit Hilfe der Binomialverteilung kdnnen sog. Signifikanztests durchgefiihrt werden, um bei unbe-
kannter Grundwahrscheinlichkeit p eines Bernoulli-Experiments diese Wahrscheinlichkeit anhand
von Stichproben zu testen. Dabei wird einer Nullhypothese H, eine Gegenhypothese (Alternativhy-
pothese) H; gegenibergestellt. Auf der Grundlage einer Entscheidungsregel (Ablehnungsbereich,
Nichtablehnungsbereich) bei einer vorgegebenen maximalen Irrtumswahrscheinlichkeit (Signifi-
kanzniveau) a ergibt sich ein Testszenario, dem das Ergebnis einer Stichprobe unterworfen wird.
Bei daraus resultierender Ablehnung (Verwerfen) der Nullhypothese ergibt sich ein Fehler (wenn
die Nullhypothese wahr ist) als Wahrscheinlichkeit des Ablehnungsbereichs (Irrtumswahrschein-

lichkeit, Fehler 1. Art). Flr sog. einseitige Signifikanztests ergibt sich damit:

Einseitiger Signifikanztest (linksseitiq):
Ho: p=po bzw. Hy: p=po (Nullhypothese)
gegen Hy: p<po (Gegenhypothese)
bei Stichprobenumfang n und Signifikanzniveau
(maximale Irrtumswahrscheinlichkeit) a -> Ab-
lehnungsbereich [0; g] = {0, 1, ... g} der Nullhy-
pothese bei gréBtem g mit:

p(X<g) <a
-> Durchfiihrung der Stichprobe und Bestim-
mung der Trefferanzahl -> Ablehnung bzw.
Nichtablehnung der Nullhypothese, wenn Tref-
feranzahl im Ablehnungsbereich bzw. sonst
(Entscheidungsregel) -> Irrtumswahrscheinlich-
keit p(X<g) < a.

Dem Ablehnungsbereich [0; g] entspricht der
Nichtablehnungsbereich [g+1; n].
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Einseitiger Signifikanztest (rechtsseitiq):

Ho: p=po bzw. Hy: p<po (Nullhypothese)

gegen Hy: p>po (Gegenhypothese)

bei Stichprobenumfang n und Signifikanzniveau
(maximale Irrtumswahrscheinlichkeit) a -> Ab-
lehnungsbereich [g; n] = {g, g+1, ... n} der Null-
hypothese bei kleinstem g mit:

p(X2g) < a (%)
-> Durchfihrung der Stichprobe und Bestim-
mung der Trefferanzahl -> Ablehnung bzw.
Nichtablehnung der Nullhypothese, wenn Tref-
feranzahl im Ablehnungsbereich bzw. sonst
(Entscheidungsregel) -> Irrtumswahrscheinlich-
keit p(X2g) < a.
Dabei gilt hinsichtlich der Beziehung (*) die nitz-
liche Umformung:
p(X=g) <a
1-p(X=g-1) < a
-p(X<g-1) < a—1
p(X=sg-1) = 1—a.
Dem Ablehnungsbereich [g; n] entspricht der
Nichtablehnungsbereich [0; g-1].
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Beispiel: Einseitiger Signifikanztest (linksseitig) mit B(20,0.45)-| Beispiel: Einseitiger Signifikanztest (rechtsseitig) mit B(15,0.3)-
verteilter Zufallsvariable: Nullhypothese Ho: p = 0.45; Gegenhypo-| verteilter Zufallsvariable: Nullhypothese Ho: p = 0.3; Gegenhypo-
these Hi: p < 0.45; Signifikanzniveau a = 0.05 = 5% these Hi: p > 0.3; Signifikanzniveau a = 0.10 = 10%
n = 20||B(20,0.45) p = 0.45 n=15|/B(15,0.3)[ p=0.3
k=g [|p(X=k)= | p(x<k)= k = g-1|/p(X=K) = | | p(x<k) =
0|/ 0.000006/(0.000006 0(/0.004748/|0.004748
1/| 0.000105//0.000111 1/| 0.03052||0.035268
2|/ 0.000816|(0.000927 2|| 0.09156/|0.126828
3|/ 0.004006/|(0.004933 3|/ 0.17004/|0.296868
4|/ 0.01393//0.018863 4(/0.218623||0.515491
5|/ 0.036471||0.055334 5[/ 0.20613||0.721621
6 0.0746//0.129934 6//0.147236//0.868857
7|/ 0.122072//0.252006 7|/ 0.08113//0.949987
8 0.1623//0.414306 8| 0.03477(/0.984757
9(| 0.177055//0.591361 9|/ 0.01159|/0.996347
10/| 0.159349|/0.750711 10/| 0.00298//0.999328
11|/ 0.118524//0.869235 11//0.000581//0.999908
12|/ 0.072731//0.941966 12//0.000083|/0.999991
13| 0.03662(/0.978586 13//0.000008//0.999999
14(| 0.014981//0.993566 14//0.000001 1
15/| 0.004903//0.998469 15 0 1
16/| 0.001254|/0.999723 Nichtablehnungsbereich [0; 7], Ablehnungsbereich [8; 15] der
Nullhypothese Ho: p = 0.3 zum Signifikanzniveau a = 0.10 = 10%
17|/ 0.000241/0.999964 bei 15-maliger Versuchswiederholung des Bernoulli-Experiments
und Erwartungswert p = 4.5; Ablehnungsbereich [8; 15] mit Irr-
18/ 0.000033/0.999997 tumswahrscheinlichkeit 0.015243 = 1.5243% < 10 %.
19|/ 0.000003 1
20 0 1
Ablehnungsbereich [0; 4], Nichtablehnungsbereich [5; 20] der
Nullhypothese Hy: p = 0.45 zum Signifikanzniveau a = 0.05 = 5%
bei 20-maliger Versuchswiederholung des Bernoulli-Experiments
und Erwartungswert p = 9; Ablehnungsbereich [0; 4] mit Irrtums-
wahrscheinlichkeit 0.018863 = 1.8863% < 5%.

Bei einem zweiseitigen Signifikanztest gilt:

Ho: p=po (Nullhypothese)

gegen Hy: p#po (Gegenhypothese)

bei Stichprobenumfang n und Signifikanzniveau (maximale Irrtumswahrscheinlichkeit) a ->
(zweigeteilter) Ablehnungsbereich [0; g1] u [g2, N] = {0, 1, ... g1} U {g2, ... N} der Nullhypothese bei
gréBtem g; und kleinstem g, mit:

P(X<g1) < /2, p(X2ge) < /2 (*)
-> Durchfuhrung der Stichprobe und Bestimmung der Trefferanzahl -> Ablehnung bzw. Nichtab-
lehnung der Nullhypothese, wenn Trefferanzahl im Ablehnungsbereich bzw. sonst (Entscheidungs-
regel) -> Irrtumswahrscheinlichkeit p(X<g1) + p(X2g;) < a.
Dabei gilt hinsichtlich der Beziehung (*) die nutzliche Umformung:
p(X2go) < a/2

1-p(X<g2-1) < a/2

-p(X<g2-1) < a/2—-1

p(X<sgo-1) 2 1—0/2.
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Beispiel: Zweiseitiger Signifikanztest mit B(20,0.3)-verteilter Zufallsvariable: Nullhypothese Ho: p = 0.3; Gegenhypothese H;: p # 0.3;
Signifikanzniveau a = 0.05 = 5%

n=20| B(20,0.3) | p=0.3

k= p(X=k) = || p(xsk) =

01/0.000798 || 0.000798

1//0.006839 || 0.007637
0.027846 || 0.035483
0.071604 || 0.107087
0.130421 || 0.237508
0.178863 || 0.416371
0.191639 || 0.60801
0.164262 || 0.772272
0.114397 || 0.886669
0.06537 || 0.952038

Ollo|lo||N||lo|]loa|d|lw|DND

—_

0.030817 || 0.982855

—_
—_

0.012007 || 0.994862

-
N

0.003859 || 0.998721

—_
w

0.001018|(/0.999739

—_
»

0.000218 || 0.999957

-
[6)]

0.000037 || 0.999994

—_
[e2]

0.000005 || 0.999999

—_
~

0.000001 1

-
[ee]

0 1

-
©

0 1
20 0 1

Ablehnungsbereich [0;1] u [11; 20], Nichtablehnungsbereich [2; 10] der Nullhypothese Hy: p = 0.3 zum Signifikanzniveau a = 0.05 = 5%
bei 20-maliger Versuchswiederholung des Bernoulli-Experiments und Erwartungswert p = 6; Ablehnungsbereich [0;1] u [11; 20] mit
Irrtumswahrscheinlichkeit 0.007637 + 0,005138 = 0,012775 = 1,2775 % < 5 %.

Beim Verwerfen oder Nichtverwerfen der Nullhypothese H, der Signifikanztests (Entscheidungsre-
gel) begeht man Fehler der 1. und 2. Art. Ein Fehler 1. Art entsteht, wenn die Nullhypothese ver-
worfen wird, obwohl sie richtig (wahr) ist; der Fehler 1. Art ist identisch mit der Irrtumswahrschein-
lichkeit des Ablehnungsbereichs und damit kleiner gleich dem Signifikanzniveau a. Ein Fehler 2.
Art entsteht, wenn die Nullhypothese nicht verworfen wird, obwohl sie falsch ist. In diesem Fall
kann der Fehler nur abgeschatzt werden, wenn die tats&chliche Trefferwahrscheinlichkeit p* (statt
Po in den Signifikanztests) bekannt ist. Es gilt damit die Ubersicht:

Test Fehler 1. Art Fehler 2. Art
Ho wird verworfen, obwohl richtig Ho wird nicht verworfen, obwohl falsch
(Trefferwahrscheinlichkeit p) (Trefferwahrscheinlichkeit p*)

Ho: p=po bzw. Ho: p=po (Nullhypothese) i} - p*
gegen Hi: p<po (Gegenhypothese) pXsg) < P i il

Ho: p=po bzw. Ho: p<po (Nullhypothese) p(X

gegen Hi: p>po (Gegenhypothese) 29) <-p p(X<g) <-p’

Ho: p=po (Nullhypothese)
gegen H+: p#po (Gegenhypothese)

P(Xsgi) + p(X2g2) <- p p(g1<X<g2) <- p*

Wenn richtige Entscheidungen getroffen werden (Entscheidungsregel: Nichtverwerfen der Nullhy-
pothese, wenn Hy richtig; Verwerfen der Nullhypothese, wenn Hy falsch), treten keine Fehler auf.
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Aufgabenblatt: Signifikanztests

1. FUhre die folgenden zweiseitigen Tests durch (n-stufiges Bernoulli-Experiment mit Grundwahrscheinlich-
keit p, Zufallsvariable X als Trefferanzahl, Hypothese: Hy: p = po, a als Signifikanzniveau und k als Trefferan-
zahl einer Stichprobe):

a) n=20, pg=0.45, k=5, a=5% b) n=80, py=0.28, k=25, a=10% ¢) n=200, py=0.8, k=10, a=5%

2. Bestimme mit einem zweiseitigen Signifikanztest zur Nullhypothese Hy: p=0.5 den Annahmebereich der
binomialverteilten Zufallsvariablen X bei Stichprobenumfang n=100 und Signifikanzniveau a = 10%. Eine
Stichprobe enthalt 72 Treffer. Ist die Hypothese anzunehmen oder abzulehnen?

3. Fuhre die folgenden einseitigen linksseitigen (rechtsseitigen) Tests durch (n-stufiges Bernoulli-Experiment
mit Grundwahrscheinlichkeit p, Zufallsvariable X als Trefferanzahl, Hypothese: Hq: p = po, a als Signifikanz-
niveau und k als Trefferanzahl einer Stichprobe):

a) n=50, py=0.65, k=45, a=5% b) n=100, pp=0.12, k=25, a=10%  ¢) n=400, py=0.4, k=180, a=1%

4. Ein Unternehmen behauptet, dass seine Produkte zu mindestens 98% in Ordnung sind. Stelle Null- und
Gegenhypothese auf und ermittle zum Signifikanzniveau 2,5% den Annahme- und Ablehnungsbereich der
Nullhypothese sowie die Irrtumswahrscheinlichkeit, wenn 400 Produkte getestet werden sollen.

5. Wirft man 1-€-Minzen 250-mal, so erscheint z.B. 141-mal Kopf. Teste mit einem einseitigen rechtsseiti-
gen Test zum Signifikanzniveau 5%, ob die Miinze in gleicher Weise Kopf oder Zahl zeigt.

6. Fur die folgenden einseitigen linksseitigen bzw. rechtsseitigen Tests (n-stufiges Bernoulli-Experiment mit
Grundwahrscheinlichkeit p, tatsachliche Wahrscheinlichkeit p*, Zufallsvariable X als Trefferanzahl, Hypothe-
se: Ho: p = po, a als Signifikanzniveau) ist jeweils der Fehler 1. und 2. Art zu berechnen:

a) n=50, pg=0.65, p*=0.7, a=5% b) n=100, pe=0.25, p*=0.2, a=10% c¢) n=200, py=0.8, p*=0.78, a=5%

7. Bei einem Tetraederwdrfel (Zahlen 1, 2, 3, 4) wird vermutet, dass er gezinkt ist.

a) Leite unter der Voraussetzung, dass der Wirfel 200 Mal geworfen wird, eine entsprechende Entschei-
dungsregel zum Signifikanzniveau a = 5 % her. Bestimme die Irrtumswahrscheinlichkeit als Fehler 1. Art.

b) Die Wahrscheinlichkeit, eine 3 zu wirfeln, betragt tatsachlich 0.22. Wie grof3 ist der Fehler 2. Art?
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Datenblatt: Normalverteilung

Die GauBsche Glockenkurve ist eine von reellen Parametern y und o (>0) abh&ngige Schar von
reellwertigen Funktionen @, 4(X):

1 _=p? 1 _G-w?
¢ (x) = e 20 = e 207
e 2 o2

Die Glockenkurve hat folgende Eigenschaften: ¢, +(x) ist definiert auf allen reellen Zahlen und dort
positiv: ¢,s(X) > 0; @uc(X) ist achsensymmetrisch zur Senkrechten x = p; ¢, 4(x) besitzt einen

Hochpunkt an der Stelle xy = y mit H(U|L).; ¢Puo(X) besitzt zwei Wendepunkte an den Stellen
o2
1 _mp?

e 0 > 0=y (x

w = Mo mit W4 (u-o| ), Wao(u+0| ); mit x->xe gilt: $,0(x)=
oN27e av2re ' o2
Achse) als waagerechter Asymptote.

Es gilt die Transformationsregel fir die GauBBsche Glockenkurve:

2

_(ox+p—p)? 1 _(ov)’ 1 x

2 e? = ¢01<x>

B (X H ) =——e 0 = ¥ =
e o2 o2 0'\/277

so dass jede Funktion ¢,.(x) letztlich auf die Funktion @q.1(x) zurtickgefuhrt werden kann. Die
Transformation betrifft auch das uneigentliche Integral Uberjede Funktion ¢, 4(x); es gilt nAmlich:

2

e 2dr=1.

()

j¢w(x)dx_j 5t dx—j\/—ezdt—\/_j

auf Grund der Substitution t = (x—p)/0.

Die Eigenschaften der Funktionen ¢,.(x) fihren zu deren Verwendung in der Stochastik, stellt
doch jede Funktion ¢, (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte (GauB-Funktion) einer sog. normalverteil-
ten (gauB-verteilten) stetigen Zufallsvariablen X dar: X ~ N(u, 0°) als Normalverteilung mit Erwar-
tungswert p und Standardabweichung o. Der Parameter y verschiebt die Dichtefunktion (nach
rechts: u>0; nach links: u<0), der Parameter o (>0) steht fiir die Breite der Dichtefunktion (schma-
ler: o<1; breiter: 0>1). Ist y=0 und o=1, so liegt die Standardnormalverteilung N(O; 1) vor. Dabei
lassen sich geméaB der Transformationsregel alle Normalverteilungen N(u, 0°) auf die Standard-
normalverteilung N(O; 1) zurickfihren. Dies gilt insbesondere fiir die Verteilungsfunktion ®, 4(x)
der normalverteilten Zufallsvariablen als Integralfunktion tber die Dichte ¢, +(x):

x _(z=p)’ 1 (x-p)lo

®,,(0) = | fo,(2)dz = 27 dz = o = )

o= [ 1, e & | ?,,
wegen der Substitution t = (z—p )/c. Die Achsensymmetrie der Dichtefunktion cpw(x) zur Senkrech-
ten x = p bedingt, dass die Verteilungsfunktion ®,,(x) punktsymmetrisch zum Punkt Z(u|0,5) ist.
Weiter gilt: X->-: @, 4(X) -> 0; X->+: @, 5(x) -> 1. Die Dichte @q.1(x) der Standardnormalverteilung
N(0; 1) wird in der Stochastik und Statistik mit ¢(x) bezeichnet, die dazugehérige Verteilungsfunk-

1 ¢ =
tion Fo.1(x) als ®(x). Die Funktionen ¢(x) = e 2 und ®(x) = F Ie 2dt haben mit den
T2,

1
Y,
Zufallsvariablen X ~ N(0; 1), Y ~ N(u, 6®) wegen:
Y ~ N(y, 6°) => X = (Y=p)/o ~ N(0; 1)
die Eigenschaften und Wahrscheinlichkeiten p:
O(-x) = @(x), P(-=) = 0, ®(0) = 0,5, B() =1, B(-x) = 1 - D(x)
P(X=x) = ®(x), p(X2X) = 1 = (), p(x;=X=xz) = D(xz) — P(x1)

p(Y=x) = D7) p(Yax) = 1 - (T H), plxisYsxy) = (2 ) — (K
g g g

ag

)
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p(M-0=Y<p+0) = (1) — d(-1) = 0,683
p(HU-20=Y<p+20) = P(2) — P(-2) = 0,954
p(u-30=Y<p+30) = P(3) — O(-3) = 0,997 (o-Intervalle der Normalverteilung)

Die Normalverteilung ist die stetige ZufallsgréBe zu den diskreten GréBen der Binomialverteilung.
Insofern kénnen Binomialverteilungen B(n, p) mit Erwartungswert p = np und Standardabweichung
o = (np(1-p))"? > 3 durch eine Normalverteilung N(u, o) mit denselben Parametern angenahert
werden; die o-Regeln fir Binomial- und Normalverteilung sind hierfir ein Beispiel.

Ber’. “WAREEN

Binomialverteilung B(20; 0,3), Normalverteilung N(6; 4,2): Dichte und Verteilungm
Als Néherung zwischen den Wahrscheinlichkeiten der B(n; p)-binomialverteilten ZufallsgréBe X
und den Wahrscheinlichkeiten der Normalverteilung N(u, o) gilt:
p(asXsb) = P, 4(b+0,5) — ®, ,(a-0,5), O<a<b.

Fir eine N(u; o°)-verteilte stetige Zufallsvariable X gelten noch die folgenden Rechenregeln:
p(X=a) =0

p(asX) = p(a<X) =1 - P, 4(a)

p(asXs<b) = p(a<X<b) = p(asX<b) = p(a<X<b) = @, (b) — P, s(a)

p(X<b) = p(X<b) = @, 4(b).

p(asX<b) z.B. gibt damlt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Zufallsvariable X einen Wert zwischen
a und b annimmt, a, b reell.
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Aufgabenblatt: Normalverteilung

1. Die Zufallsvariable X sei normalverteilt mit y = 5 und o = 2. Berechne:
a) P(X<0) b) P(X<5) c) P(3sX<7) d) P(1<X<9) e) P(3sX<10) f) P(X=20)

2. Lies aus dem Graphen naherungsweise Erwartungswert p und Standardabweichung o ab und berechne
die Wahrscheinlichkeit:

3. 500-Milliliter-Glasflaschen werden mit Mineralwasser gefillt. Dabei unterliegt die Fillmenge normalverteil-
ten Schwankungen in der GréBenordnung +5 Kubikzentimetern als Standardabweichung. Flaschen, die we-
niger als 490 ml Mineralwasser enthalten, werden dabei aussortiert. Wie groB3 ist der prozentuale Anteil die-
ser Flaschen?

4. Wer mit Zitronen handelt, darf sich nicht wundern, dass deren Gewicht normalverteilt ist. Eine nur maBig
schmackhafte, wenig saftige und sehr saure Zitronensorte vom Typ Donald aus dem US-amerikanischen
Bundesstaat Florida kommt auf ein Gewicht von durchschnittlich 150 Gramm bei einer Standardabweichung
von 20 Gramm.

a) Charakterisiere die Zufallsvariable Z des Zitronengewichts. Skizziere die Dichtefunktion der Zufallsvariab-
len.

b) Wie lauten das 10-, 20-, 3o-Intervall der Normalverteilung? Was ist diesbezlglich hinsichtlich der auftre-
tenden Wahrscheinlichkeiten zu sagen?

c¢) Wie grof3 sind folgende Wahrscheinlichkeiten? Die Wahrscheinlichkeit, dass

- eine ausgewahlte Zitrone ein Gewicht von weniger als 120 Gramm besitzt;
- eine ausgewahlte Zitrone ein Gewicht zwischen 140 und 160 Gramm hat;

- eine ausgewahlte Zitrone ein Gewicht von mehr als 150 Gramm ausweist;
- eine ausgewabhlte Zitrone ein Gewicht von mehr als 170 Gramm besitzt.

5. Ein Glicksrad mit einem 90° groBen Gewinnsegment wird 2000 Mal gedreht. Berechne naherungsweise
mit der Normalverteilung die Wahrscheinlichkeiten,

- zwischen 200 und 400 Mal auf das Gewinnfeld zu gelangen;
- zwischen 400 und 600 Mal das Gewinnfeld zu drehen;

- weniger als 1000 Mal das Gewinnfeld zu drehen;

- mindestens 1500 Mal zu gewinnen;

- genau 500 Mal zu gewinnen.

Begriinde, warum hier eine Berechnung mit der Normalverteilung mdéglich ist.

Michael Buhimann, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik fiir Schiiler und Abiturienten 33



Datenblatt: Vertrauensintervalle

Unter der Voraussetzung eines Bernoulli-Experimentes kann die Wahrscheinlichkeit p eines Tref-
fers naherungsweise durch die Bildung eines Vertrauensintervalls um eine beobachtete relative
Haufigkeit h abgeschatzt werden. Ist n also der Stichprobenumfang und h die beobachtete relative
Haufigkeit, so ergibt sich zu einer Sicherheitswahrscheinlichkeit 8 das Vertrauensintervall (Konfi-

denzintervall):
{,,_c [p0=p). . /M}
n n

geman dem die relative Haufigkeit h laut der tatsachlichen Trefferwahrscheinlichkeit p mit einer
Wahrscheinlichkeit B in diesem Intervall zu finden ist. Dabei gilt fir die Zahl ¢ in Abhangigkeit von 3
die Tabelle:

B C

0,7 1,04
0,8 1,28
0,85 1,44
0,9 1,64
0,95 1,96
0,99 2,58
0,999 3,29

Ist n = 1000 oder 0,3 < h < 0,7 oder g =./np(1- p) > 3, so gilt eine N&herung fur das Vertrauens-

intervall:
{h_c W=, , . /h(l—h)]
n n

in dem die tatsachliche Trefferwahrscheinlichkeit p mit einer Wahrscheinlichkeit B zu finden ist. Fir
die Lange L des Vertrauensintervalls gilt dann die Abschatzung:
2
C C
L>2— © nz—.
Jn r

Beispiel (Vertrauensintervall):

Von 2000 Befragten sprachen sich 560 fir die Beibehaltung von roten Socken in der aktuellen Mode aus. Mit
der relativen Haufigkeit h = k/n = 560/2000 = 0,28 und zur Sicherheitswahrscheinlichkeit B = 90% = 0,9 findet

sich ¢ = 1,64, so dass das Konfidenzintervall:

h—c fh(l—h);h_l_c [h(1-h) =| 028 -1.64 /0’28[0’72;0,28+1,64 10,28 [0,72 _
n n 2000 2000

[0,28-0,0165; 0,28+0,0165] = [0,2635; 0,2965]

betragt. Die Lange des Vertrauensintervalls betragt dann: L = 0,2965 — 0,2635 = 0,033. Soll das Vertrauens-
intervall eine Lange L = 0,01 besitzen, so ist als Anzahl der Befragten

2 2
n> < =10 _ o686~ 26900
001
zu wahlen.
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Aufgabenblatt: Vertrauensintervalle

1. Das Vertrauensintervall zum Stichprobenumfang n, zum Stichprobenergebnis k sowie zur Sicherheits-
wahrscheinlichkeit B soll bestimmt werden:

a) n = 1000, k = 400, B = 0,9 b) n = 2000, k = 1250, B = 0,95
¢) n = 1600, k = 1300, B = 0,85 d) n = 4000, k = 2250, B = 0,99

2. Ein Unternehmen produziert rote Socken. Bei einer Uberpriifung von 600 Paar Socken fallen 45 Socken
durch Web- und sonstige Fehler auf. Bestimme zur Sicherheitswahrscheinlichkeit = 0,95 das zugehdrige
Vertrauensintervall. Wie viel Paar Socken missen Uberprift werden, damit das Vertrauensintervall bei glei-
cher Sicherheitswahrscheinlichkeit eine Lange von héchstens 0,05 besitzt?

3. Ein Warfel wird 1000 Mal geworfen; es erscheint 240 Mal die Augenzahl ,6%.

a) Kann davon ausgegangen werden, dass der Wiirfel gezinkt ist? Uberpriife mit einer Sicherheitswahr-
scheinlichkeit 8 = 0,95.

b) Kann davon ausgegangen werden, dass der Wirfel gezinkt ist? Fiihre einen einseitigen Signifikanztest
zum Signifikanzniveau a = 0,05 durch.
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Musteraufgaben (ohne Hilfsmittel)

Aufgabe 1:

In einem Spiel wird ein Glicksrad mit den Sektoren ,rot* (Winkel: 180°), ,grin“ (Winkel: 135°) und ,blau”
(Winkel: 45°) dreimal gedreht. Wie groB3 sind die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse?

a) Es erscheint immer rot.
b) Beim zweiten Drehen erscheint blau.
c) Alle gedrehten Farben sind verschieden.

Mit wie viel Mal ,grin“ kann man im Durchschnitt bei diesem Spiel rechnen?

Aufgabe 2:

Aus einem Behélter mit vier weiBen und einer schwarzen Kugel werden solange Kugeln ohne Zuriicklegen
entnommen, bis die schwarze Kugel erscheint. Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dabei héchstens drei
Kugeln zu ziehen? Mit welcher Anzahl der Ziehungen muss man durchschnittlich rechnen?

Aufgabe 3:

Bei einem Bernoulli-Versuch betragt die Trefferwahrscheinlichkeit 0,2. Wie viel Versuchswiederholungen
sind nétig, um mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% mindestens einmal einen Treffer zu erhalten?

Aufgabe 4:

Die Zufallsvariable X eines Bernoulli-Experiments sei binomialverteilt mit n = 20 und p = 0,8. Welche Ereig-
nisse werden durch folgende Wahrscheinlichkeiten beschrieben?

20
a)p= ( ; ) 0,8 M,2" b)p = 4[0,8"”

Wie grof3 sind folgende Wahrscheinlichkeiten?
¢) p(X>0) d) p(X=20) e) p(X=2)
Wie groB3 sind Erwartungswert und Standardabweichung?

Aufgabe 5:

Das folgende Histogramm gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer binomialverteilten ZufallsgréBe X an.
Dabei seien n = 10 und der Erwartungswert y ganzzahlig.

1
0.2
0.3
0.7
0.6
0.5

0.4

0.2

0.2

0.1

0 ] l2 3 I+ 5 6 7 le o 1o

a) Ermittle den Erwartungswert y und berechne die Trefferwahrscheinlichkeit p der ZufallsgréBe X.
b) Gib ndherungsweise die Wahrscheinlichkeiten p(3<X<5), p(X#4) an.

c) Gib das Ereignis E an, fir das gilt: p(E) = 45-0,6°-0,4° + 4-0,6° + 0,6"°.

d) Gib das Ereignis F an mit: p(F) = 8-0,6°-0,4".

36 Michael Buhimann, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik fir Schiler und Abiturienten



Musteraufgaben (mit Hilfsmitteln)

Aufgabe 1:

Eine Rubbellos besteht aus 16 Feldern, die in einem Quadrat angeordnet. Die Felder sind verdeckt wie folgt
beschriftet: 8 Felder mit jeweils € 5,-, 6 Felder mit jeweils € 10,-, 2 Felder mit jeweils € 50,-. Der Loskaufer
darf zwei Felder aufrubbeln. Weisen beide Felder denselben Geldbetrag auf, so entsteht ein Gewinn in Héhe
des Betrags, ansonsten geht der Loskaufer leer aus. Das Rubbellos kostet € 3,90.

a) Wie grof sind die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse?

A: Der Kaufer eines Rubbelloses gewinnt einen Geldbetrag in Héhe von € 50,-.
B: Der Loskaufer gewinnt héchstens einen Geldbetrag von € 5,-.
C: Der Loskaufer gewinnt nichts.

b) Ein Rubbellos kostet in der Herstellung € 0,15, der Vertrieb des Rubbelloses kostet € 0,25, der Losverkau-
fer erhalt pro Los € 0,40. Mit welchem Gewinn vor Steuern kann die Lottogesellschaft rechnen, wenn sie die
geplanten 1 Millionen Lose verkaufen kann?

¢) Ein Loskaufer kauft innerhalb eines Monats jede Woche ein Los. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt
er zweimal jeweils € 10,-, mit welcher Wahrscheinlichkeit insgesamt € 20,-?

d) Ein kleiner Zeitschriftenhandel verkauft die Rubbellose. Es wird angenommen, dass der Losverkauf bino-
mialverteilt ist. Taglich werden durchschnittlich 10 Lose verkauft, die Standardabweichung der zugrunde
liegenden Binomialverteilung hat dabei den Wert 3. Wie viel Kunden insgesamt kaufen taglich in dem Zeit-
schriftenhandel ein?

Aufgabe 2:

Ein Hotel besitzt 240 Zimmer. Um die Auslastung des Hotels zu erhdhen, 1asst das Management fiir manche
Né&chte mehr Reservierungen annehmen, als Zimmer zu Verfligung stehen. Das Management weif3, dass 3
% der Reservierungen von den (potentiellen) Kunden storniert werden.

a) Das Hotel hat fur eine Nacht 250 Reservierungen angenommen. Wie grof3 ist Wahrscheinlichkeit, dass
das Hotel Uberbucht ist?

b) Wie viel Reservierungen dirfen maximal flir eine Nacht angenommen werden, damit die Wahrscheinlich-
keit der Uberbuchung auf unter 4 % sinkt?

¢) Eine computergestitzte Analyse der Hoteldaten hinsichtlich der Reservierungen ergibt, dass von 1000
Reservierungen 20 storniert wurden. Hat sich das Verhalten der Kunden diesbeziiglich gedndert? Fihre
dazu einen Signifikanztest mit Signifikanzniveau 5 % durch.

Aufgabe 3:

Ein Spielwrfel soll auf den Flachen Zahlen von 1 bis 6 zeigen. Wie viel Flachen missen die Zahl 6 auswei-
sen, damit

a) die Wahrscheinlichkeit bei 8 Wiirfen mindestens vier Sechsen zu wirfeln mindestens 90 %,

b) die Wahrscheinlichkeit bei 10 Wiirfen drei Sechsen zu wirfeln ungeféhr 26 % betragt.

Aufgabe 4:

Bei einem Quiz muss ein Kandidat 20 Fragen beantworten. Jeder Frage sind vier Antworten zugeordnet, von
denen nur eine richtig ist.

a) Der Kandidat rat. Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kandidat genau fiinf Fragen richtig beant-
wortet? Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kandidat bei héchstens zwélf Fragen falsch liegt? Be-
rechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Kandidat mehr als die Halfte der Fragen richtig beantwortet?

b) Durch einen Signifikanztest zum Signifikanzniveau 10 % soll festgestellt werden, ob der Kandidat nur rat
oder nicht. Formuliere die Entscheidungsregel.
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Aufgabe 5:

Bei der Herstellung von Spezialschrauben gab es bisher 12 % Ausschuss. Durch eine neue Maschine erhofft
sich das Unternehmen eine Verminderung der Ausschussquote. Dazu wird der Produktion eine Stichprobe
von 200 Schrauben entnommen.

a) Entwickle auf der Grundlage eines Signifikanztests ein passendes Testszenario zum Signifikanzniveau
5 %.

b) Die Stichprobe hat einen Ausschuss von 15 Schrauben ergeben. Was bedeutet dies?

c) Der Produktionsleiter nimmt an, dass schon ein Ergebnis von bis zu 18 defekten Schrauben auf eine Ver-
besserung in der Schraubenproduktion hinweisen wiirde. Welchen Fehler begeht er mit seiner Annahme?

d) Eine weitere Stichprobe vom selben Umfang und zum selben Signifikanzniveau 5 % ergibt einen Aus-
schuss von 20 Schrauben. Steht das Ergebnis dieses Tests im Widerspruch zu dem Ergebnis des vorheri-
gen?

Aufgabe 6:
Ein Glicksrad ist in die drei Sektoren ,rot“ (60°), ,griin“ (120°) und ,blau” (180°) unterteilt.

a) Das Glucksrad wird 100 Mal gedreht. Wie grof3 sind die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse?

A: Es wird genau 20 Mal ,rot“ gedreht.

B: Es wird héchstens 20 Mal ,grin® gedreht.

C: Es wird mindestens 75 Mal ,blau” gedreht.

D: Es wird zwischen 20 und 50 Mal ,blau” gedreht.

b) Mit dem Drehen des Glicksrads ist ein Spiel verbunden. Mit einem Einsatz von € 0,50 kann ein Spieler
das Gliicksrad zweimal drehen. Dreht er zweimal ,rot“, so erhalt er € 2,-, dreht er einmal ,rot* € 1,- als Geld-
betrag ausgezahlt. Mit welchem Verlust hat der Spieler bei Durchflihren des Spiels durchschnittlich zu rech-
nen? Wie hoch muss der Einsatz sein, damit das Spiel fair ist? Wie muss der Gewinn fir zweimal ,rot* geén-
dert werden, damit bei einem Einsatz von € 0,80 das Spiel fair ist?

c) Beim hundertmaligen Drehen des Gliicksrads ist aufgefallen, dass 25 Mal ,rot* gedreht wurde. Fiihre zum
Signifikanzniveau von 5% einen einseitigen Signifikanztest durch. Lasst sich damit eine héhere Wahrschein-
lichkeit von ,rot“ z.B. auf Grund eines Unrundlaufens des Gliicksrads bestatigen?

d) Wie groB muss im Ubrigen der Winkel des Sektors ,rot* auf dem Gliicksrad mindestens sein, damit mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% beim hundertmaligem Drehen mindestens 25 Mal ,rot* auf-
taucht?

Aufgabe 7:

Eine Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert 50 und Standardabweichung 10.

a) Skizziere die Dichte- und Verteilungsfunktion von X.

b) Berechne: P(X<20), P(45<X<55), P(X240), P(X=58), P(X>60).

¢) Benenne ein Intervall, fir das die Wahrscheinlichkeit rund 68,3% betragt.
d) Erlautere, warum P(X<50) = P(X=50) = 0,5 gilt.
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Aufgabe 8:
Ein Glicksrad ist in die drei Sektoren ,rot", ,blau” und ,weiB“ eingeteilt.

a) Der Sektor ,rot* umfasst einen Kreisausschnitt mit Kreisausschnittwinkel 60°, zum Sektor ,blau” gehdrt der
Winkel 120°, der Sektor ,weil3" belegt den Rest der Glicksradscheibe. Das Glicksrad wird bei einem Ein-
satz von € 2,- einmal gedreht. Kommt es auf dem Sektor ,rot“ zu stehen, erhalt der Spieler € 5,- ausbezahlt,
bei ,blau” € 2,-, sonst nichts. Ermittle den Erwartungswert zum Spiel.

b) Das Spiel soll fair sein. Ermittle den Spieleinsatz, wenn die Kreisausschnitte und die Auszahlungen unve-
réandert bleiben.

c) Das Spiel soll fair sein. Berechne den Auszahlungsbetrag fir ,rot“, wenn die anderen Auszahlungen gleich
bleiben und der Spieleinsatz € 2,- betragt.

d) Das Spiel soll fair sein. Berechne, wie sich die Kreisausschnittwinkel der Sektoren ,rot* und ,blau” bzw.
»rot* und ,weiB" verschieben, wenn die Auszahlungen und der Spieleinsatz (geman a)) beibehalten werden.

e) Das Gliicksrad mit den Segmenten ,rot” (60°), ,blau® (120°) und ,wei3" wird nun vier Mal gedreht. Berech-
ne die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse:

A: Das Glucksrad kommt genau drei Mal auf dem Feld ,rot* zu stehen.

B: Es kommt genau einmal ,weif3" vor.

C: Es wird héchstens zweimal ,wei3“ gedreht.

D: Es wird nicht einmal ,blau” gedreht.

E: Es wird mehr als zweimal ,rot“ gedreht.

F: Das Glucksrad kommt erst auf ,rot“, dann auf ,weiB3“, ,rot* und ,blau” zu stehen.
G: Beim ersten Drehen erscheint ,rot* beim zweiten ,blau” oder umgekehrt.

f) Die ZufallsgroBe X zahlt die Anzahl der Drehungen des Glicksrads auf ,rot“. |hr Erwartungswert ist y =
7,2, ihre Standardabweichung o = 2,4. Bestimme Trefferwahrscheinlichkeit und Versuchsanzahl sowie den
Kreisausschnittwinkel des Segments ,rot".

Aufgabe 9:

Ein FuBballspieler der deutschen Manner-FuBballnationalmannschaft erzielte bei den letzten beiden Welt-
meisterschaften beim Elfmeterstrafsto3 ein Tor nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 40%. Im Training wer-
den vier Strafstd3e hintereinander ausgefihrt.

a) Erklare, warum es sich bei diesem Zufallsexperiment um ein Bernoulli-Experiment handelt.

b) Nenne die Trefferwahrscheinlichkeit und die Anzahl der Versuchswiederholungen sowie die Zufallsgréie.
Zeichne einen Wahrscheinlichkeitsbaum und gib die Ergebnisse einschlielich deren Wahrscheinlichkeiten
an. Berechne Erwartungswert und Standardabweichung der ZufallsgréBe. Zeichne das Histogramm zur Zu-
fallsgroBe.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:

A: Der FuBballer trifft héchstens zwei Mal.

B: Der FuBballer trifft mindestens drei Mal.
C: Der FuBballer trifft weniger als zwei Mal.
D: Der FuBballer trifft ein oder zwei Mal.

d) Wie viele StrafstéBe muss der Spieler im Training ausfihren, damit die Wahrscheinlichkeit, dass der Spie-
ler mindestens zwei Strafsté3e verwandelt, mindestens 95 Prozent betragt?

e) Durch zusétzliche Anleitung erhofft sich der Coach, die Trefferquote des Spielers zu erhéhen. Wie grof3
musste die Trefferquote sein, damit die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler im Training mindestens zwei
von vier StrafstéBen verwandelt, gréBer als 90 Prozent wird?
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Aufgabe 10:

Honigmelonen der Sorte ,Honey* haben ein Durchschnittsgewicht von 2,2 Kilogramm (kg). Rund zwei Drittel
der Gewichte ausgereifter Melonen liegen in einem Bereich, wo das Gewicht einer Melone vom Durch-
schnittsgewicht um bis zu rund 400 Gramm (g) abweicht.

a) Das Gewicht von Honigmelonen der Sorte ,Honey" soll als normalverteilt angenommen werden. Gib Er-
wartungswert y und Standardabweichung o an. Skizziere die zur so bestimmten Normalverteilung gehéren-
de Dichtefunktion @, .

b) Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

A: Das Gewicht einer Honigmelone liegt unter 2 kg.

B: Eine Honigmelone wiegt héchstens 1500 g.

C: Eine Honigmelone ist mehr als 2,5 kg schwer.

D: Eine Honigmelone wiegt zwischen 1500 und 2500 g.

E: Das Gewicht einer Honigmelone weicht um bis zu 0,5 kg vom Durchschnittsgewicht ab.

F: Das Gewicht einer Honigmelone weicht um mindestens 700 g vom Durchschnittsgewicht ab.

¢) Honigmelonen, die ein Gewicht haben, das um mindestens 700 g vom Durchschnittsgewicht abweicht,
gelangen aus geschmacklichem Griinden und Grinden des Transports nicht in den Verkauf. Zwanzig Ho-
nigmelonen einer Ernte werden Uberprift, ob sie verkauft werden kénnen oder nicht. Berechne dazu die
folgenden Wahrscheinlichkeiten:

G: Genau drei Honigmelonen kénnen nicht verkauft werden.

H: 15 Honigmelonen sind zum Verkauf geeignet.

I: Maximal finf Honigmelonen kénnen nicht verkauft werden.

J: Mehr als zwei Honigmelonen kdénnen nicht verkauft werden.

K: Zwischen 14 und 18 Honigmelonen sind zum Verkauf geeignet.

L: Weniger als 12 oder mindestens 15 Honigmelonen gelangen in den Verkauf.

Wie viel Honigmelonen gelangen im Durchschnitt nicht in den Verkauf.

d) Wie viel Honigmelonen missen Uberpriift werden, damit die Wahrscheinlichkeit, mindestens eine Melone
zu finden, die nicht verkauft werden kann, tGber 90 Prozent liegt?

e) Eine Weiterziichtung der Honigmelone ,Honey“ fiihrt auf die Sorte ,Honey 2.1“. Diese zeichnet sich da-
durch aus, dass bei einer Auswahl von zwanzig Melonen im Durchschnitt nur 1,2 Melonen fir den Verkauf
ungeeignet sind bei einem Durchschnittsgewicht von 2,2 Kilogramm. Wie grofB3 ist damit die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Melone dieser Sorte in den Verkauf gelangt? Wie sehen bei der Sorte ,Honey 2.1“ die nor-
malverteilten Gewichte der Melonen aus?
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