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Datenblatt: Reelle Zahlen, reelle Funktionen

Die reellen Zahlen R ist Zahlenmenge aller abrechenden, periodischen und nichtperiodischen De-
zimalzahlen. Auf den reellen Zahlen sind die Verknipfungen + und * fir Addition (Subtraktion) und
Multiplikation (Division) definiert:

a+b, a-b, a*b, a/b (b#0)

Die Verknipfungen machen aus den reellen Zahlen einen (algebraischen) Korper mit positiven,
negativen Zahlen sowie Zahl und Kehrzahl. Zudem wird mit < eine Ordnungsrelation auf den reel-
len Zahlen definiert, die Kleiner-gleich-Relation macht Zahlen vergleichbar. Mit -~ und « (,unend-
lich*) sind Elemente gegeben, so dass:

-0 < [ <0

fur jede reelle Zahl r gilt. Auf den reellen Zahlen lassen sich auf Grund der Ordnung (halb-) offene,
geschlossene Intervalle (Teilmengen) definieren, und zwar:

-0 <r<a:(-o; al
-0 <1 <a;(-0; a)
asr<b:[a;b]
a<r<h:(a;b]
asr<b:[a;b)
a<r<b:(a;b)
b <r<:[b; )
b <r < (b; )

mit reellen Zahlen a, b, a<b.

Terme sind mathematische Formeln, in die man gegebenenfalls Werte, Zahlen einsetzt. Mit Ter-
men kann man daher auf dieselbe Weise rechnen wie mit Zahlen, d.h. es gelten fur Zahlen a, b, c,
d die Rechengesetze und Termumformungen (z.B. Punktrechnung vor Strichrechung, Klammer-
rechnung [Klammern auflésen, Ausklammern):

a+t0=a,a—a=0,a+b=b+a,(a+tb)+c=a+(b+c),
la=a,a(b+c)=ab+ac, (a+Db)(c+d)=ac+ad+bc+hbd
+a=a,-la=-a,+(+a)=a, +(-a)=-a, -(+ta) =-a, -(-a) = a
+(a+b)=a+b,-(atb)=-a-b
a@=a’ a@@=a’ a@@@a=a’...

Es gelten die binomischen Formeln:

(a+Db)* =a’ + 2ab +b” (1. binomische Formel)
(a-b)* =a® —2ab + b’ (2. binomische Formel)
(a+Db)(a—b) =a® —b? (3. binomische Formel)

Es gelten die Bruchgesetze:

a__ a_aln a ,c_a+Cc a c_ad+bc 3£ _4ac a a
1 b bm bb b bd bd bdbdb_ad_ap_a 1_b
- C 1 1a
nf-a g R_a a_-a_a a__ .a C bec bc'c bc'@ a
b b’ b b b b -b b b d b
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Es gelten die Potenzgesetze:

v @’ P _
0:1, al:a, anaa‘m:an m,_m:an m,_n:an, (an)m:anﬁ’ (ab)n:anmn,
a a

(Ej :%, 1"=1, (-1)" =-1 (n ungerade), (-1)" =1 (n gerade)

Es gelten die Wurzelgesetze:
Jab=Vawh, |2 =32 Vo -[a, &’ -l
Ja=4/n? a = Jn? El/a = n\/a (teilweises Wurzelziehen),

auch fur allgemeine Wurzeln:

Va=ar, Yam =ar, Yab=¥amb, 52 =32
“ b

Besondere Quadratwurzeln sind:

V1=1,V4=2,V9=3,V16 =4,V25=5,V36 =6, V49 = 7, V64 = 8, V81 = 9, V100 = 10, V121 = 11, V144 = 12,
V169 = 13, V196 = 14, V225 = 15, V256 = 16, V289 = 17, V324 = 18, V361 = 19, V400 = 20 ...
70,25 = 0,5, V2,25 = 1,5, V6,25 = 2,5, V12,25 = 3,5, V20,25 = 4,5, V30,25 = 5,5, V42,25 = 6,5, V56,25 = 7,5 ...

Es gelten die Potenzgesetze zur Eulerschen Zahl e = 2,7182818

. . fn
=1 ¢e=e @ =e"", =" L_ogn e”—Q/E (e =¢"
€ e"

sowie die Logarithmengesetze des natirlichen Logarithmus:
N1=0, Ine=1, Inab) =Ina+Inb, In(gjﬂna—lnb, In(@')=rtna, |n[1j = ~Ina,
a

Inz _
€ "=Z Inef=z

Auf den reellen Zahlen lassen sich Funktionen definieren. Analysis ist die Mathematik der Funktio-
nen. Funktionen sind Abbildungen f: D; -> R von reellen Zahlen in reelle Zahlen, d.h.: sie ordnen
vermdge einer Zuordnung x -> f(X) = y (Funktionsterm) jedem reellen x des (maximalen) Definiti-
onsbereichs D; genau ein reelles y des Wertebereichs W; zu. Funktionen kénnen vervielfacht, ad-
diert, subtrahiert, multipliziert, dividiert, potenziert, verknipft werden, d.h. es gilt: r-f(x), f(x)+g(x),
f(x)-g(x), f(x)-g(x), f{(x)/g(x), f(x)°® und g(f(x)) sind reguldre Funktionsterme. Wir unterscheiden:

y=mx+c Gerade

y=ax" +bx+c Parabel (2. Grades)
f(x)=a,x"+a, X" +..+ax+a, Polynom, ganz rationale Funktion (n. Grades)
f(x)=ae™"° +d Exponentialfunktion
f(x)=ax+b+ce™ Exponentialfunktion mit linearem Anteil

f(x) =asinkx) +b

f(x) =acoskx) +b Trigonometrische Funktion

f(x)=asinf(x-c)) +d Trigonometrische Funktion (Verschiebung auch ent-
f(x) =acosp(x—c)) +d lang der x-Achse)

Fur alle hier vorgestellten Funktionen gilt: D = R.
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Aufgabenblatt: Reelle Funktionen

1. Bestimme die Funktionswerte der Funktionen f(x) an den Stellen Xq.
a) f(X)=2x+3,x5=-1, X =5, Xo = 10
b) f(X) = X2 _12X+5, Xo =-5, Xo = 3, Xo = 8

3

0) f(x)=%(x—6), Xo=0, % = 3, Xo = 6
d) f(X) :%X‘l +3X2 +5,X0='2, X():l, X0=2

e) (X :sin(gx),xoz-l, Xo=0, X =4, X0 = 6

f) f(X) = 2COSQ() _3, Xo = -TT, Xo = 0, Xo = 1T/2, Xo=T1
g) f(X) =2sin(x) —3cos) +1, xo = -T1/2, X = 0, Xo = 211

h)y f(x) = %ex +1, Xo = -In(2), X0 = 0, Xo = In(4), X0 = 3

i) f(X)=x+1+€e", % =0, Xo=1In(3), Xo =2
) f(X)=4e+3e*-5,x,=-1, % =0, X0 = In(2)

k) f(x)=2e™ +%cos(nx) ,Xo=0,%X=1, Xo=3/2

2. Zeichne die folgenden Funktionen f(x):
a) f(x)=x*>+5x-6
b) (%) :éxz(x—4)

c) f(x)=%x4 -5x*+8

d) f(x)=3sin2x) -1
e) f(X) =x+cosfx)
f)y f(x) =2 -3

g) f(x)=-2x +1+%e‘2X

Lésungen: 1. f(xo) =/ 1a) 1, 13, 25/ 1b) 90, -22, -27 / 1c) 0, -27, 0/ 1d) 21, 8,25, 21 /
le) V2/2, 0,0, -1/ 1f) -5, -1, -3, -5/ 1g) -2, -2, -2 / 1h) 5/4, 1,5, 3, €%/2+1 / 1i) 2, 4+In3, 3+&?/
1j) 4e°+3/e-5, 2, 2/ 1k) 2,5, 2/e-0,5, 22,
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Datenblatt: Mafl3e und Umrechnungen

Lange:

Umrechnung km m dm cm mm

km a 1.000 10.000 [100.000 [1.000.000
m :1000 a1 10 100 1.000

dm :10000 :10 a1 1o 100

cm 100000 :100 :10 a 10

mm :1000000 :1000 :100 :10 1

Flache:

Umrechnung |km® ha a m* dm’ cm’

km? a 100 [10.000 [1.000.000 [100.000.000 | [10.000.000.000
ha :100 a 100 10.000 [1.000.000 100.000.000
a :10000 :100 1 100 10.000 [1.000.000
m’ :1000000 :10000 :100 1 100 10.000
dm? :100000000 |:1000000 :10000 :100 1 100

cm’ :10000000000 |:100000000 |:1000000 :10000 :100 a
Volumen:

Umrechnung  |km® m° dm® =1 cm® = ml

km® a [1.000.000.000 |[1000.000.000.000 |[1.000.000.000.000.000
m° :1000000000 1 [1.000 (1.000.000

dm® =1 :1000000000000 :1000 1 [1.000

cm® = ml :1000000000000000 |:1000000 :1000 1

Gewicht:

Umrechnung t kg g mg

t 1 [1.000 [1.000.000 [1.000.000.000
kg :1000 a 1.000 [1.000.000

g :1000000 :1000 n 1.000

mg 1000000000 :1000000 :1000 a

Zeit:

Umrechnung Tag h min sek

Tag 1 24 1.440 (86.400

h [0,0416667 1 60 (3.600

min [0,000694444 [0,016667 a B0

sek [0,0000115740 [0,00027777 [0,016667 a
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Datenblatt: Gleichungen

Gleichungen bestehen aus zwei durch ein Gleichheitszeichen verbundene Terme (linke, rechte
Seite der Gleichung; Term 1 = Term 2), von denen mindestens einer eine Variable (Unbekannte) x

enthalt.

Gleichungen

kénnen

(gegebenenfalls)

mit

Gleichungsumformungen

(mit

Termumformungen) nach der Variable umgeformt bzw. aufgeldst werden. Gleichungen sind da
definiert, wo beide Terme definiert sind (Definitionsbereich der Gleichung). Die Lésungsmenge
einer Gleichung umfasst die Unbekannten, die die Gleichung l6sen. Nach den in der Gleichung
vorliegenden Termen werden Gleichungen linear, quadratisch, ..., Potenz-, Exponentialgleichun-
gen oder trigonometrische Gleichungen genannt (Typen von Gleichungen). Im Folgenden seien
alle Unbekannten x und Koeffizienten reell.

Lineare Gleichungen sind Gleichungen mit der Variablen x, die der Form:

ax+b=0

mit den Zahlen a, b gentigen. Die Losung der linearen Gleichung ist fir a # 0 dann:

X=—-—
a

Die lineare Gleichung ax + b = 0 entspricht damit grafisch der Nullstelle einer Geradeny = ax + b
mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b.

Quadratische Gleichungen sind von der Form:

ax> +bx+c=0

az0,b=0 az0,c=0 az0,b#20,cz0 a=1l,b=p,c=q
axt+c=0 ax’+bx=0
2 - _ x(ax+b) =0 2 —
ax? = —c ( OD) - ax® +bx+c=0 X’ +px+q=0
c X= ax+p= >
X* === _—bx+b’ -4ac p p
a x=00ax=-b 12 = XLZ——_i -1 -q
c b 2a 2 2
X=%—— Xx=00x=-—
a a
Rein quadratische Glei- | Gemischt quadratische | Gemischt quadratische Glei- | Gemischt quadratische Glei-

chung:

0 Lésungen (bei _E<0),
a

1 Lésung (bei ¢=0),

2 Lésungen (bei _E>O)
a

Gleichung (Ausklammern):
2 Loésungen

chung (Mitternachtsformel):

D = b?-4ac als Diskrimi-
nante -> 0 Losungen (bei D<0)
1 Lésung (bei D=0)

2 Lésungen (bei D>0)

chung (p-g-Formel):

2

D= (p) —( als Diskriminante
2

-> 0 Lésungen (bei D<0)

1 Lésung (bei D=0)

2 Lésungen (bei D>0)

Quadratische Gleichung hat

die Form:
ax(x-x)=0
(bei 2 Ldsungen

_._ b
X—Xl—‘g)

x=0,

Quadratische Gleichung hat
die Form:

a(x=x)* =0
(bei 1 Lésung X = X,),
a(x—x)(x—x,) =0

(bei2Lsg. X=X, X=X,)

Quadratische Gleichung hat die
Form:

(x=%)°=0

(bei 1 Losung X = X,),
(X=X)(x=%,) =0
(bei2Lsg. X=X, X=X,)

Quadratische Gleichungen
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Polynomgleichungen (Gleichungen von ganz rationalen Funktionen) sind ganz rationale Gleichun-
gen mit der Variablen x, die der Form:

| aX"+ ap X"+ a X"+ L+ axP +ax+a,=0

mit den Zahlen ao, ... a,, neN, genugen. Die Lésung der Polynomgleichung ist meist nicht tber
eine Formel bestimmbar (es sei denn in den Fallen n<4), sondern vielfach Gber numerische Ver-
fahren (Newton-Verfahren). Es gilt aber: Jedes Polynom lasst sich in ein Produkt aus linearen und
quadratischen Faktoren p;(x), p2(x), ... pm(X) zerlegen, so dass der Satz vom Nullprodukt greift: Ein
Produkt aus (nicht notwendigerweise) ganz rationalen Faktoren ist genau dann Null, wenn einer
der Faktoren Null ist, also:

| P10)P2(X)--Pm(¥) = 0 & Pi(X) =0, Po(X) = 0, ..., PalX) = O |
Komplexe Gleichungen lassen sich somit in mehrere einfache Gleichungen zerlegen. Allgemein
stehen fir das Lésen von Polynomgleichungen zur Verfigung:
a) Ausklammern: ax™+...+bx™ = 0 & x"(ax""+...4+b) = 0 © x=0, ax""+...+b = 0.
b) Substitution, etwa um aus biquadratischen Gleichungen quadratische zu erhalten:

ax‘+bx’+c=0 | Substitution: z=x
az’ + bz+c =0

_ —b*+/b® -4ac

= | (Rucksubstitution)
12 2a
X =2z, X =2, |V
X = +Vz;, X = +Vz, (falls 1, z, > 0)
Potenzgleichungen sind vom Typ
x"=a

0.4. und durch Ziehen der n-ten Wurzel zu l6sen (n beliebige reelle Zahl, x meist =0).

Exponentialgleichungen sind dann durch Logarithmieren, Logarithmengleichungen durch Exponie-
ren zu losen. Es ergibt sich damit fur eine Exponentialgleichung vom Typ:

ae”°=d

die LOsung:

(a#0, d/a>0, b#0).

Trigonometrische Gleichungen sind von der Form: a-sin(kx)+b =y bzw. a-cos(kx)+b =y. Sie lassen
sich u.a. zurtckfihren auf Gleichungen der Form:

Sinus:
sin() =0 & .., kx=-71, kx=0, kx=71, ... & ..., x:-% x=0, x:%

(Vielfache von )

] 3 7 3n 7l
sin =1 .., kk=—=1m7, =—,..& ..., x=-"Z
() 2 2 T T

(jedes zweite ungeradzahlige Vielfache von g)

sin) = -1 ., kx=-2, jx=3, ... & ., x=——, x=2
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(jedes zweite ungeradzahlige Vielfache von ﬁ)
2

Kosinus:
k)(:—ﬁyl()(:ﬁ,...Cz()...,X:—i i,
2 2 2k 2k

(ungeradzahlige Vielfache von g)

coskx) =0 & ...,

coskx) =1 & ..., kx=-271, kx=0, kx=2n, ... & ..., X:_ZTH’ x=0, XZZTH’
(geradzahlige Vielfache von )
coskx) =-1® ..., kx=-n, kx=7, ... & ..., x:_g, xzf, _

(ungeradzahlige Vielfache von 1)

Fir besondere Werte von r in (*) ergeben sich bei den trigonometrischen Gleichungen auch be-
sondere Losungen. Die besonderen Werte sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

7l 3n
Funktion \ x 0 — i — 2n
2 2
sinx bzw. r 0 1 0 -1 0
cosx bzw. r 1 0 -1 0 1
Zusammenfassend und anhand von Beispielen erlautert gilt:
Regeln: Beispiele:
Lineare Gle|chunqt:) 7y + 21 = 77 |-21
_ _Cc- 7x =56 | :7
ax+b=c < x= , @20 X=8 Losung: x=8
Quadratische Gleichung (normiert): 43(2 +36x—-88=0 | :4
X"+9x-22=0 9, q=-22
X+ px+q=0 < (=9, g=-22)
2 = g +22 = g + 81+ 88 i @
x=-P (Ej _q 2" 2 \"4
2 2 9 13
=——+
2 2
x=-110x=2 Ldsungen: x;=-11, x,=2

Quadratische Gleichung (allgemein): 2x2+5x—-33=0 (a=2, b=5, c=-33)

ax? +bx+c=0 o ) _-5%/5° ~4[R([-39 -5+/289_-5x17
_—bx+b’ -4ac 12 22 4 4

12 ™ 2a Xy =-550x%x,=3 Ldsungen: x;=-5,5, X,=3

Satz vom Nullprodukt (2x=3)(x*-4) =

(Satz vom Nullprodukt)

(Faktoren eines Produktes gleich 0 setzen) 2x-3=00x*-4=0 | +3 bzw. | +4
2x=30x°=4 | :2 bzw. |
x=150x=4%2 Ldsungen: x;=-2, X,=1,5, X3=2

Ausklammern X>+3x%-4x = 0 (Ausklammern)
(Potenzen x, X°, X°, ... ausklammern, X(X*+3x-4) =

Satz vom Nullprodukt anwenden)

10

x =0 O0x°+3x-4 =0

X = ODx———+ g+ —+,{ § E
\ 4 2 2

x=00x=-4 Dx— Losungen x=-4, x=0, x=1
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Biguadratische Gleichung
(Substitution: z = x°)

Gleichungen mit der Exponentialfunktion e*

(Potenzgesetze, Aufldsen nach e*, Loga-
rithmieren)

Potenzgesetze:

r

XI’ D(S — XI’+S, X_s :Xr—S, (Xr)s - XrS
X

() =x 0", (fj =X
y y

1
0=1 x'=x, x2=4x, xt==

Gleichungen mit trigonometrischen Funkti-

x* -13x* +36=0

(Substitution: z=x%)

onen sinx, Cosx
(GesetzmaRigkeiten und Periodizitat, Auf-
I6sen nach sinx, cosx usw., Umkehrfunkti-
onen sin™x, cos™x usw.)

7> -13z+36= O (p-g-Formel)
z__+ 13 —36__+ __£3 E
2 2
z= 4 Lz= 9 (Rucksubstitution)
2=40x>=9 &%
X=+2C X =43 Losungen: X;=-3, X,=-2, X3=2, X,=3
e¥*? =78 (Logarithmieren)
4x+3=In78 |-3
=In78-3 | :4
_In78-3 "
= als Lésung
4
-3e*=0 | :e*
*_-3=0 | +3
* =3 [In
=In3 |:3
_In3
3
sin(x) =
X =T/6 + 2k, x = 511/6 + 2k (k ganzzahlig)
10cos(3x) -2 =3 | +2
10cos(3x) =5 |:10
cos(3x) =

3x = -1/3 + 2k, 3x = 11/3 + 2k1m | :3

x =-1/9 + 2k1/3, x = /9 + 2k11/3 (k ganzzahlig)

Michael Buhlmann, Analysis fir Berufskolleg/Fachhochschulreife

11



Aufgabenblatt: Gleichungen

1. Lose die folgenden linearen Gleichungen:
a)2x+17=21
b) 14 + 2x =11 - 7x

c) Zx+5:§x—6
3 4

d) 61- (5x+2)+(x—-7) =8x-20
€)4x+13-7x=20-5x + 31

f) 5(x+3) = 25 + 7(2—x)

g) 4(x-1) — (2x+3) = 3(3x+1) — 38
h) 15 — 2(x—8) = x + 7(17-2X)

1

i) %(x+3) :%(2—x)+gx

2. Lose die folgenden quadratischen Gleichungen:

a) x* =729

b) 16x* — 144 =0

c) x*+18x=0

d) 4x = 8x°

e)x*+8x—-33=0

f)x* —=33x+272=0

g)x*—3,6x+1,28=0

h) 4x* —4x+1=0

i) §X2 _gx.pi =0
8 20 15

j) 16x% + 120x + 221 =0

k) 5x° + 87x — 506 = 0

) 14 = 9x* — 15x

m) x(x—7):%(7—x)

n) 30x* — 41x = -13
0) 0,3x* —3x = -8

3. Lose die folgenden Polynomgleichungen:
a)x*—16x=0

b) 16x° = 25x?

c) 4x* + x® = 3x* =0

d) 8x°—64x*=0

e) gx“ -8x*+11x* =0

f) -2+ ly=0
8 20 15

g)x*-6x*+8=0
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h) x*+ 7x* =8

i) —%x“ +4x*-6=0

j) (2x+3)(x*-9) =0

k) —%xz(x— HEBx+1) =0

) 3(8—%x2)(2x3 +16)=0

4. Lose die folgenden Exponentialgleichungen:
a) 5e* =10

b) 267 +6=8

c) 5e” +7=2e* +11

d) 205 =5
3

e) 2ex =7
5

f) le—o,sx _1 =0
3 2

g) e -5=4
h) 8—2e°* =6
) 10e** —4e* =0
j) 5e* -3 =0

5. Lose die folgenden trigonometrischen Gleichungen (0<x<2t):
a) sin(x) = 04
b) cos@x) =-1

C) cosg X)=0

d) sin(/x) =1
e) 2sin(x) —-3=-2
f) 05cosk) +1=05

) 55in(§ X)+6=1

h) 2cos@éx) =3

Lésungen: Lésungen x =: 1a) 2 / 1b) -1/3 / 1c) Hauptnenner = 12 -> 8x+60=9x-72 -> 132/ 1d) 6 /1e) 19/ 1f) 2/ 1g) 4/
1h) 11/ 1i) Hauptnenner = 12 -> 6(x+3) = 3(2-x)+2x -> -12/7.

2a) -27; 27/ 2b) -3;3/2c) -18; 0/ 2d) 0; 0,5/ 2e) -11; 3/ 2f) 16; 17/ 2g) 0,4; 3,2/ 2h) 0,5/

2i) -2/3; -8/15 / 2j) -17/4; -13/4 | 2k) -22; 11,5 / 21) -2/3; 7/3 2m) x*-6,5x-3,5=0 -> -0,5; 7 / 2n) 0,5; 13/15 /

20) keine Ldsung.

3a)-2,0,2/3b)0, 25/16/3c) -1, 0, 3/4/3d) 0, 2/ 3e) 0, 2,134, 3,866 / 3f) 0, 8/15, 2/3 / 3g) -2, V2, V2, 2/

3h) -1, 1/ 3i) -6, -2, V2, V6 / 3) -3, -1,5, 3/ 3k) -11/3, 0, 4/ 3I) -4, -2, 4.

4a) In2 / 4b) 0/ 4c) In(4/3)/2 | 4d) 2In(7,5) / 4e) In(17,5)/2 | 4f) -2In(1,5) / 4g) 1-In3 / 4h) 0 /i) In(0,4) / j) In(0,6)/2.

5a) 0,412; 2,73 / 5b) m/2; 3m/2 / 5¢) 1, 3/ 5d) 0,5; 2,5/ 5e) m/6; 51/6 / 5f) 1/ 5g) 1,5; 3 / 5h) keine Lésung.
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Datenblatt: Lineare Gleichungssysteme |

Ein lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten habe die Form:

X1 + aoX, = by (1)
Ax1X1 + AxX, = by (2)
mit den reellen Variablen xi, X,, den reellen Koeffizienten ay;, ... ax und reellen Ergebnissen (rech-

ten Seiten) b;, b,. Das lineare Gleichungssystem hat dann entweder keine Ldsung, eine Ldsung
oder unendlich viele Losungen. Zur Bestimmung der Variablen x; und x; gilt Folgendes:

Lésen von linearen Gleichungssystemen mit zwei Glei chungen und zwei Unbekannten

Gleichsetzungsverfahren: Beide Gleichungen (1) und (2) werden nach derselben Variablen aufgel6st, die
zwei Ausdricke gleichgesetzt, die daraus entstandene Gleichung nach der anderen Variablen aufgeldst, die
Lésung in eine der nach der ersten Variablen aufgelosten Gleichung einsetzen, um die zweite Variable zu
errechnen.

Einsetzungsverfahren: Eine Gleichung nach einer Variablen auflésen, Variable in die andere Gleichung ein-
setzen, Lésung dieser Gleichung ermitteln, Losung in die Gleichung fir die aufgeldste Variable einsetzen.

Additionsverfahren: Hier fuhrt die Addition des Vielfachen einer Gleichung zu der anderen zur Elimination
einer Variablen. Die zweite Variable kann bestimmt werden, Einsetzen in eine der Ursprungsgleichungen
fuhrt zur Bestimmung der anderen Variablen.

Beispiele (lineare Gleichungssysteme):
a) (Additionsverfahren:)

5x+4+2y=10 | -4

4x-3+3y=-1 | +3

5x+2y=6 I'|-3 (Vorbereitung zur
4x+3y =2 | -(-2) Elimination von y)
15x + 6y = 18 la (Ersetzen durch 1)

-8x — 6y =-4 Il (Addition | + 1)
5x+2y=6 I

7x =14 | :7

5x+2y =6 I

X=2 Il (Einsetzen von x in |)
5.2+2y=6

X=2

2y =-4 | :2

X=2

y=-2

X=2 Losung: x=2, y=-2 -> L = {(2;-2)}
b) (Einsetzungsverfahren:)

2x+4y =8 I

Xx+3y=1 I -3y

2x+4y =8

x=1-3y | (1)

2x+4y =8 I

x=-1+3y Il (Einsetzen von x in |)
2-(-1+3y) +4y =38 I

x=-1+3y Il

-2+6y+4y=38 | +2

x=-1+3y

10y =10 | :10

Xx=-1+3y Il (Einsetzen vony in Il)
y=1 | (Einsetzen vony in Il)
x=-1+3y I

y=1

X=-143-1=2 Losung: x=2, y=1 -> L ={(2;1)}
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Datenblatt: Lineare Gleichungssysteme Il

Ein (allgemeines) lineares Gleichungssystem bestehe aus m Gleichungen (durchnummeriert von 1
bis m) und n Unbekannten und habe die Form:

aX: + bXo + ...+ apX, = by (1)
Ap1Xy + AoXp + ...+ AxnXn = b2 (2
AmX + amaXo + ... + AmnXn = b (m)

mit den reellen Variablen xi, ... X,, den reellen Koeffizienten aj;, ... an, und reellen Ergebnissen
(rechten Seiten) by, ... by. Sind alle Zahlen by, ... by, = 0, so heil3t das lineare Gleichungssystem
homogen, ansonsten inhomogen. Ein Gleichungssystem mit mehr Variablen als Gleichungen (n >
m) heil3t unterbestimmt, eins mit mehr Gleichungen als Variablen (n < m) Uberbestimmt. In abge-
kurzter tabellarischer Darstellung (Matrixdarstellung) lautet das lineare Gleichungssystem in der
Form der durch die rechte Seite erweiterten Koeffizientenmatrix:

a, a, .. a,lb
a21 a22 a2n b2

amn amz amnbm

Im Falle einer beliebigen Anzahl von m Gleichungen und n Unbekannten gilt hinsichtlich des
Gauf3-Algorithmus zur Lésung des Gleichungssystems die folgende Vorgehensweise:

Lésen von linearen Gleichungssystemen (GauR3-Algorit hmus)

1) Das lineare Gleichungssystem aus Gleichungen und Unbekannten wird in Matrixdarstellung umgeschrie-
ben; einer Gleichung entspricht eine Zeile, einer Unbekannten einer Spalte in der Matrix, die rechte (Zahlen-)
Seite des Gleichungssystems bildet die letzte Spalte der Matrix; die Anzahl der Gleichungen und Unbekann-
ten kann auch verschieden sein. 2) Beim Gaul3-Algorithmus werden, beginnend vom Anfangstableau, Nullen
unter der Hauptdiagonalen wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 1. Spalte, beginnend mit
der Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 2, so werden alle
Matrixelemente in Zeile 2 mit a multipliziert, alle Matrixelemente in Zeile 1 mit b multipliziert und Produkt
minus Produkt als neue Matrixelemente der Zeile 2 gebildet (Vorgehensweise (*)). Ist a das erste Element in
Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 3, so gilt die entsprechende Vorgehensweise (*) usw., bis die letzte
Matrixzeile erreicht ist. / 2. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend mit der Gleichung in
Zeile 3; ist a das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 3, so gilt die analoge Vorge-
hensweise (*), und dies weiter fir Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 3. Schritt usw., bis die
letzte Matrixspalte erreicht ist. Es entsteht dadurch das Endtableau des Algorithmus, das auf die Art der
Lésungen und die Losungen des linearen Gleichungssystems hinweist gemanR den folgenden Féllen:

Fall | — eindeutige Lésung: 3/1) Ist im Endtableau des Gaul3-Algorithmus die Diagonalgestalt gegeben, so gilt
fur die Variable z der letzten Spalte mit dem dazugehérenden Matrixelement az0 und dem Element b der
rechten Seite: az = b < z = b/a. / Fur die Variable y der vorletzten Spalte mit dem dazugehérenden Matrix-
element c2£0, dem Matrixelement d und dem Element e der rechten Seite gilt: cy+dz=e & cy=e—-db/la ey
= e/c — db/(ac) / usw., bis die Variable der ersten Matrixspalte errechnet ist. 4/1) Die Lé6sungsmenge besteht
in diesem Fall — wegen der Eindeutigkeit der Losung — aus einem Zahlentupel, also: L = {(I|m]...[t)} mit reel-
len Zahlen |, m, ... t.

Fall Il — keine Lésung: 3/1l) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wahrend die
damit korrespondierende rechte Seite ein Element f£0 ist. 4/11) Wir erhalten also die Gleichung: 0 = f #0 und
damit einen Widerspruch. Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Lésung: L = { }.

Fall Ill — mehrdeutige Ldsung: 3/1ll) Das Endtableau enthalt im Bereich der linken Seite eine Nullzeile, wah-
rend die dazugehorige rechte Seite ebenfalls ein Element = 0 enthalt. 4/111) Wir erhalten eine mehrdeutige
Lésung, indem wir die Variable z, dessen Diagonalelement =0 ist, gleich einem reellen Parameter r setzen.
Die Lésungsmenge ist dann vom Typ L = {(I(r)|m(r)|...|t(r))| reR} mit linearen, von r abhangigen Funktionen
I(r) = Iir + I, m(r) = myr + my, ..., t(r) = tyr + t,. Bei mehreren Nullzeilen des Endtableaus sind auch entspre-
chend viele Variablen gleich Parametern r, s, ... zu setzen, die Komponenten der Losungsmenge sind Line-
arkombinationen der Parameterr, s, ...
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Beispiele (lineare Gleichungssysteme, Gaul3-Algorithmus):

a) (3 Unbekannte, 3 Gleichungen:) b) (4 Unbekannte, 4 Gleichungen:)
Lineares Gleichungssystem: Lineares Gleichungssystem:
+2x+1y -1z=0 +2a+1b-1c-2d=-2
+1x -2y -1z=1 +4a - 2b +2d= 4
-2x+1ly+2z=1 - 2a +lc+1d=1
Anfangstableau: +2a-1lb+1lc+1d=-1
21-1|0 Anfangstableau:
1-2-1|1 21-1-2|-2
212]1 4-202]|4
1. Schritt: 2*(2) - 1*(1) / 1*(3) + 1*(2) 20111
2 1-1|0 2-111]1
0-5-1]|2 1. Schritt: 1%(2) - 2*(1) / 1*(3) + 1*(1) / 1*(4) - 1*(1)
021]1 21-1-2|-2
2. Schritt: 5*(3) + 2*(2) 0-426| 8
21-1|0 010-1]-1
0-5-1]2 0-223]|1
003]9 2. Schritt: 4%(3) + 1*(2) / -2*(4) + 1*(2)
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems: 21-1-2]-2
+2x+1y-1z=0 0-42¢6]|8
-5y -1z=2 0022]| 4
+3z=9 00-20]| 6
Ldsungen des linearen Gleichungssystems: 3. Schritt: 1%(4) + 1*(3)
z=3 2 1-1-2]-2
y=-1 0-426]| 8
x=2 0022 4
000 2|10

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+2a+1lb-1c-2d= -2
-4b+2c+6d= 8

+2c+2d= 4
+2d=10
Losungen des linearen Gleichungssystems:
d=5
c=-3
b=4
a=0.5
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Aufgabenblatt: Lineare Gleichungssysteme

1. Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme:

a)

- 2X -7y =6

+ 10x +2=0
+4y -z=1

b)

+2x- 2y- z=5
+5x+ 10y +2z=-4
-7x+ 3y+8z= 4

c)

+3a+ b-2c=-50
-6a+2b-3c= 60
-8a+3b- c=306

d)

+2a- b+ c+4d=3
+3a+2b- c+3d=2
+4a+3b-3c+6d=1
-ba+7b+5c- d=0
e)

+ a- b+ c+ d= 18
+2a+ b-2c+ d=-50
+4a+3b+ c-2d=148
+8a-7b-5c+3d= -6

f)

+ X -2z=6
+ 2Xx + 3y =8
+3y+4z=-4

Losungen: 1. x,y, z=bzw. a, b. ¢, d = 1a) 0,5; -1; -5/ 1b) 2; -2; 3/ 1c) -8; 102; 64 / 1d) 1; 0; 1; 0/ 1e) 20; -8; 24; -34/
f) x = 6+2t, y = -4(1+t)/3, z = t (unendliche viele L6sungen mit Parameter t).
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Datenblatt: Geraden

Eine Gerade y = mx + b besitzt die Steigung m und den y-Achsenabschnitt b, d.h.:

A
y
y=mx+Db
y=mx+b=0 m
Xy §
b

Es gilt: S,(0|b) ist y-Achsenabschnittspunkt der Gerade (Schnittpunkt mit der y-Achse), N(xx|0)
Nullstelle der Geraden (Schnittpunkt mit der x-Achse) auf Grund von: mxy + b =0, d.h.:
x =B
Nom

Die Steigung der Geraden errechnet sich mit zwei Geradenpunkten P(x:]y1) und Q(x.|y.) als:

m = Yo%
X =X

Zu einer Geraden g: y = mx + b gehdort der Steigungswinkel a mit:

tana =m < a =tan™(m)

Schneiden sich die Geraden g: y = myx + b; und h: y = myx + b,, so gibt es einen Schnittpunkt. Der
Schnittpunkt S ist durch Gleichsetzen der Geraden zu ermitteln:

m;x + by = myx + by => S(xslys)

Geraden werden bestimmt durch zwei Punkte, die auf der Geraden liegen, oder durch einen auf
der Gerade liegenden Punkt und die Geradensteigung. Es gilt also mit den Punkten P(x]y;) und
Q(x2]y2) die Zweipunkteform der Geradengleichung:

Y=Y — Y™ W oder y:y2_y1 (x—x1)+y1:y2_y1 X_yz_yl

_ _ Xty
X=X X=X X, = X, X, =X, X, =X

mit Geradensteigung als Steigung zwischen den Punkten: m=Y2 "Y1
X, =X

Mit dem Punkt P(x;]y1) und der Geradensteigung m ergibt sich die Punktsteigungsform der Gerad-
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engleichung:

ﬂ:m oder y=m(x-x,)+y, =mx—-mx, +y,
X=X,

Die Bestimmung einer Geradengleichung y = mx + b erfolgt auch tber:

a) m, b gegeben ->y =mx +b

b) m, P(x4|y1) gegeben -> b =y; —mx; ->y=mx +b

c) P(xi)y1), Q(xz]y2) gegeben -> lineares Gleichungssystem: y;=mx;+b, y,=mx,+b -> m, b ->
y = mx +b

Eine zu einer Geraden g: y = mx + ¢, parallele Gerade h: y = mx + ¢, durch einen Punkt P(xy|y1)
lautet:

y=m(x—x)+y; =mx-mx +y,

Die zu g: y = myx + ¢; senkrechte Gerade h: y = myx + ¢, durch einen Punkt P(x,|y;) ergibt sich
vermoége m, =-1/m, zu:

1
y:mz(x_xl)+y1 :__X+i+y1'

m,

Beispiele (Geraden):

a) Die Gerade g mit Steigung 2 und y-Achsenabschnitt -8 heifdt: g: y = 2x — 8.
b) Die Gerade g durch den Punkt Sy(0|7) und mit der Steigung -12 heif3t: g: y = -12x + 7.
c¢) Die Gerade g durch den Punkt P(4|1) und mit der Steigung -4 heil3t: g: y = -4x + 17 wegen:

Yol AL g1z ax-4) o y=—ax+17.
X—4
d) Die Gerade g durch die Punkte P(1]2) und Q(3]4) heildt: g: y = x + 1 wegen:
y-2_4-2 y-2 1
x-1 3-1 x—-1
e) Die Gerade g: y = -2x + 5 hat als Achsenschnittpunkte: Sy(0]|5), N(2,5|0). Der Steigungswinkel
der Geraden betragt: a = tan™(2) = 63,43°.
f) Zu der Geraden g: y = 5x — 7 ist die Gerade h: y = 5x + 2 eine parallele Gerade durch den Punkt
P(2|12), denn:

Ansatz: h:y=mx+Db
Parallelitat der Geradengund h->m =5

y-2=x-1le y=x+1.

->y=5x+b
P(2|12) liegtaufh->12=52+b->12=10+b->2=b
>y=5X+2

g) Gegeben ist die Gerade g: y = 0,25x + 3, gesucht ist eine zu g senkrechte Gerade h, die durch
den Punkt P(-4|6) lauft. Die Gerade h hat die Steigung m, = -1/mgy = -4, so dass sich mit dem An-
satz h: y = mpyx + b zunachst y = 4x + b ergibt. Das Einsetzen von P(-4|6) in die Geradengleichung
fuhrtzu: 6 =-44+b->6=-16+b ->22 =D, also zu: y = 4x + 22.
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Beispiele (Schnittpunkt von Geraden):

h: y=myx+h,

gy = mx+ by

v

/

a) Fur die Geraden g: y = 2x -5 und h: y = -3x + 7 ergibt das Gleichsetzen:

2X—-5=-3x+7 | +3x
5x-5=7 | +
bx =12 | :5
Xx=2,4

Einsetzen von x = 2,4 in die Gerade g fuhrt auf: y = 2-2,4 — 5 = -0,2. Der Schnittpunkt der beiden
Geraden g und h lautet also: S(2,4]-0,2).

b) Fur die Geraden g: y = 3x +2 und h: y = 4 + 3x ergibt das Gleichsetzen:

3X+2=4+3x | -3x
2=4
und damit einen Widerspruch. Die Geraden schneiden sich nicht und sind damit parallel.
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Aufgabenblatt: Geraden

1. Zeichne die folgenden Geraden in ein rechtwinkliges Koordinatensystem.

ay=3x+1 b)y=-2x+5 c)y=05x-4
3 2

dy=—x e)y=——x+4 Hy=7-x

)y 4 )Y 5 )Y

2. Zeichne die folgenden Geraden in ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Berechne die Schnitt-
punkte der jeweiligen Geraden mit den Achsen des Koordinatensystems.

3 2

a)y=4x-3 b)y=Zx+1 c)yz—gx
dy=-3x+10 e)y=x+2 fly =12 - 3x
3. Bestimme die Geradengleichungen.
a) P(4|3), m=2 b) P(-1|3), m=-0,5 c) P(-2]-4), m = %
d) P(2]-2), Q(6[8) e) P(-4/0), Q(2[1) f) P(2]5), Q(5[2)
4. Bestimme die parallelen Geraden durch den Punkt P.
a)y=3x+ 2, P(1|7) b) y =-2x + 5, P(-1]0) cy-= —% X + 2, P(4]5)
dy=5-x, P(-2|3) ey= éx, P(0]-4) ly= —gx + 3, P(10]-1)
5. Bestimme den Schnittpunkt der Geraden g und h.
a)g:y=4x, h:y=3x+1 b)g:y=10-2x,h:y=4
c)g:y=x—7,h:y=ix dgy=2x+1,hy=-2x+7

1C
e)g:y=%x+2,h:y:%x+1 f)g:y=}x+5,h:y=-2x—7

4

0)g:y=3x-5hy=-4x-12 h)g:y=5x+4,h:y=05x-5

Lésungen: 1. y-Achsenabschnittspunkt Sy(0[b), Steigungsdreieck m an Sy -> Gerade y=mx+b.

2a) Sy(0]-3), N(0,75]0) / 2b) Sy(0]1), N(-4/3]|0) / 2c) Sy(0]|0) = N(0|0) / 2d) Sy(0|10), N(10/3|0) /

2e) Sy(0]2), N(-2|0) / 2f) Sy(0]12), N(4/0).

3a) y=2x-5/ 3b) y=-0,5x+2,5 / 3c) y=0,25x-3,5 / 3d) y=2,5x-7 / 3e) y=x/3+2/3 | 3f) y=-x+7.

4a) y=3x+4 | 4b) y=-2x-2 | 4¢) y=-x/3+19/3 | 4d) y=-x+1 [ 4e) y=0,2x+4 | 4f) y=-5x/6+22/3.

5a) S(1]4) / 5b) S(3|4) / 5¢c) S(70/9]|7/9) / 5d) S(1,5]4) / 5e) g || h / 5f) S(-16/3|11/3) / 5g) S(-1]-8) / 5h) S(-2|-6).
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Datenblatt: Parabeln

Normalparabeln (mit dem Koeffizienten 1 vor dem x?) sind von der Form:

y = x2 + px + g (Normalform)
y = (x-d)* + ¢ (Scheitelform)

mit den Zahlen p, g und dem Scheitelpunkt S(d|c).

Normalform und Scheitelform kénnen ineinander Uberfiihrt werden vermdge der guadratischen
Erganzung:

2

2 2
=x®+ px+0=x°+ px+ Pl 4q- _pj = X+£2+ _p_,
y pX+q P (Zj q [2 ( 2) (g 4)

2

so dass gilt: d :—g und c:q——'i1r und damit:
2
X +px+q=>S(-Pg-P-
y pX +q ( 2Iq 4)

Umgekehrt kann aus jeder Scheitelform die Normalform der Parabel gebildet werden mittels der
binomischen Formein:

y=(x=d)y’+c=x*-2dx+d*+c=x*+px+q
mit: p = -2d, q = d® + c.

Nullstellen, d.h. Schnittpunkte der Normalparabel mit der x-Achse, sind Losungen der Gleichung
y =0, also:

y=0
X*+px+q=0

2
oot
=> N1(X1|0), N2(x2|0)

2
gemal der p-g-Formel. Je nach Diskriminante (D = (g) —-q, unter der Wurzel der p-g-Formel)

gibt es keine (D<0), eine (D=0), zwei Nullstellen (D>0). Existieren die beiden Nullstellen der Nor-
malparabel, so ergibt sich der Scheitelpunkt S(d|c) aus:

X1, Xo Nullstellen => d =¥, c=d?+ pd+q,

d.h.: der Scheitelpunkt liegt in der Mitte zwischen den Nullstellen auf der Parabel.

Der y-Achsenabschnitt bzw. der y-Achsenabschnittspunkt, d.h. der Schnittpunkt der Normalparabel
mit der y-Achse, folgt aus x = 0, also:

x=0=>y=q=>Sy(0|q)

Normalparabeln y = (x—d)? + ¢ ergeben sich aus der Grundparabel y = x* durch Verschiebung des
Scheitelpunktes im Ursprung O(0|0) um d nach rechts (d>0) bzw. links (d<0) und nach oben (c>0)
bzw. nach unten (c<0) zum Scheitelpunkt S(d|c).
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Scheitelpunkt, Nullstellen, y-Achsenabschnitt einer Normalparabel sind dann:

Allgemeine Parabeln sind Funktionen von der Form:

y = ax? + bx + ¢ (Normalform)
y = a(x=xs)’ + ys (Scheitelform)

mit den Zahlen a, b, ¢, a#0, und dem Scheitelpunkt S(xs|ys). Die Parabel ist nach oben gedéffnet,
wenn a>0, nach unten gedffnet, wenn a<0; fir a=-1 ergibt sich eine nach unten gedéffnete Normal-
parabel. Ist -1<a<1, so ist die Parabel gestaucht, ist a<-1 oder a>1, so ist die Parabel gestreckt im
Vergleich zur Normalparabel.

Normalform und Scheitelform kénnen ineinander Uberfihrt werden vermoge der guadratischen

Ergénzung:

2 2 _Rh2
y:ax2+bx+c:a{x2+9x+(£j :l+c—b—:a(x+£)2+M
a 2a 4a a

Also gilt:

2
y=ax2+bx+c=>S(—£|4"’IC b
2a 4a

Nullstellen errechnen sich aus:

y=0
ax®’+bx+c=0
_ —b++/b*-4ac
12 2a
=> Ny(X1/0), N2(X2|0)
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Je nach Diskriminante (D = b? —4ac, unter der Wurzel der a-b-c-Formel) gibt es keine (D<0),
eine (D=0), zwei Nullstellen (D>0). Existieren die beiden Nullstellen der Parabel, so ergibt sich der
Scheitelpunkt S(xs|ys) aus:

_ X *tX
X1, X2 Nullstellen => Xg = 5 2

: yS:ax§+be+c

Der y-Achsenabschnitt, d.h. der Schnittpunkt der Normalparabel mit der y-Achse, folgt aus x = 0,
also:

X=0=>y=c=>S5(0|c)

Beispiele (Parabeln):
a) Die Parabel y = 2x* + 81 kann geschrieben werden als y = 2(x+0)? + 81 und besitzt daher den
Scheitelpunkt S(0]81).

b) Es ergibt die quadratische Ergdnzung bei der nachstehenden Parabel

2 2 2 2
y:XZ—X+2:X2—X+ } - E +2= x—} +2—}: X—E +1§
2 2 2 4 2 4

den Scheitelpunkt S(0,5|1,75).

c) Die Parabel y = x* — 5x — 6 hat den Scheitelpunkt S(2,5|-12,25), die Nullstellen N(-1|0), N(6|0),
den y-Achsenabschnittspunkt S,(0|-6).

d) Die Normalparabel mit Scheitelpunkt S(-4|3) lautet: y = (x+4)? + 6 = x* + 8x + 19.

e) Die Normalparabel y = x*> + px + q soll durch die Punkte P(-2|-15) und Q(3|-1) gehen. Zur Be-
stimmung der Parabel wird das folgende lineare Gleichungssystem aufgestellt:

P(-2]-15) => -15 = (-2)* + p:(-2) + g =>-2p + q = -19

Q(B-1)=>-1=3°+p3+q=>3p+q=-10

Das Auflésen des linearen Gleichungssystems fihrt auf: p = 1,8; q = -15,4. Die Parabelgleichung
lautet damit: y = x* + 1,8x — 15,4.

f) Die Gerade g: y = 2x — 5 und die nach oben ged6ffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S(3]-2)
schneiden sich in den Schnittpunkten S;(2|-1) und S,(6|7), denn Gleichsetzen von Parabel- und
Geradengleichung ergibt mit der Parabelgleichung y = (x=3)* — 2 = X*~6x+9-2 = X>—6X+7:

X*—6x+7=2x-5 | -2x
X*-8x+7=-5 | +5
X*-8x+12=0 (p-g-Formel)
X, =4+4?-12=4+ Ja=4+2 (Ausrechnen)
X1 =2, % =6 (Lésungen)

Einsetzen der x-Werte in die Geradengleichung ergibt: y; = -1, y, = 7 und damit die eben genann-
ten Schnittpunkte. Der Abstand der Schnittpunkte voneinander ist dann:

SS,=4(6-2)" + (7-(-1)° =4’ +8 = 8,04 LE
(Satz des Pythagoras: P(xi|y1), Q(Xaly2) ->

PQ =4(%, %) 2+ (Y, - ¥,)?

als Abstand der Punkte P und Q).

g) Die Parabel y =%x2 —6 hat als Achsenschnittpunkte: Sy(0|-6), N1(-6|0), N»(6|0). Die drei Punk-
te bilden ein gleichschenkliges Dreieck mit Flache A = gh/2 = 12:6/2 = 36 FE (Grundseite g=12,
Hoéhe h=6) und mit Umfang u = g + 2a = 28,97 (Schenkel a = S N, =8,49).
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Aufgabenblatt: Parabeln

1. Bestimme den Scheitelpunkt der folgenden Normalparabeln.
ay=x*+4 b)y=x*+3x-4 c)y=(x+1,5)>-4,5 dy=x*—2x+12
e)y=(x-5)?°+3 f)y=(x+2,3)*-1,8 gy=x*+9x+1 h) y = x* — 14x + 49

2. FUr die gegebenen Parabeln sind der Scheitelpunkt, die Nullstellen und der Schnittpunkt mit der
y-Achse zu bestimmen.

a)y=x*-10,24 b)y =-0,5x* + 8 c)y=(x+2,5)*+ 2 dy=(x-3)?%-4
e)y=x"—-5x+6 fly=x>+0,5x-5 g)y=§x2+2 h)y=x*+4x+6

3. Berechne die Schnittpunkte zwischen allgemeiner Parabel f(x) und Gerade y.

a) f(x) = x*+2x=3, y = 4x-3 b) f(x) = 3x*~7x+12, y = -x+9

c) f(x) = -2x*+5x, y = 2 d) f(x) = -0,5x*+4x+3, y = x-5

e) f(x) = 0,5(x-2)>~4,5, y = 10-2x f) f(x) = -x*+3x+5, y = -0,5x+12

g) f(x) = 0,25x(x+5), y = x h) f(x) = —%x2+8, y = 2,5x-10

4. Berechne die Schnittpunkte zwischen den allgemeinen Parabeln f(x) und g(x).

a) f(x) = -2x°+5, g(x) = %X2—35 b) f(x) = x*+3x+3, g(X) = X*~4x+10

c) f(x) = x(x+5), g(x) = 0,5x°—2,5x d) f(x) = 2x*~5x+3, g(x) = -0.5x*+5x—7

e) f(x) = 1,5x°—6x+9, g(x) = -2x*—4x+3 f) f(x) = é(x— 4)? -3, g(x) = x*+1

g) f(x) = (x+2)°-5, g(x) = 2x°—4x h) f(x) = 0,1x*+3,9x=9, g(x) = -0,8x*+0,8x-5

5. Die allgemeine Parabel f(x) soll um xy Langeneinheiten (LE) nach rechts bzw. links und um yy,
Langeneinheiten nach oben bzw. unten verschoben werden. Wie lautet die Funktionsgleichung der
verschobenen allgemeinen Parabel g(x) in Normalform?

a) f(x) = (x+3)*+5; 4 LE nach rechts, 3 LE nach unten
1
b) f(x) = —Z(x—lo)2 —4: 6,5 LE nach links, 5 LE nach oben

c) f(x) = x’~7; 4 LE nach rechts, 5,5 LE nach oben
d) f(x) = x*~7x=13; 5 LE nach links, 25,25 LE nach oben
e) f(x) = 10x>~7x+5; 2 LE nach rechts, 8 LE nach unten

Losungen: 1. S = Scheitelpunkt: 1a) S(0]4) / 1b) S(-1,5|-6,25) / 1c) S(-1,5|-4,5) / 1d) S(1|11) / 1e) S(5|3) / 1f) S(-2,3|-1,8) /
19g) S(-4,5|-19,25) / 1h) S(7]0).

2. N = Nullstelle, S = Scheitelpunkt, Sy = y-Achsenabschnittspunkt: 2a) S(0]-10,24), N(-3,2|0), N(3,2|0), Sy(0]-10,24) /
2b) S(0]8), N(-4]|0), N(4|0), Sy(0|8) / 2c) S(-2,5]2), Sy(0]8,25) / 2d) S(3]-4), N(1]0), N(5]0), Sy(0|5) / 2e) S(2,5]-0,25),
N(2]0), N(3]0), Sy(0]6) / 2f) S(-0,25]-5,0625), N(-2,5]|0), N(2|0), Sy(0|-5) / 2g) S(0]2), Sy(0]2) / 2h) S(-2]|2), Sy(0|6).

3. P = Schnittpunkt: 3a) P1(0|-3), P2(2|5) / 3b) P(1]|8); Gerade y ist Tangente an der Parabel f(x) / 3c) P1(0,5]2), P2(2|2) /
3d) P1(-2]-7), P2(8|3) / 3e) P1(-5]20), P2(5|0) / 3f) keine Schnittpunkte; Gerade ist Passante / 3g) y = x ist die 1. Winkel-
halbierende; P1(-1|-1), P2(0|0) / 3h) P1(-12|-40), P»(4,5|1,25).

4. P = Schnittpunkt: 4a) P1(-4|-27), P2(4]|-27) / 4b) P(1|7) (Schnittpunkt) / 4c) P1(-15|150), P,(0|0) /4d) P(2|1)
(Beruhrpunkt) / 4e) keine Schnittpunkte / 4f) P(-1|2) (Beruhrpunkt) / 4g) P1(-1|6), P2(9|126) /

4h) P1(-40/9]-24,358), P2(1]-5).

5. g(x) =: 5a) X*—2x+3 / 5b) _1 x?2 1 X— 33, 5¢) X*-8x+14,5 / 5d) x*+3x+2,25 5€) 10X°—47x+51.
4 4 16
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Datenblatt: Mittlere, momentane Anderungsrate, Able  itung

Fur zwei verschiedene Punkte P(xi|y:) und Q(X»|y.) auf der Zahlenebene ergibt sich die Steigung
m als:

m= Y27 ¥ (Differenzenquotient)

X, =X

Der Steigung entspricht ein Steigungswinkel ¢ = tan™(m).

Liegen die Punkte P und Q auf einer Funktion f: Ds -> R, gilt also: P(x|f(x1)) und Q(x2|f(x2)), so wird
der Differenzenquotient zur mittleren (durchschnittlichen) Anderungsrate der Funktion auf dem
Intervall [X1; X,] = Dy

m= )= T(x) (mittlere Anderungsrate)
Xp =X

Die mittlere Anderungsrate der Funktion f(x) auf einem vorgegebenen Intervall [a; b] = Dy ist:

m= o=@ (mittlere Anderungsrate)

b-a

Haben fur eine Funktion f: D -> R und ein x,eD; die Punkte P und Q die Form P(X,|f(Xo)) und
Q(Xo+h|f(xo+h)), so wird die mittlere Anderungsrate

f(xo +h)_ f(Xo)
h

beim Grenziibergang h -> 0 im Falle der Existenz des Grenzwerts zur momentanen Anderungsrate
oder Ableitung der Funktion f im Punkt Xo:

m(h) =

_fxo+h) = f(x
h

m(h) ) 0 [0} - m = f'(x,) (momentane Anderungsrate)

mit m; als Steigung der Tangente t im Punkt P(xo|f(Xo)) an die Funktion f(x):

ty=f'(X)(X=X%,)+ f(X,) (Tangente)

Fur eine Funktion f: D -> R und ein Xx,eD; heif3t f'(xo) im Falle der Differenzierbarkeit von f in x, die
Ableitung der Funktion f im Punkt Xo. Die Ableitung f'(x,) ist die Steigung oder Tangentensteigung
von f in x,, die Ableitungen in allen Punkten xeDr bilden die Ableitungsfunktion f': Dy -> R mit der
Funktionsvorschrift f'(x). Héhere Ableitungen sind: f“(x) = (f(x))*, f*/(x) = (f*(x))* usw. Die Ermittlung
der Ableitungsfunktionen f(x) usw. erfolgt Uber die Ableitungsregeln (fir Funktionen u(x), v(x) und
reelle Zahlen k, r):

(u(x) +v(x))' =u'(x) +Vv'(X) (Summenregel)
(u(x) +r) =u'(x) (additive Konstante)
(ku(x))' =ku'(x) (multiplikative Konstante, konstanter Faktor)
(u(v(x)))' =u'(v(x)) V' (x) (Kettenregel: &ul3ere Ableitung x innere Ableitung)
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Fir spezielle Funktionen (mit reellen a, b, n, r) stellen sich die Ableitungsregeln wie folgt dar:

(r)' =0, (X”)‘ =nx""?, ((ax+b)”)' =nalax+h)™ (Potenzregel)
(sinx) =cosx, (cosx) =-sinx,
(sin@ax+b)) = acos@x+b), (cos@x +b)) =-asin(ax + b)
(trigonometrische Funktionen)

(ex) =e", (eax+b) = ae®™™ (naturliche Exponentialfunktionen)

Beispiele (Ableitungen):

a) f(x)=2x° —gxz +13 => f'(x) =6%° —gx (Faktor-, Summen-, Potenzregel)

b) f(x)= 1x3(x+1x2) Sl s f'(x) Ay lye (Faktor-, Summen-, Potenzregel)
5 2 5 10 5 2

3
c) f(x)= X7 +§x2 +4x => f'(X) =§x2 +gx+ 4 (Faktor-, Summen-, Potenzregel)
d) f(x)=x*-5sinx => f'(x) = 2x-5c0sx (Summen-, Potenzregel, trigonometrische Ableitung)

e) f(x)= gfx + Lgx = f'(x) = —%:X + &;X (Summenregel, trigonometrische Ableitung)

f) f(x)= gcosex) -1=> f'(x) = —gsin(Zx) (Summenregel, trigonometrische Ableitung)

g) f(X) =2x+1-3sin(7x) => f'(X) =2-37ncosfx) (Summenregel, trigonometrische Ableitung)
h) f(x) =2x+3-10e* => f'(x) =2-10e* (Summenregel, exponentielle Ableitung)
i) f(X)=12+3e* -2 => f'(x) = 3e* +2e™* (Summenregel, exponentielle Ableitung)

i (X =ge_2’”5 = f'(x) = —26_2”5 (Faktorregel, exponentielle Ableitung, Kettenregel)

k) f(x)=-x+ 5+%e_°’5x = f'(x) = —1—%6_0'5)( (Summenregel, exponentielle Ableitung)
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Aufgabenblatt: Ableitungen

1. Bilde die ersten beiden Ableitungen f'(x), f“(x) der nachstehenden Funktionen f(x):

a) f(x)=4x-7
b) f(X)=3x*-7x+11

c) f(x) =—§x3 +x°

2

d) f(x)=X7(2x+3)
e) f(x)=%x“+2x2 -8

f) f(x):l—ocosx+§sinx
3 2

g) f(xX) =5+2coséx)
6 . 7

h) f(x) ==sin(=x)+1

) F(X) c (2)

i) f(X)=5x—-8+ 2sinx
5

) f(x)=-—€"+3

) f(x) 4

k) f(X) :gex +6x—%)

) f(x)=4e™ +1€1

m) f (X) — ge—0,5x+3

1. 1
n f(x)=4+=-e™™ +=e*
) f(X) 2 4

1 _
0) f(X)=4x+1-—e*
) f(X) 10

p) f(X)=-2x-4+e*
q) f(X)=x*+5x+e™
r) f(x) = 4sinx—5e™

s) f(x):l—ez(x3—5x+2)

) (x) = (X2 + 4x - 5) +cos(77x)+%

2. Wie grol3 ist die Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle x,?

a) f(x):%x2+x—2,xo=2

b) f(X)=xX(x*+3x-5), X =-3
c) f(X)=6+e™+3e*,%x=0
d) f(X)=x+2sin@2x), xo=T1

28
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3. An welchen Punkten stimmt die Ableitung der Funktion f(x) mit der Steigung m Uberein?
8 3

a) f(x)zéx -6X,m=2

by f(X)=2x-e™, m=6

c) f(x) =§ —-sinx, m = 0,5, xe[0;211]

4. An welchen Punkten hat die Funktion f(x) waagerechte Tangenten?
a) f(x)=x*+3x-4
by f(x)= :—éx3(x—4)

c) f(x)=x+cosx, xe[-m;3m]
d) f(x)=4x+3-2e">

5. An welchen Punkten hat die Funktion f(x) Tangenten, die parallel zur vorgegebenen Geraden
sind?

a) f(x)=3x> —1747x+2, y=—§

D

b) f(x):;x3—2x2 + 35X, y=%x—3

c) f(x)=x+3e*, y=10x

6. An welchen Punkten hat die Funktion f(x) Tangenten, die senkrecht auf den vorgegebenen Ge-
raden stehen?

a) f(x)=§x3 -8, y=08x+5

3 1 5
b) f(x) =§X2(X2 -8), y=3—2x—é

¢) f(X)=cosx) +4, y=1x+§,xe[0;1]
7T

Losungen: 1. f(x) =, f*(X) =: 1a) 4, 0/ 1b) 6x-7, 6 / 1c) -9x°/4+2x, -9x/2+2 | 1d) 3x°/2+3x/2, 3x+3/2 | 1e) 0,8x>+4x, 2,4x°+4

1 1f) —1osinx+ 3cosx —@cosx—Esinx/ ; 3n @ 3 T
3 2 ) 2 1g) -8sin(4x), -32cos(4x) / 1h) ?COS 5 X) ﬁsm(a X) |

1i) 5+2cosx, -2sinx / 1j) -5€/4, -5e*/4 | 1k) 2e*/3+6, 2€*/3 / 1I) -8, 16e%/ 1m) -4 *¥*3/5, 2 e 535

1n) -0,75e™7+0,5e%, 0,375e%+0,5¢™ |/ 10) 4+0,3e¥, -0,9¢* /| 1p) -2+2e%*, 4e* | 1q) 2x+5-2e%, 2+4e* |
1r) 4cosx+5e™, -4sinx-5e™ / 1s) e(3x*-5)/12, ex/2 | 1t) T(2x+4)—Tsin(TTx), 2TT—Tr°cos(Tx).

2. f(xo) =: 2a) 2/ 2b) 4/ 2c) 1/ 2d) 5.

3. (X) = m / 3a) P1(-1|10/3), Po(1]-10/3) / 3b) P(0]-1) / 3c) Py(T1/2|mm/4—1), P2(311/2|3T1/4+1).

4.1(x) = 0/ 4a) P(-1,5|-6,25) / 4b) P1(|0|0), P=(3]-27/8) / 4c) P1(1/2|11/2), Po(51/2]|51/2) / 4d) P(2In4|-5+8In4).

5. f(x) = y* / 5a) P(1,5]2,375) / 5b) P1(1|11/6), P2(3|1,5) / 5¢) P(In3|9+In3).

6. f(x) = -1/y’' / 6a) - / 6b) P(2|-24) / 6C) P(0,5]4).
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Datenblatt: Tangenten

Tangenten sind Geraden t(x) = y = mx + ¢; an eine Funktion f(x) in einem Punkt B(Xo|f(Xo)) =
B(ulf(u)), dem sog. Beriihrpunkt. Im BerUhrpunkt stimmen Funktion und Tangente in Funktionswert
und Steigung Uberein, d.h. es gilt:

f(Xo0) = y(X0) = t(Xo)

f'(Xo) = My
Maéglichkeit 1 Maoglichkeit 2 Mdoglichk eit 3
Funktion f(x), Stelle x, Funktion f(x), Stelle x, Funktion f(x), Stelle x,
1. Ableitung f(x) 1. Ableitung f(x) 1. Ableitung f(x)

Funktionswert f(xo), Ansatz:y=mx+Db Ansatz:y =mx +c
Steigung f'(x) als Tangentenformel als Tangentenformel

Einsetzen in Tangentenformel Steigung m = f'(Xg) Steigung m = f'(xg)
Tangente: y-Achsen-Abschnitt y-Achsen-Abschnitt

ty=fF'(X)(X=%,)+ (%) b = f(Xo) — MXo ¢ = f(Xo) — MXo

Tangente

Ein Beruhrpunkt B(xo|yo) zwischen zwei Funktionen f(x) und g(x) hat die Eigenschaften:

f(X0) = g(X0) = Yo
f'(X0) = g'(%0)

Zur Bestimmung von Berlhrpunkten ist zunéachst die einfache der beiden Gleichungen nach o
aufzuldsen und X, in die andere Gleichung zur Uberprufung der Gleichheit einzusetzen.

Schnittpunkte S(Xg|Yo), in denen sich Funktionen f(x) und g(x) senkrecht schneiden, genligen den
Eigenschaften:

f(X0) = g(x0) = Yo

, _ 1
9'(X,) = )

Zur Bestimmung dieser Schnittpunkte ist zunéchst die einfache der beiden Gleichungen nach X,
aufzulésen und x, in die andere Gleichung zur Uberpriifung der Gleichheit einzusetzen.

Nicht konstante Geraden (auch Tangenten, Normalen), die keine Ursprungsgeraden sind, bilden
zusammen mit der x- und y-Achse Dreiecke mit dem Koordinatenursprung O(0|0), dem Y-
Achsenabschnittspunkt S,(0ly(0)) und der Nullstelle N(xn|0) als Ecken. Dann gilt die Flachenfor-
mel: A, = gh/2 mit g = [xy| und h = |y(0)|.

Beispiele (Tangenten):
a) Berechne die Gleichung der Tangente an die Parabelfunktion f(x) an der Stelle x, mit:

f(x):%x2—5x+7,x0=2.

Ldsung:

Allgemein gilt die Formel der Tangentengleichung: t: y = f/(Xo)(X-Xo) + f(Xo) mit Funktion f(x), Ableitungsfunkti-
on f(x) und t als Tangente an die Funktion f(x) an der Stelle x,. Wir berechnen daher aus Funktion
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f(x)=%x2—5x+7 und Ableitung f'(X) =x—-5 die Werte f(2)2%[22—5D?+7:2—10+7:—1,

f'(2) = 2—-5= -3 fir x, = 2. Die Tangente an die Funktion an der Stelle xo = 2 lautet mittels Einsetzen von
f(2) und f'(2) in die Tangentengleichung: t: y = f(2)(x-2) + f(2) =-3(x-2) + (-1) =-3x + 6 -1 =-3x + 5.

f(x) = 0,5x ~5x+7, y = -3x+5, P(2|-1) f(x) = -6,56"*—2x+3, y = 1,25x—3,5, P(0|-4,5)

1_3 e— 0,5x

b) Bestimme die Tangente an die Funktion f(X) = - > — 2X+ 3 im Punkt P(0|f(0)). Welchen

Flacheninhalt hat das Dreieck zwischen Tangente und Achsen des Koordinatensystems?

Ldsung:

I. Als Gerade hat eine Tangente die Form y = mx+b, so dass mit Funktion f(x) =-

Ableitung f'(x)=1743e‘°'5X -2 qilt: f(0)=—%3'—0+3:—35, f'(0) :1—5’—2:% Mit X, = O folgt fur den

E’e'o'sx —-2X+3 und 1.

Punkt auf der Tangente: P(0|-3,5) und fiir die Tangentensteigung: m = 1,25. Einsetzen in den Term y = mx+b
(y=-3,5; m=1,25; x=0) fuhrt auf den Wert von b vermége: -3,5 = 1,25-0+b < b = -3,5. Die Tangentenglei-
chung lautet also mitm =1,25und b =-3,5: y =1,25x - 3,5.

[I. Um das Dreieck zwischen Tangente und x-, y-Achse des Koordinatensystem zu erfassen, erkennen wir,
dass der y-Achsenabschnittspunkt der Tangente mit dem Punkt P(0]-3,5) Ubereinstimmt, so dass sich die
Dreieckshohe als h = 3,5 ergibt. Hinsichtlich der Grundseite des Dreiecks ist die Nullstelle der Tangente zu
bestimmen mit: y = 1,25x-3,5 =0 & 1,25x = 3,5 < x = 2,8. Dann ist die Grundseite g = 2,8. Der Flachenin-
halt des gesuchten Dreiecks errechnet sich damit als: Ay = gh/2 =2,8-3,5/2 = 4,9 FE.
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Aufgabenblatt: Tangenten

1. Bestimme die Tangente an der Stelle x, an die Funktion f(x):

a) f(x):%x2+2x,x0=4

by T(X)=(2x-3)(8Xx+5),x, =1
c) f(X)=4-2e",x=0

d) f(x)= 2sir(§j—:11, Xo =T

2. Bestimme die Tangenten an den Nullstellen der Funktion f(x).
a) f(x) =%(x2 _a)(2x+1)
b) f(x)=6-e%

0) f(x) =4sin§ X), 0<x<8

3. Zeige, dass an den angegebenen Stellen x, Schnittpunkte oder Berthrpunkte zwischen den
Funktionen f(x) und g(x) vorliegen.

a) f(xX)=x>-12x-3, g(x) =36x—-131,x,=4
b) f(x)=x*—-4x%, g(X)=x*,%=0,%=5
c) f(x)=2sinx, g(x) =3coslx) -1, x, =1/2

d) f(x)=10-2e°>, g(x) :%xz +X+8,%=0

e) f(x)= 58in(§XJ+1, g(x):—%x—5n+1,x0=-4

4. Ermittle die Beruhrpunkte zwischen den Funktionen f(x) und g(x).
a) f(x)=-2x*+5x-1, g(x) =—x+35

b) f(X)=x*-4x+3, g(X) =—%x2 +5x—-105

c) f(x)=x%-8x, g(x)=2x*-8x

5. Uberpriife, ob sich die Funktionen f(x) und g(x) an den Stellen x, senkrecht schneiden.
a) f(x)=x+5x-3, g(x)=—g—3, Xo =0
b) f(x)=4-2sin(x), g(x) = 025x> + 05x+4, X, =0

c) f(x) :26—§e°'5", g(x) :i(xz —3x+2)+E, Xo =2
2 3e 2
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6. In welchem Punkt S(xo|yo) schneiden sich die beiden Funktionen senkrecht?
3
a) f(x) =X7 +8x-11, g(X) = - 005x + 37,2
1 1
b) f(x)==x%, g(x)=10-=x>
) T =X 9 5

C) f(X):l—]éX3+X+2, g(x):%xz—x+2

7. a) Wo schneidet die Tangente an die Funktion f(X) :§x3 +4x-14 im Punkt P(-3|-4) die x-
Achse?

b) In welchem Punkt schneidet die Tangente an die Funktion f(x) =2e™* +5 an der Stelle x, = 0
die Asymptote der Funktion?

c) Die Tangente an die Funktion f(X) = —%x“ +§x3 —2x+3 an der Stelle x, = -1 bildet zusam-

men mit den Achsen des Koordinatensystems ein Dreieck. Bestimme die Ecken dieses Dreiecks.

Lésungen: 1a) y = 6x-8 / 1b) y = 13x-21 /1c) y = 2x+2 / 1d) y = 0,2887x-0.1569.

2. Nullstellen, Tangente: a) xo=-2:y = 5x+10, X0=0,5: y = -1,875x+0,9375, xo=2: y = 3x-6 / 2b) xo=-5In(6): y = 1,2x+10,75/
2¢) Xo=0: y = 11X, Xo=4: y = -TIX + 41T, Xo=8: y = Trx-81r.

3. B = Berlhrpunkt, S = Schnittpunkt: 3a) B(4|13) / 3b) B(0]0), S(5|25) / 3c) B(11/2|2) / 3d) B(0|8) / 3e) B(-4|1)

4. B = Beriihrpunkt, S = Schnittpunkt: 4a) B(1,5|2) / 4b) B(3|0) / 4c) B(0]0), S(2|-8).

5a) S(0]-3) mit f(x) L g(x) / 5b) S(0]4) mit f(x) L g(x) / 5¢) [S1(-1,1]4,57),] S2(2]e/2) mit f(x) L g(x).

6. Schnittpunkt S(xolyo): 6a) S(4|37) mit f(x) L g(x) / 6b) S1(-4|2), S2(4]2) / 6¢) S(0]0) mit f(x) L g(x)

7. Tangente: 7a) t: y = 22x+22 = 0 -> x=-1/ 7b) t: y= -4x+7, y = 5 als waagerechte Asymptote -> -4x+7 =5 ->x=0,5 ->
S(0,5|5) / 7¢) t: y = 0,6x+4,8 -> N(-8]0), Sy(0|4,8), O(0|0) als Ecken des Dreiecks.
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Datenblatt: Symmetrie von Funktionen

Definitionen: Eine Funktion f: D -> R heil3t (i.e.S.)
achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn

f(-x) = f(x) fur alle xeDs
gilt. Sie heil3t (i.e.S.) punktsymmetrisch zum Koor-
dinatenursprung O(0]0), wenn

f(-x) = -f(x) fUr alle xeDy

gilt.

Achsensymmetrische, punktsymmetrische Funktion

Es gilt u.a. fir ganz rationale Funktionen:

a) Eine ganz rationale Funktion mit Potenzen von geraden Hochzahlen (0, 2,
4, ...) ist achsensymmetrisch. Konstante Funktionen sind achsensymmetrisch.
b) Eine ganz rationale Funktion mit Potenzen von ungeraden Hochzahlen (1,
3, 5, ...) ist punktsymmetrisch.

¢) Fir ganz rationale Funktionen mit Potenzen gleichzeitig von geraden und
ungeraden Hochzahlen ist keine Symmetrie (i.e.S.) erkennbar.

d) Vielfache und Summen von achsensymmetrischen Funktionen sind ach-
sensymmetrisch.

e) Vielfache und Summen von punktsymmetrischen Funktionen sind punkt-
symmetrisch.

f) Gemischte Summen aus achsensymmetrischen und punktsymmetrischen
Funktionen sind weder achsensymmetrisch noch punktsymmetrisch.

Weiter qilt fir zwei Funktionen u(x) und v(x) und deren Produkt f(x) =
u(x)-v(x):

a) u(x) achsensymmetrisch, v(x) achsensymmetrisch => f(x) achsensymmet-
risch

b) u(x) punktsymmetrisch, v(x) achsensymmetrisch => f(x) punktsymmetrisch
¢) u(x) achsensymmetrisch, v(x) punktsymmetrisch => f(x) punktsymmetrisch
d) u(x) punktsymmetrisch, v(x) punktsymmetrisch => f(x) achsensymmetrisch

Das durch die obigen mathematischen GesetzmafRigkeiten formulierte
Konzept der Ermittlung von Achsen- und Punktsymmetrie lasst sich
damit auf Produkte von ganz rationalen Funktionen und auf gebrochen
rationale Funktionen tbertragen. Bei gebrochen rationalen Funktionen
ist auf die ,Symmetrie” des maximalen Definitionsbereichs zu achten.

Far trigonometrische Funktionen gilt:

a) Die Sinusfunktion f(x) = sin(x) ist punktsymmetrisch.

b) Die Kosinusfunktion f(x) = cos(x) ist achsensymmetrisch.

Die Exponentialfunktion f(x) = e* ist selbst nicht symmetrisch, jedoch
sind Exponentialfunktionen mit achsensymmetrischen Exponenten
achsensymmetrisch und gewisse Summen von Exponentialfunktionen
wie f(x) = e + e™ achsensymmetrisch oder wie f(x) = e* — e™ punkt-
symmetrisch.

Symmetrieeigenschaften von Funktionen spielen auch bei Ab- und
Aufleitungen eine Rolle. Es gilt:

a) Die Ableitung f(x) einer achsensymmetrischen Funktion f(x) ist punktsym-
metrisch.

b) Die Ableitung f'(x) einer punktsymmetrischen Funktion f(x) ist achsensym-
metrisch.

c¢) Fur eine punktsymmetrische Funktion f(x) ist jede Stammfunktion F(x) ach-
sensymmetrisch.

d) Fir eine achsensymmetrische Funktion f(x) existiert eine punktsymmetri-
sche Stammfunktion mit F(0) = 0.

34

Beispiel (Symmetrie):
F(x) (F(0)=0, Punktsymmetrie):

f(x) (Achsensymmetrie):

W/

f'(X) (Punktsymm

\J

etrie):

i

N/

f“(x) (Achsensymmetrie):

Uﬁx

N/

Funktion: f(x) = x?cos(X)
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Datenblatt: Funktionsuntersuchung (ganz rationale F unktionen, Polynome)

Eine ganz rationale Funktion (Polynom) f: R -> R ist vom Typ:

f(x)=a x"+a,_x""+..+ax+a,

(far natdrliche Zahlen n und reelle Koeffizienten ay, ..., a,). n heil3t der Grad der ganz rationalen
Funktion.

Die Kurvendiskussion (Funktionsuntersuchung) ermittelt die Besonderheiten der aus einer Funkti-
on f(x) sich ergebenden Kurve im x-y-Koordinatensystem, des Graphen von f(x). Hinsichtlich einer
ganz rationalen Funktion f(x) heif3t das:

Zentrale Punkte der Kurvendiskus sion

Funktion: f(x)=a x"+a, X" +..+aXx+a,

I. Ableitungen (nach Potenz- und Summenregel sowie Regel vom konstanten Faktor):
f'(x)=na,x""+(n-Da, x"*+.+a
fU(x)=n(n-Da,x"*+(n-Y(n-2a,_,x"°+..+2a,
f'(xX)=n(n-H(n-2)a,x"> +(n-)(n-2)(n-3)a,_,x"* +...+ 6a,

II. Nullstellen (Anzahl maximal n; Gleichung f(x) = 0 I&6sen):
f(xX) = 0 -> Xq, X, ... -=> N(X1]0), N(X,|0), ... (Nullstellen mit gerader Vielfachheit als Hoch-/Tiefpunkte ohne
Vorzeichenwechsel; Nullstellen mit ungerader Vielfachheit mit Vorzeichenwechsel)

lll. Hochpunkte, Tiefpunkte (Anzahl maximal n-1; Gleichung f(x) = 0 I6sen, Losungen in f*(x) einsetzen):
a) f'(x) =0 -> Xy, Xo, ...
b) f(x1) <0 -> H(xq|f(x1)) oder f*(x1) > 0 -> T(X1]f(x1)); f'(X2) < 0 -> H(X,[f(X2)) oder f(x5) > 0 -> T(X,|f(X2)); ...

IV. Wendepunkte (Anzahl maximal n-2; Gleichung f*“(x) = 0 I6sen, Losungen in f*(x) einsetzen):
a) f'(xX) =0 -> Xy, X, ...
b) f**(Xq) # 0 -> W(Xy[f(X1)); ' (X2) # 0 -> W(X,]f(X2)); ...

IVa. Sattelpunkte xq liegen vor, wenn (nach Ill. und 1V.) gilt:
f(X0) = 0, f(x0) = 0, f*(X0) # 0 -> S(Xolf(X0))

Kurvendiskussion ganz rationaler Funktionen

Zusatzliche Punkte der Kurvendiskussion

V. Monotonie (steigende [wachsende], fallende Monotonie [nach 1ll.]; bei abwechselnden Hoch- und Tief-
punkten Xg, Xp, ..., X, Mit X; < X, < ... < X,, Xg als Stelle im jeweiligen Monotonieintervall):

— Monotonieintervall (-, X): f(xX) monoton steigend (x; als Hochpunkt, f/(x)>0) oder monoton fallend (x; als
Tiefpunkt, f'(xq)<0);

— Monotonieintervall (x;, X,): f(x) monoton fallend (x; als Hochpunkt, x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit
steigender Monotonie, f(xo)<0) oder monoton steigend (x; als Tiefpunkt, x, als Hochpunkt, vorheriges In-
tervall mit fallender Monotonie f'(x)>0); ...

— Monotonieintervall (x,, «): f(x) monoton fallend (x, als Hochpunkt, vorheriges Intervall mit steigender Mono-
tonie f'(Xg)<0) oder monoton steigend (x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit fallender Monotonie,
f'(x0)>0)

VI. Krimmung (Links-, Rechtskrimmung, Konvexitat, Konkavitat [nach [IV.]; bei Wendepunkten Xy, X, ..., X,
mit X; < X, < ... < X;, Xp als Stelle im jeweiligen Krimmungsintervall):

— Krimmungsintervall (-, X;): f(x) links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, f*(xo)>0) oder rechts gekrimmt
(bei Hochpunkt im Intervall, f*(xq)<0);

— Krimmungsintervall (x;, X»): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskriimmung, f*(x0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f*(X¢)>0); ...

— Krimmungsintervall (x,, «): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskriimmung, f*(x0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f*(X)>0)

VII. Symmetrie:

a) Achsensymmetrie (zur y-Achse): f(-x) = f(x) oder: nur gerade Exponenten im Term von f(x) (gerade)

b) Punktsymmetrie (zum Ursprung): f(-x) = -f(x) oder: nur ungerade Exponenten im Term von f(x) (ungerade)
c) f(x) achsensymmetrisch -> f'(x) punktsymmetrisch -> f*(x) achsensymmetrisch usw.

f(xX) punktsymmetrisch -> f(x) achsensymmetrisch -> f*(x) punktsymmetrisch usw.
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VIII. Verhalten fir betragsmaRig grof3e x (x->o, x->-00) (n als Grad der ganz rationalen Funktion):
a,>0 nungerade n gerade a <0 nungerade n gerade
X->00 f(x) -> o0 f(X) -> X->00 f(x) -> -0 f(x) -> -0
X->-00  f(X) -> -00 f(x) -> 0 X->-00  f(X) -> 00 f(X) ->-00

Kurvendiskussion ganz rationaler Funktionen

Beispiel (ganz rationale Funktionen):

3

. . . X : :
Gegeben ist die ganz rationale Funktion 4. Grades f(X) = > (8—X) . — Kurvendiskussion:

|. Definitions-
bereich Ds= R

I1. Ableitungen

I. Definitionsbereich: D = R. Das Polynom ist fiir alle x(OR definiert, stetig und (beliebig oft)
differenzierbar. — Neben der Darstellung der Funktion als Produkt verwenden wir durch Auf-
I6sen der Klammer die Darstellung:

3 3 3

F) =" @-x) = B- X x=ax? - 1x
2 2 2 2

Wegen den Potenzen x° und x* ist eine (gerade oder ungerade) Symmetrie nicht erkennbar.

1. Ableitungen: Die letzte Form von f verwenden wir beim Ableiten:

F(x), 109, (%)

IIl. Nullstellen des
Polynoms mit
notwendiger und
hinreichender
Bedingung:
f(x)=0

V. Extremwerte
(als Nullstellen der
1. Ableitung) mit
notwendiger Be-
dingung:
f'(x)=0

und hinreichender
Bedingung fir die
Xe mit f'(xg)=0:
f (%) <0= x¢
Hochpunkt
f"(Xe)>0= X
Tiefpunkt

V. Wendepunkte
(als Nullstellen der

2. Ableitung) mit
notwendiger Be-
dingung:
f'(x)=0

und hinreichender
Bedingung fur die
Xw mit

(%) =0:

f""(Xy)Z20= X%y
Wendepunkt

36

f(x) = 4x° —%x“ Funktion

f'(x) =12x* - 2x° 1. Ableitung
f''(X) = 24x - 6X° 2. Ableitung
f'"(x) =24-12x 3. Ableitung

Ill. Nullstellen: Es folgt aus der Darstellung der Funktion als Produkt:
3 3

f(x)=0 < %(8-x)=0 o %:0D8—x:0 - x*=008=x = x=00x=8

Nullstellen der Funktion sind somit: x=0, x=8. Also: N1(0]0), N,(8]0).

IV. Hoch- und Tiefpunkte: Notwendige Bedingung: Nullsetzen der 1. Ableitung ergibt:
f'(xX)=0 = 12x*-2x*=0 = 2x*(6-%X)=0 = 2x* =006-x=0 = x=00x=1
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der gefundenen Werte x=0 und x=6 in die 2. Ableitung
ergibt:

f"(0) =0-0=0= x=0 kann weder als Minimum noch Maximum erkannt werden (sie-
he dazu V.)

f"(6) =144-216=-72<0= x =0 als relatives Maximum

Bei x=6 liegt ein relatives Maximum (Hochpunkt). Somit lautet der diesbeziigliche Kurven-

3
punkt wegen f(6) = % (8-6) = 6% = 216: H(6|216).

V. Wendepunkte: Notwendige Bedingung: Aus dem Nullsetzen der 2. Ableitung folgt:
f"(x)=0 = 24x-6x° =0 = 2X(12-3x) =0 = 2x=0012-3x=0 =
Xx=0012=3x = x=00x=4

Hinreichende Bedingung: Einsetzen der x-Koordinate der potenziellen Wendepunkte in die 3.
Ableitung ergibt:

f"'(0) =24-0=24# 0= x =0 als Wendepunkt
f'"'(4) =24-48=-24% 0= X =4 als Wendepunkt

Insbesondere liegt bei x=0 also kein Hoch- und Tiefpunkt (siehe 1V.), sondern ein Wende-
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VI. Verhalten
gegen +o, abhan-

gig von der hochs-

ten Potenz des

Polynoms a,x" mit:

an<0, nung.:

X->00 — f(X)->-00
X->-00 - f(X)->00
an<0, n gerade:
X->00 — f(X)->-00
X->-00 —, f(X)->-c0

VII. Wertetabelle

VIII. Zeichnung im
x-y-Koordinaten-
system

punkt vor, und zwar ein Sattelpunkt mit Funktionssteigung f'(0) gleich 0. Die Wendepunkte
3

lauten wegen f(0) = 0 und f(4) = 47 (8—4) =128: W,(0|0), W,(4]|128).

VI. Verhalten fiir betragsmaRig groRe x: Der Term x* ist die héchste Potenz in der ganz rati-

1 1
onalen Funktion f(X)=4x’ —§X4 und besitzt den negativen Koeffizienten —— . Damit

gilt:
1.,

X -5 0= f(X):..._EX — —00

1.,
X —0o= f(X)=...-=X" - -

2
VIl. Wertetabelle:
X [ -4 -2 -1 0 1 2 4 6 8 10
y = f(x) | -384 40 -45 O 35 24 128 216 0 -1000

VIII. Zeichnung:
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Aufgabenblatt: Funktionsuntersuchung (ganz rational e Funktionen, Polynome)

1. Bestimme die Nullstellen der Funktion f(x):

a)y=5x-2 b) f(x):—§x4+x2—0,6

0 f(x)::—é(x—l)z(5x—12) d) f(x):gxg—xz —%Ox

2. a) Berechne die Extrempunkte der Funktion: f(x) = x> —-x*+5.
1
b) Zeige, dass der Punkt H(1|%) ein Hochpunkt der Funktion f (X) =Zx4 - x> +x% ist.

c) Besitzt die Funktion f(x) =—-2x* +4x® +14 an der Stelle x, = 0 einen Extrempunkt?

3. a) Bestimme alle Wendepunkte der Funktion: f(X) =%x4 —§x3 +6x° +6x-11.

1
b) Zeige, dass die Funktion f(x)= —:—3 x® +x? —x+4 an der Stelle x, = 1 einen Sattelpunkt be-

sitzt. Wie lauten die Koordinaten des Sattelpunktes?

c) Bestimme Wendepunkt und Wendetangente zur Funktion f (X) =%X3 +6x> +15x 7.

4. Bestimme die Nullstellen, die Hoch-, Tief- und Sattelpunkte der Polynomfunktion (ganz rationa-
len Funktion) f(x). Wo ist f(x) monoton wachsend, wo monoton fallend, wo links, wo rechts ge-
krimmt? Was lasst Gber die Symmetrie von f(x) aussagen?

a) f(X)=x>-10x+27 b) f(x)=x>—-6x

c) f(x):%x4—8x2+7 d) f(x)=x"+8x>

5. Untersuche die folgenden Polynomfunktionen (ganz rationalen Funktionen) auf: Nullstellen,
Hoch- und Tiefpunkte, Wendepunkte, Verhalten flr betragsmalig groRe Xx. Erstelle im Xx-y-
Koordinatensystem eine Zeichnung des Graphen der Funktion.

a) f(x)=x>-2x*-4x b) f(x)=x“—%;x3+8x2

c) f(x):%lx(x+1)2 d) f(x):—x3—%x4

Losungen: 1. N = Nullstellen: 1a) N(2,5|0) / 1b) Substitution 7= > N1(-V1,5|0), N2(-1]0), N3(1]0), N4(V1,5|0) / 1c) Satz
vom Nullprodukt -> N1(1|0) (doppelt), N2(12/5|0) / 1d) Ausklammern, Satz vom Nullprodukt -> Ni(-1,25|0), N2(0|0),
N3(2]0).

2a) Hochpunkt H(0|5), Tiefpunkt T(2|1) / 2b) f/(1)=0, f“(1)<0 -> Hochpunkt / 2¢) f(0)=0, f“(0)=0, f**(0)#0 -> Sattelpunkt.
3a) Wendepunkte W(1|-4/3), W(3|16) / 3b) f(1)=0, f*(1)=0, f**(1)#0 -> Sattelpunkt Sp(1]|11/3) / 3c) f*(x)=0 -> Xo=-4 ->
W(-4|33), t: y = -9x-3.

4. H = Hochpunkt, N = Nullstelle, Sp = Sattelpunkt, Sy = Schnittpunkt mit y-Achse, T = Tiefpunkt, W = Wendepunkt:

4a) Sy(0|27), T(5]2) / 4b) N(0]0)=H(0]0), W(2]-16), T(4]-32), N(6]0) / 4c) N(-5,58|0), T(-4|-57), W(-2,3|-28,32), N(-0,95|0),
H(0]7), N(0,95|0), W(2,3]|-28,32), T(4|-57), N(5,58|0) / 4d) N(-8]0), T(-6|-432), W(-4|-256), N(0]0)=Sp(0|0).

5. H = Hochpunkt, N = Nullstelle, Sp = Sattelpunkt, Sy = Schnittpunkt mit y-Achse, T = Tiefpunkt, W = Wendepunkt:
5a) N(-1,23|0), H(-2/3]1,48), N(0]0)=Sy(0]0), W(2/3]-3,28), T(2|-8), N(3,24|0), / 5b) N(0|0)=T(0|0), W(2/3]2,19), Sp(2|5,33)
/5¢) N(-1|0)=H(-1]|0), W(-2/3]-0,77), T(-1/3]-1,56), N(0|0)=Sy(0]0) / 5d) N(-2|0), H(-1,5]0,84), W(-1|0,5), N(0]0)=Sp(0|0).
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Datenblatt: Bestimmungsaufgabe (ganz rationale Funk  tionen, Polynome)

Eine ganz rationale Funktion (Polynom) f: R -> R ist vom Typ:

f(x)=a x"+a,_x""+..+ax+a,

(far natirliche Zahlen n und reelle Koeffizienten ay,
Funktion. Im Folgenden sei der Grad n < 4.

..., an). N heil3t der Grad der ganz rationalen

Im Rahmen von Bestimmungsaufgaben fir ganz rationale Funktionen werden die Koeffizienten
des gesuchten Funktionsterms auf Grund gegebener Eigenschaften der Funktion ermittelt:

Geraden

Funktion: y = mx + b (m als Steigung, b als y-Achsen-Abschnitt)

Punkt P(x;]y1), Steigung m Punkte P(x1]y1), Q(X2]y2)
Punktsteigungsform: Y% _ m Zweipunkteform: Y% _Y2"%
X=X X=X X, =X
- y=m(x— Umstellen zu: y =2 "Y1 (x -
Umstellen zu: y=m(x—x,) +V, mstelien zu. 'y = (X=x)+y,
X, =X
Steigung: M= Y2 N
X =X
- vzt o =1
Ursprungsgerade y = mx (durch den Ursprung): Yy =— X mit: m=-—
X

Bestimmungsaufgabe fiir Geraden

Parabeln

Funktion: f(x)=ax* +bx+c (Normalform), f(x)=a(x—Xs)* + yg (Scheitelform)

Scheitelpunkt S(xs|ys):

Punkt P(X1]y1):

f(X) :a(x— Xs)z *tYs

f(Xl) :a(xl _Xs)2 TYs =Y, > a=

Y1~ Ys
(Xl _Xs)2

Bestimmungsaufgabe fiir Parabeln (2. Grades, Scheite

Iform)

Funktion 2. Grades

Funktion 3. Grades

Funktion 4. Grades

f(x)=ax® +bx+c
f'(x)=2ax+b

Funktion und Ableitungen:
f(x)=ax®+bx*> +cx+d
f'(x) =3ax® +2ox+cC
f''(x) =6ax +2b

f(x)=ax"® +bx® +cx® +dx+e
f'(x) =4ax® + 3bx® + 2cx + d
£ (x) =12a%2 + Bbx + 2¢

3 Unbekannte a, b, c->
3 Funktionseigenschaften ->
3 Gleichungen

4 Unbekannte a, b, ¢, d ->
4 Funktionseigenschaften ->
4 Gleichungen

5 Unbekannte a, b, c, d, e ->
5 Funktionseigenschaften ->
5 Gleichungen

fq)=ax +bx, +c=y,
f'(x,)=2ax, +b+c=y,

Lineare Gleichungen vom Typ:
f(x)=ax +bx +ox +d=y,
f'(x;) =3ax; +20x, +c=vy,
f*(x;) =6ax; +2b =y,

fur bestimmte x- und y-Werte

f(x)=ax +b +ox +dx +e=y,
f'(x,) =4ax; +30x’ +20x, +d =y,
f''(x;) =12ax5 +6bx, +2c =y,

Aufstellen des linearen Gleichungssystems:
Gleichungen mit Unbekannten a, b, ... gemaR den Funktionseigenschaften:

Punkt P(x4]y1):
Nullstelle xq bzw. N(xq|0):

f(x1) =y1
f(xg) =0

Ursprung O(0]0) als Funktionspunkt: f(0) = 0

y-Achsenabschnittspunkt Sy(0|yo):
Schnittstelle x; mit Funktion g(x):

f(0) = yo
f(x1) = 9(x1)
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Steigung m in xy: fi(xy) =m
Beruhrpunkt x; mit der x-Achse: f(x)) =0, f(x1) =0
Ursprung O(0|0) als Berthrpunkt:  f(0) =0, f(0) =0

Tangente y = mx+c in Xy: f(xy) = y(x1) = mxg+c, f(X) =m

Normale y = mx+c in xy: f(x1) = y(X1) = mxy+c, f(xy) =-1/m
Beruhrpunkt x; mit Funktion g(x):  f(xy) = g(x1), f(X1) = g'(x1)

Hoch-/Tiefpunkt Xg: fi(xg) =0

Hoch-/Tiefpunkt H/T (Xg|ye): f(xg) = Ve, f(xg) =0

Krimmung K in x;: f“(x) =k

Wendepunkt x: f“(xw) =0

Wendepunkt W (Xw|yw): f(xw) = yw, f'(xw) =0

Wendetangente y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxy+c, f(xw) =m, f(xw) =0
Wendenormale y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxy+c, f'(xw) =-1/m, f“(xw) =0
Sattelpunkt Xs: fi(xs) =0, f*(xs) =0

Sattelpunkt S(xs|ys):: f(xs) = s, filxs) =0, f(xs) =0

Losen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem Gauf3-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten
ab,..->

Aufstellen der Funktionsgleichung:

f(x)=ax® +bx+c ‘f(x)=ax3+bx2+cx+d ‘f(x):ax4+bx3+cx2+dx+e
Bestimmungsaufgabe fur ganz rationale Funktionen (2 -4. Grades)
Funktion 2. Gra des Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse) (Symmetrie zum Ursprung) (Symmetrie zur y-Achse)
(f(-x) = f(x)) (f(-x) = -f(x)) (f(-x) = f(x))
f(x)=ax®+c f(x) =ax® +cx f(x)=ax® +cx® +e
f*(x) = 2ax f'(x)=3ax’ +¢ f'(x) = 4ax® + 2cx
f*'(x) = 6ax f'(x)=12ax? + 2¢
2 Unbekannte a, ¢c-> 2 Unbekannte a, ¢ -> 3 Unbekannte a, ¢, e ->
2 Funktionseigenschaften -> 2 Funktionseigenschaften -> 3 Funktionseigenschaften ->
2 Gleichungen 2 Gleichungen 3 Gleichungen
Lineare Gleichungen vom Typ:
f(x)=ax +c=y, f(x)=ax +cx =y, f(x)=ax +ox +e=y,
f'(x,) =2ax, =y, f'(x,)=3ax’ +c=vy, f'(x,) =42 +2cx, =,
f"(x;) = 6ax; =y, f"(x;) =12ax; +2c =y,

fur bestimmte x- und y-Werte

Aufstellen des linearen Gleichungssystems:

Gleichungen mit Unbekannten a, c, ... gemal den Funktionseigenschaften:
Punkt P(x4y1): f(x1) = y1

Nullstelle xq bzw. N(xq|0): f(xg) =0

Ursprung O(0]0) als Funktionspunkt: f(0) = 0

y-Achsenabschnittspunkt Sy(0lyo):  f(0) = yo

Schnittstelle x; mit Funktion g(x):  f(xy) = g(x1)

Steigung m in Xy: fi(xy) =m

Beruhrpunkt x; mit der x-Achse: f(xy) =0, f(x1) =0

Ursprung O(0|0) als Beruhrpunkt:  f(0) =0, f/(0) =0

Tangente y = mx+c in X;: f(xy) = y(X1) = mxg+c, (X)) =m

Normale y = mx+c in x;: f(xy) = y(X1) = mxz+c, f'(xy) =-1/m
Beruhrpunkt x; mit Funktion g(x):  f(xy) = g(X1), f'(X1) = g'(x1)

Hoch-/Tiefpunkt Xg: f'(xg) =0

Hoch-/Tiefpunkt H/T(Xg|Ve): f(Xe) = Y, F(xe) = 0

Krimmung K in Xy: f“(x) =k

Wendepunkt xy: f“(xw) =0

Wendepunkt W (xw|yw): f(xw) = yw, f“(xw) =0

Wendetangente y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxw+c, f(xw) =m, f“(xw) =0
Wendenormale y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxy+c, f'(xw) =-1/m, f“(xw) =0
Sattelpunkt xs: fi(xs) =0, f*(xs) =0

Sattelpunkt S(xslys):: f(xs) = vys, fi(xs) =0, f“(X5) =0
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Losen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem Gauf3-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten
ac, .. ->

Aufstellen der Funktionsgleichung:
f(x)=ax®+c |f(x):ax3+cx ‘f(x)=ax“+cx2+e

Bestimmungsaufgabe fiir symmetrische ganz rationale Funktionen (2.-4. Grades)

Beispiele (Bestimmungsaufgaben):

a) Eine ganz rationale Funktion 3. Grades f besitzt Nullstellen bei x=-1 und x=3, hat einen Tief-
punkt bei x=5/3 und schneidet die y-Achse bei y=-3.

LOsung:

| Ansatz . Ansatz: f(X) =ax®+bx*+cx+d, f'(x)=3ax?+2bx+C mit zu suchenden Koeffi-
Polynom dritten

Grades zienten a,b,c,deR.

Il. Eigenschaften ||, Eigenschaften: Es gilt:
und Gleichun-

gen f(-1)=0 (Nullstelle bei x=-1)

a)/b) f besitzt - v

et ) =0 (Nullstelle bei x=3)

x=-1 und x=3 5 5

¢) f hat einen f'(=)=0 (Notwendige Bedingung fur Tiefpunkt x=—)
Tiefpunkt bei 3 3

=5/3 - - - -

é)fschneidet f(0)=-3 (Schnittpunkt mit der y-Achse im Punkt P(0]-3))
die y-Achse bei

=-3.

. Aufstellen lll. Aufstellen des Gleichungssystems fir die Koeffizienten des Polynoms: Auf Grund von I.
eleAlL und II. ergibt sich durch Einsetzen und Gleichsetzen:

ms 02 £(<1) = al(-1)° + b{-1)? + c[{~1) + d

0=f@ =a@*+b[B*+cB+d
2
O:f'(§)23a[€§j +bP+c
3 3 3

-3=f(0)=ad®+bD* +cO+d
Also:

O=-a+b-c+d
0=27a+9%+3c+d

O:2—5a+1§0b+c

-3=d

Iv.Losendes |V, Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms: Wegen d=-3 erhalten wir (durch Subtraktion

%S von d=-3 in den ersten beiden Gleichungen, Division mit 3 in der 2. Gleichung, Multiplikation

CIUNASSYSIEMS it 3 in der 3. Gleichung) das lineare Gleichungssystem mit den Umformungen gemaf dem
GaulB-Algorithmus:

Lineares Gleichungssystem:

- la + 1b - 1c =

+ 9a + 3b + 1c = 1
+ 25a + 10b + 3c =

Anfangstableau:
11 -1 3
9 3 1| 1
25 10 3| 0
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V. Funktion

VI. Probe

VII. Skizze

42

1. Schritt: 1*(2) + 9*(1) / 1*(3) + 25*(1)
4 1 1] 3
0 12 -8| 28
0 35 22| 75
2. Schritt: 12%(3) - 35%(2)
4 1 1] 3
0 12 -8| 28
0 0 16| -80

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

- la + 1b - 1lc = 3
+ 12b - 8c = 28
+ 16c = -80
Losungen des linearen Gleichungssystems:
c=-5
b=-1
a=1

Die gesuchten Koeffizienten sind dann: a=1, b=-1, c=-5, d=-3.

V. Die Funktion hat also die Gleichung: f(X) = x® —x* —5x—3.

VI. Probe: Wegen der notwendigen Bedingung f‘(g) =0 ist eine Probe zu machen, ob die
gefundene Funktion wirklich alle geforderten Eigenschaften erfillt. Nun ist:
f'(x)=3x* -2x—5 f"(X) =6Xx -2 und damit: f "(g) =10-2=8>0 mit x:g als Tief-
punkt. Die Funktion erfiillt daher das Vorgegebene.

VII. Zeichnung:

Michael Buhlmann, Analysis fir Berufskolleg/Fachhochschulreife



b) Eine ganz rationale Funktion 4. Grades ist achsensymmetrisch, besitzt den Tiefpunkt T(2|0) und
hat eine Steigung von -48 bei x=1.

Ldsung:

I. Ansatz

Achsensymmet-
risches Polynom
4. Grades

1. Eigenschaften
und Gleichun-
gen

a) f hat einen
Tiefpunkt bei
T(2/0)

b) f hat bei x=1
Steigung -48

11l. Aufstellen
des linearen

Gleichungssys-
tems

IV. Lésen des
linearen Glei-

chungssystems

V. Funktion

I. Ansatz: Wegen der geforderten Achsensymmetrie der ganz rationalen Funktion gilt.
f(x) =ax® +cx® +e, f'(x) = 4ax® +2cx mit zu suchenden Koeffizienten a, ¢, eeR.

Il. Eigenschaften: Es gilt:

f(2=0 (Nullstelle bei x=2)

f'(2=0 (Notwendige Bedingung fur Tiefpunkt x=2)
f'() =-48 (Steigung bei x=1)

I1l. Aufstellen des Gleichungssystems fir die Koeffizienten des Polynoms: Auf Grund von |.
und IlI. ergibt sich durch Einsetzen und Gleichsetzen:

0=f(2)=16a+4c+e
0=f'(2)=32a+4c
-48=f'() =4a+2c

IV. Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms: Wir haben (nach Division der 2. Gleichung
durch 4 und Division der 3. Gleichung durch 2) das Gleichungssystem und die Umformungen
gemal dem GaulB-Algorithmus:

Lineares Gleichungssystem:

+ 16a + 4c + 1le = 0
+ 8a + Ilc = 0
+ 2a + 1c = 24

Anfangstableau:
a ¢ e | RS
16 4 1 | 0
1 0|

8 0
2 10| -24
1. Schritt: 2*(2) - 1*(1) / 8*(3) - 1*(1)
16 4 1 | 0
0 -2 -1| 0
0o 4 -1 | -192
2. Schritt: 1*(3) + 2*(2)
16 4 1 | 0
0 -2 -1| 0
0O 0 -3 | -192
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 16a + 4c + le = 0
- 2 - 1le = 0
- 3e = -192

Losungen des linearen Gleichungssystems:

e=64

c=-32

a=4

Die gesuchten Koeffizienten sind dann: a=4, c=-32, e=64.

V. Die Funktion hat damit die Gleichung: f(X) = 4x* —32x* +64.

Michael Buhlmann, Analysis fir Berufskolleg/Fachhochschulreife 43



VI. Probe VI. Die gefundene Funktion erfillt alle Bedingungen.

VII. Skizze VII. Zeichnung:
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Aufgabenblatt: Bestimmungsaufgaben (ganz rationale Funktionen, Polynome)

1. Die Kurve einer Parabel 2. Grades lauft durch die Punkte P,(0]-12), P»(2|-16) und P5(6]0).

2. Gesucht ist eine Parabel 2. Grades, die in S(1|9) ihren Scheitelpunkt hat und durch den Punkt
P(3|5) verlauft.

3. Die Kurve einer Parabel 2. Grades lauft durch die Punkte P(-2]-3), Q(1]1,5) und R(4(9).

4. Bestimme aus dem nachstehenden Schaubild eine ganz rationale Funktion 3. Grades.

Kastchenbreite/-héhe: 1 LE

5. Ein Polynom 3. Grades besitzt im Punkt x=0 die Wendetangente y = -2x-4 und schneidet die x-
Achse bei x=2.

6. Bestimme die Gleichung einer ganz rationalen Funktion 3. Grades, die durch den Koordinaten-
ursprung lauft, dort eine Tangente mit der Steigung 1 hat und den Hochpunkt H(2|32) besitzt.

7. Eine ganz rationale Funktion 3. Grades besitzt im Schnittpunkt mit der y-Achse die Tangente
y = -3x+4 und hat mit T(1]|1) einen Tiefpunkt. Bestimme die Funktion.

8. Die Kurve einer achsensymmetrischen ganz rationalen Funktion 4. Grades hat den Tiefpunkt
T(-2]-8) und verlauft durch den Punkt P(3]4,5).

Losungen: 1. f(x) = ax’+bx+c; f(0)=-12 -> c=-12, f(2)=-16, f(6)=0 -> 2x2-LGS -> f(x) = xX’—4x—12.

2. S(19) -> f(X) = a(x-1)°+9; P(3|5) -> f(X) = -X*+2x+8.

3. f(x) = ax’+bx+c; f(-2)=-3, f(1)=1,5, f(4)=9 -> 3x3-LGS -> f(x) = 0,5x*+x-3.

4. Graph -> N(-4/0), N(1|0), N(8]|0), P(3|-7) -> f(X) = 0,1 (x+4)(x-1)(x-8).

5. f(x) = ax’+bx*+cx+d; f(0)=-4 -> d=-4, f(0)=-2 -> c=-2, f(0)=0 -> b=0, f(2)=0 -> -> f(x) = X’—2x—4.

6. f(x) = ax+bx+ex+d; f(0)=0 -> d=0, f(0)=1 -> c=1; also: f(x) = ax’+bx*+x, f(2)=32, (2)=0 -> a=-7,5, b=22,5; also: f(x) =
-7,55X°+22,5X+X.

7. f(x) = ax®+bx*+cx+d, f(0)=y(0)=4 -> d=4, f(0)=y'=-3 -> c=-3; also: f(x) = ax3+bx’-3x+4, f(1)=1, f(1)=0 -> 2x2-LGS ->
a=3, b=-3; also: f(x) = 3x°~3x°-3x+4.

8. f(x) = ax*+cx’+e; f(-2)=-8, f(-2)=0, f(3)=4,5 -> 3x3-LGS -> f(x) = 0,5x"-4x°.

Michael Buhlmann, Analysis fir Berufskolleg/Fachhochschulreife 45



Datenblatt: Exponentialfunktionen, Asymptoten, Wach stum

Exponentialfunktionen sind reelle Funktionen vom
Typ
f(x) = a*, a>0, x reell.

In der Differenzial- und Integralrechnung spielt ins-
besondere die natirliche Exponentialfunktion mit
Basis a = e (= 2,71828... = Eulersche Zahl) eine
Rolle. Sie ist vom Typ:

f(x) = e®**, a,b reell, az0.
f(x) = e*

Die natirlichen Exponentialfunktionen haben die folgenden Eigenschaften (a, b reell, az0):

a) Besondere Werte:

| e”=0,e’=1,el=¢e, "=

b) Ableitungen:

| (eX)a — X

ax+bys _ ax+b
ey =ale

c) Aufleitungen:

Definition: Fur eine Funktion f: D -> R heifl3t die Funktion y Grenzkurve (Asymptote) von f fur
X->00, X->-00 Phzw, X->+, wenn

f(X) -> y filir X->e0, X->-0 bzw. X->#

gilt. Ist die Grenzkurve y eine Gerade, also y = mx + ¢, so hei3t die Grenzkurve Asymptote. Ist
hierbei m = 0, so ist y eine waagerechte Asymptote, fir m # 0 eine schiefe Asymptote.

Gemischte Funktionen mit linearem und Exponentialanteil sind von der Form:

f(x) = ax + b + ce®

mit reellen a, b, c, k. Dann gilt:

Funktion: f(x) = ax + b + ce®, Asymptote: y = ax+b
f(x) = ax + b + ce" -> f(x) = a + cke"”, f"(x) = ck?e", f'(x) = ck’e"*

Exponentielles Wachstum (Wachstum: k>0; Zerfall: k<0) geniigt einer (monoton steigende, fallen-
de) Exponentialfunktion vom Typ:

f(t) = a&"

mit Anfangsbedingung f(0) = a > 0 und Wachstumsfaktor (Proportionalitatsfaktor) keR (Bestand:
f(t), Anderungsrate: f(t)). Es gilt: f(0) = a, f'(t) =kal&", (0) = ka. Fiir k>0 ergibt sich als Verdopp-

46 Michael Buhlmann, Analysis fir Berufskolleg/Fachhochschulreife



In2

_—In2

lungszeit Ty: T, =T flr k<0 als Halbwertszeit Ty T, = < Hinsichtlich der Bestimmung der

Funktion f(t) =al®" gilt:

Mit Anfangsbedingung

Ohne Anfangsbedingung

Ansatz: f(t) = al@"

Ansatz: f(t) = al@"

Anfangswert f(0) -> ¢ = f(0)

Punkt P(ty]y,) der Funktion: f(t,) =al&" =y,

Punkt Q(t,ly,) der Funktion: f(t,) = ae = Y,

> k= |n(y2j/[2 (Umstellen nach k)
a

Punkt Q(tly2) der Funktion: f (t,) =ale" =y,
> a|]3k[1 = L

ale“ vy,
> k= In(le/(tl —t,) (Umstellen nach k)

2

(Division der Gleichungen)

> a=y, (@™ (Umstellen nach a)

Ergebnis: f(t) = al@"

Ergebnis: f(t) = al@"

Bestimmung der exponentiellen Wachstumsfunktion

Exponentielles Wachstum

Exponentie ller Zerfall

Beschranktes Wachstum

Beschran kter Zerfall
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Beschréanktes Wachstum (Wachstum: a>0; Zerfall: a<0: k<0) liegt vor, wenn sich das Wachstum
mit keR als Proportionalitatsfaktor einer (oberen oder unteren) Grenze (Schranke als waagerechte
Asymptote) b annéhert:

f(t)=ae" +b

Zur Bestandsfunktion f(t) ergibt sich als Anderungsrate: f'(t) =ka®™, f(0) = ka. Mit f(0) = 0 als
Anfangsbestand gilt: a = -b. Hinsichtlich der Bestimmung der Funktion f (t) =ae* +b gilt:

Ansatz: f(t) =ae" +b mit vorgegebenem b als Schranke

Anfangswert f(0) ->a =f(0) - b

Punkt Q(toly2) der Funktion: f(t,)=al@“ +b=y, > al@“ =y, -b > k= In( Y2 _bj/:z (Umstel-
a

len nach k)

Ergebnis: f(t) =ae" +b

Bestimmung der beschrankten Wachstumsfunktion

Auf Dauer stellt sich bei der Bestandsfunktion f(t) =ae“ +b der Wert b ein (t -> «: f(t) -> b als
waagerechte Asymptote).

Beispiele:

a) f(x) = 2e>-5 hat als waagerechte Asymptote die Gerade y = -5 und besitzt wegen f(x) = -e
< 0 keine Extremstellen und wegen f*(x) = 0,5 > 0 keine Wendepunkte. Eine Nullstelle ist bei
x = -2In(2,5) = -1,83 vorhanden auf Grund von: f(x) = 0 ¢ 2e%*-5=0 & 2e%* =5 & % =25
& -0,5x =1In(2,5) & x =-2In(2,5).

-0,5x

f(x) = 26 0% 5, y=-5 f(x) = -4x + 12, y = -4x

b) f(x) = -4x + €*/2 besitzt die schiefe Asymptote y = -4x (Ursprungsgerade), die Nullstellen
N1(0,14]0), N»(3,26|0) und den Tiefpunkt T(2,07|-4,32).

c) f(t) = 2,3e®" ist eine exponentielle Wachstumsfunktion mit Wachstumsfaktor k = 0,7 und An-
fangsbestand f(0) = 2,3. f(t) = 1,61 e%" gibt die Anderungsrate des Wachstums an. Der Bestand
verdoppelt sich jeweils in der Verdopplungszeit Ty = In2/k = 0,99.
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d) Eine Bakterienkultur kann sich unbeschrankt ausbreiten. Zu Anfang liegen 2000 Bakterien vor,
das Wachstum pro Stunde gentigt dem Proportionalitatsfaktor k = 0,15. Die Wachstumsfunktion
ist: f(t) = 2000e®™". Die Verdopplungszeit betragt: Ty = In2/0,15 = 4,62 Stunden.

e) Seerosen siedeln auf einem 600 m? groRBen Teich. Zu Anfang einer Vegetationsperiode bede-
cken die Seerosen eine Oberflache von 20 m?, nach einer Woche von 60 m®. Es liegt damit be-
schranktes Wachstum vor, wobei f(0) = 20, f(1) = 60 bei b = 600 und a = 20-600 = -580 gilt. Wir
haben also: f(t) = 600 — 580e*' und haben nun noch k zu bestimmen. Wegen f(1) = 60 folgt: 60 =
600 — 580e* < 580e* =540 < e*=0,931 & k = In(0,931) < k =-0,0715. Damit lautet die Wachs-
tumsfunktion: f(t) = 600 — 580e°"**. Nach 10 Wochen ist wegen f(10) = 600 — 580e*"** eine
Oberflache von 316,15 m? bedeckt, 500 m? Oberflache sind bedeckt, wenn f(t) = 500 ist, also: f(t) =
600 — 580e°** = 500 <« 580e%%™ = 100 © %% = 0,1724 & -0,0715t = In(0,1724) ©
t = 24,59 Wochen.

Michael Buhlmann, Analysis fir Berufskolleg/Fachhochschulreife 49



Aufgabenblatt: Exponentialfunktionen, Asymptoten, W achstum

1. Untersuche die folgenden Funktionen auf Asymptoten, Schnittpunkte mit den Koordinatenach-
sen und Extremstellen.

a) f(x)=4-3"
b) 1‘(x):—5+g'e2X
c) f(X)=—4+e™

d) f(x):2x—4+%e'2X
4 0,5x
e) f(x):x+5+ge‘

fy f(x)= % X+ 2e7%>

2. Eine radioaktive Substanz zerfallt mit einer Halbwertzeit T, = 20,88 Stunden (h). Zu Beobach-
tungsbeginn sind 80 mg der Substanz vorhanden. Bestimme das exponentielle Zerfallsgesetz.

a) Wie viel Masse ist nach 5 Stunden noch vorhanden?

b) Wie viel Masse ist nach 35 Stunden schon zerfallen?

¢) Wann sind noch 60 mg der Substanz vorhanden?

d) Wie groR ist die Anderungsrate zum Zeitpunkt 2,6 Stunden?
e) Wann betragt die Anderungsrate -2 mg/h?

3. Eine Flussigkeit kithlt gemaR der Temperaturfunktion T (t) = 20+ 75e™°" ab (t in Minuten, t=0,

f(t) in °C). Wie hoch ist die Anfangstemperatur der Flissigkeit? Um wie viel Grad ist die Flissigkeit
nach 10 Minuten abgekihlt, um wie viel kUhlt sie zwischen der 8. und der 12. Minute ab, um wie
viel nimmt die Temperatur durchschnittlich in der ersten Viertelstunde ab, um wie viel zwischen der
10. und 20. Minute?

4. Ein HeilRgetrank hat zu Beobachtungsbeginn eine Temperatur von 90° C, nach 10 Minuten von
65° C, die Zimmertemperatur betragt 20° C. Bestimme die beschréankte Wachstumsfunktion der
Temperaturabnahme.

a) Welche Temperatur hat das Getrank nach 20 Minuten?

b) Wann ist die Temperatur des Getranks 60° C?

¢) Wann hat sich die Temperatur des Getranks halbiert?

d) Wann ist die Temperatur des Getranks nur noch ein Grad Uber der Zimmertemperatur?
e) Wie groR ist durchschnittliche Temperaturabnahme in der ersten Viertelstunde?

f) Wie grof} ist die Temperaturabnahme nach 10 Minuten?

g) Ab wann sinkt die Temperaturabnahme pro Minute auf unter 1° C?

Losungen: 1. y = Asymptote, Sy = y-Achsenabschnittspunkt, N = Nullstelle, H = Hochpunkt, T = Tiefpunkt: 1a) y=4,
S,(0]1), N(0,28|0) / 1b) y=-5, S,(0]-3,67), N(0,66|0) / 1c) y=-4, N(-0,7|0), S,(0]-3) / 1d) y=2x—4, N(-1,290), T(-0,35|-3,69),
S,(0]-3,5), N(1,99]0) / 1€) y=x+5, N(-5,07|0), S,(0|5,8) / 1f) y=0,5x, S,(0]2), T(1,38|1,69).

2. f(t) = 80e 9% 2a) (5) = 67,76 / 2b) 80 — f(35) = 55 / 2c) f(t)=60 -> t = 8,67 / 2d) f(2,6) = -2,43 / 2e) f(t)=-2 ->

t = 8,54.

3.7(0) = 95, T(0)-T(10) = 47,41, T(8)-T(12) = 11,11, m = -3,884, m = -1,744.

4. f(t) = 20+70e %' | 4a) £(20) = 48,92 / 4b) f(t)=60 -> t = 12,66 / 4c) f(t)=45 -> t = 23,29 / 4d) f()=21 -> t = 96,12 /

4e) m = (f(15)-f(0))/(15-0) = -2,262 / 4f) f(10) = -1,99 / 4g) f(t)=-1 -> t = 25,55.
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Datenblatt: Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Grundfunktion f(x) = sinx (Sinusfunktion) und f(x) = cosx (Kosinusfunktion)
haben das folgende Aussehen:

N N NN

Kastchenbreite/-hohe: {1 LE o Kastchenbreite/-hohe: 1 LE =
Sinusfunktion f(x) = sin(x) Kosinusf unkti on f(x) = cos(x)

Sinus und Kosinus haben bei einer Periode von 21 die folgenden Grundwerte:

7l 3n
X 0 — 7 — 2n
2 2
sinx 0 1 0 -1 0
COSX 1 0 -1 0 1

Fur Sinus und Cosinus gelten noch hinsichtlich Symmetrie, Komplementarwinkel, Periodizitat (k
ganzzahlig):

-1<sinx<1, —1<cosx<1
sin(-x) = —sinx, Cos(—X) = cosX
sin(x + 2k7) =sinXx cos(x + 2kn) = cosx

Trigonometrische Funktionen sind auf Sinus und Cosinus aufbauende Funktionen u.a. vom Typ:

f(x)=alsin(kx) +b
f(x)=alcoskx) +b

Dabei sind: a = Amplitude = maximale Auslenkung von der Mittellinie (a>0), Streckung bzw. Stau-
chung entlang der y-Achse; k = Periodenfaktor; b = Mittellinie = Verschiebung entlang der y-Achse.
Der Wertebereich der trigonometrischen Funktionen ist: W; = [b—a; b+a]. Fir die Periode p der
Funktionen f(x) gilt:

p:% bzw. kzzl

p

Die trigonometrischen Funktionen haben die Periode p, d.h. es gilt:

f(x+ p) =asin(kx+ p) +b=asin(kx) + b= f(x) bzw.
f(x+ p) =acoskx+ p) +b=acoskx) +b = f (x)

Die Sinusfunktion ist fur b = 0 punktsymmetrisch, d.h. es gilt:
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f (—x) = asin(—kx) = —asin(kx) = — f (x)
Die Kosinusfunktion ist achsensymmetrisch mit;
f(=x) =acosfkx) +b=acoskx) +b = f(x)

Die trigonometrischen Funktionen besitzen abwechselnd Hochpunkte H(xy|y4) = (Xy|a+b) und Tief-
punkte T(x7]yr) = (Xr|]a—b) mit:

Sinus:
7l 71 7l
X, = — — ., X, =— ...y yp=atb
W P Ty Ty TR
7l 3n 3n
VX T —, X, = —, X, =" 4 p,...Yyr=b-a
Tk Tk Ty TRt
Kosinus:

0 X =P Xy =00 X =Py =ath

7 7
& :E—p, X; :?, XT=§+ p: - yr=b-a(a k>0)

Aus den obigen Formeln ergibt sich noch fir die Bestimmung von a, b und k:

k:2_n,b:yH+yT,a:u:yH —b
p 2 2

Die Wendepunkte W(xw|yw) = (Xw|b) liegen exakt zwischen je einem Hoch- und Tiefpunkt und auf
der Mittellinie:

Sinus:
__P _ N
=—-—, =0, ==, .. =b
X > Xy Ay 5 Yw
Kosinus:
T PP —h@k>0
v Xy Kk 2,xW 2k’XW 2k+2,...,yH (a, )

Bzgl. des Ab- und Aufleitens der trigonometrischen Funktionen gilt:

f(x)=alsin(kx) +b ->
f'(x) =ak [coskx), f'(x)=-ak?sin(kx), f''(X)=—ak®coskx) bzw.
f(x)=alcoskx) +b ->
f'(x) =-ak [sin(kx), f'(x)=-ak?coskx), f''(x) = ak®sin(kx)

bzw.

f(x)=alsin(kd) +b > F(x) = —E [Eoskx) + bx

f(x)=alcoskx) +b -> F(x) = E [Bin(kx) + bx

Trigonometrische Funktionen sind auch auf Sinus und Cosinus aufbauende Funktionen vom Typ:

f(x)=alsin(pb(x-c)) +d
f(x)=alcosp(x—-c)) +d

Dabei sind: a = Amplitude, b = Periodenfaktor, ¢ = Verschiebung entlang der x-Achse, d = Mitte-
llinie = Verschiebung entlang der y-Achse. Der Wertebereich ist: [d—a; d+a]. Fur die Periode p der

Funktion f(x) gilt: p:%. Die Funktion f(x) schneidet im Abstand von p/2 die Mittellinie in den

Wendepunkten W (xw|d) mit xw = ¢, xw = C £ p/2, Xw = € £ p, ... Die Funktion f(x) hat im Abstand von
p Hochpunkte H(xy|d+a) bzw. Tiefpunkte T(x{|d—a) mit x4 = ¢, Xy = Cc £ p, ... bzw. Xy = ¢ + p/2,
Xr=c+p/l2£p, ... (@>0).

52 Michael Buhlmann, Analysis fir Berufskolleg/Fachhochschulreife




Bzgl. des Ab- und Aufleitens der trigonometrischen Funktionen gilt:

f(x)=alsinb(x-c))+d -> f'(x) =ablcosp(x - c))
f(x)=alcosp(x-c))+d -> f'(x)=-ablsinp(x-c))

bzw.

f(x) =alsin(x-c)) +d -> F(x) = —% [tosp(x — ) + dx

f(x)=alcosb(x—c)) +d -> F(x) = % [Bin((x - ¢)) + dx

Hinsichtlich der Bestimmung von trigonometrischen Funktionen gelten die Regeln: Mittellinie
d :% (mit Hochpunkt H(xulyw), Tiefpunkt T(x:lyr)): Amplitude azyH_;yszH —d (mit
Hochpunkt H(xu|yn), Tiefpunkt T(x1]yT), @>0); Periodenfaktor b:g (mit Periode p); Verschiebung

p
entlang der x-Achse ¢ = xy (mit erstem oder zweitem Wendepunkt W (xw|yw) mit positivem Xx,,).

Beispiele (Sinus-, Kosinusfunktionen):

a) Z.B. kann die Sinuskurve f(x) = 3-sin(4x)+1 wie folgt in das x-y-Koordinatensystem eingezeich-
net werden (a=3, b=4, c=0, d=1 bei f(x) = asin(b(x-c))+d):

Schritt 1: Zeichne die zur x-Achse parallele Mittelliniey =d =1
der Sinusfunktion ein.

Schritt 2: Zeichne im Abstand |a| = 3 von der Mittellinie d = 1 die
parallelen Geradeny =d - |a|] =4 undy =d + |a|] = -2 ein. Die
Sinusfunktion verlauft dann im Streifen zwischen diesen Paralle-
len; die Hochpunkte befinden sich auf der Geraden y = 4, die
Tiefpunkte auf der Geradeny = -2.

Schritt_3: Die Periode der Sinusfunktion betragt p = 2m/b =
1.5708. Innerhalb einer Periode, etwa zwischen x=0 und
x=1.5708, verlauft die Sinuskurve von der Mittellinie (x=0, W)
zum Hochpunkt (x=0.3927, H, 1. Periodenviertel), vom Hoch-
punkt zur Mittellinie (x=0.7854, W, 2. Periodenviertel), von der
Mittellinie zum Tiefpunkt (x=1.1781, T, 3. Periodenviertel), vom
Tiefpunkt zur Mittellinie (x=1.5708, W, 4. Periodenviertel). (waagerechte Geraden y=-2, y=1
Schritt_4: Verbinde die Hoch- (H), Tief- (T) und Mittellinien- y=4: senkrechte Geraden Q:O’ ’
/Wendepunkte (W) der Sinusfunktion zur Sinuskurve im X-y-  “y—wg x=m/a, x=3m/8, x=T1/2)
Koordinatensystem.

b) Die Sinusfunktion f(x) = 4-sin(2x) — 5 hat die Amplitude a=4, die Mittellinie b=-5, die Periode p =
2m/2 = 1. U.a. auf Grund der Periode ergeben sich die Wendepunkte als: ..., W(-11/2|-5), W(0|-5),
W(m1/2]-5), ..., die Hochpunkte als: ..., H(-31/4|-1), H(11/4]-1), H(51/4]-1), ..., die Tiefpunkte als: ...,
T(-11/4]-9), T(311/4]-9), ...

c¢) Die Kosinusfunktion f(x) = 6-(cos(mrx)+1) hat die Amplitude a=6, die Mittellinie b=6, die Periode
p = 2. Die Nullstellen von f(x) sind die Tiefpunkte ..., T(-3|0), T(-1]|0), T(1|0), ..., die Hochpunkte
liegen bei ..., H(-2|12), H(0|12), H(2|12), ..., die Wendepunkte sind die Mittellinienpunkte ...,
W(-1,5|6), W(-0,5|6), W(0,5]6), ...

f(x) = 3-sin(4x)+1
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Aufgabenblatt: Trigonometrische Funktionen

1. Bestimme die trigonometrischen Funktionen vom Typ f(x) = a-sin(kx)+b bzw. f(x) = a-cos(kx)+b.

a) Eine Kosinusfunktion hat die Amplitude 4, einen Hochpunkt bei x4 = 211, und ist gegenlber der
Kosinusfunktion y = cos(x) um 2 nach oben verschoben.

b) Eine Sinuskurve besitzt den Hochpunkt H(2|5). Die y-Koordinate des Tiefpunkts ist yr = -1.

c¢) Die trigonometrische Funktion hat folgendes Aussehen:

"/ \/

-10 10 %

d) Die trigonometrische Funktion hat folgendes Aussehen:

H(1]1,5)

JUVUE

T(31-3,5)

[T-a.5

-10 10 x

2. Bestimme Nullstellen, Hoch-, Tiefpunkte und Wendepunkte der nachstehenden Funktion f(x) im
angegebenen Bereich.

a) f(x) = 3-sin(21x) + 2, 0<x<2 b) f(x) = 0,5-cos(x/2) +1, 0=<x<4TT

c) f(x) = 4 — 2-sin(x), [-11,17] d) f(x) = -11-cos(mx/6) + 10, 0sx<12

3. Skizziere die Graphen zu folgenden trigonometrischen Funktionen:

a) f(x) = 2-cos(mx)+1 b) f(x) :%sin(g(x—l))—l c) f(x)=3sin2(x+1))-2
Lésungen: 1a) a=4, p=21-0=21, k=1, b=2 -> f(x) = 4cos(x)+2 / 1b) b = (5-1)/2 = 2, a=5-2=3, p=2-4=8, k=11/4 ->
f(x)=3sin(1rx/4)+2 / 1c) H(0|6), T(21T]|0) -> a=3, b=3, p=2-21m=41T, k=1/2 -> f(X) = 3cos(x/2)+3 / 1d) a=2,5, b=-1, p=4, k=11/2
-> f(x) = 2,5sin(TTx/2)-1.

2. H = Hochpunkt, N = Nullstelle, T = Tiefpunkt, W = Wendepunkt: 2a) p=1 -> W(0|2), H(0,25|5), W(0,5|2), N(0,62|0),

T(0,75|-5), N(0,89]0), W(1|2) usw. / 2b) p=41T -> H(0|1,5), W(TT|1), T(2T|0,5), W(3T|1), H(4Tr|1,5) / 2¢) p=2Tr -> W(-TT|4),
H(-T1/2|6), W(0|4), T(Tr/2|2), W(m|4) / 2d) p=12 -> T(0]-1), N(0,83|0), W(3|10), H(6]21), W(9|10), N(11,18|0), T(12]-1).

38) [T  J— | 3C) womieieri
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Datenblatt: Extremwertaufgaben

Extremwertaufgaben sind Aufgaben zur Bestimmung von Minima oder Maxima in bestimmten ma-
thematischen Modellen und Situationen. Eine von zwei Variablen abhéngige Hauptbedingung
H(x,y) ist dabei zu minimieren oder maximieren, eine Nebenbedingung verknlpft die beiden Vari-
ablen vermdge: y = N(X). So ist also H*(x) = H(x,N(x)) auf einem Intervall [a; b] zu minimieren oder
maximieren, wobei H*(x) = 0 zu setzen ist und die Lésungen X, der Gleichung in H*‘(x) einzuset-
zen sind (H**(Xo) > 0 -> Minimum, H**(xo) < 0 -> Maximum). Zu untersuchen sind gegebenenfalls
die Randextrema H*(a), H*(b), um das globale Minimum bzw. Maximum zu ermitteln.

Extremwertaufgaben finden Anwendung bei folgenden Problemstellungen:

a) Eine Funktion f(x) und die x-Achse werden geschnitten von der senkrechten Geraden x = u in
den Punkten R(u]f(u)) und Q(u|0). Zusammen mit einem Punkt P(Xq|yo) ergibt sich dann das recht-
winklige Dreiecks PQR, dessen Flacheninhalt zu maximieren ist. Der geometrische Flacheninhalt
A = gh/2 wird zur Flacheninhaltsfunktion: A(u) = [u—Xo|:|f(u)|/2, deren globales Maximum zu be-
stimmen ist (evtl.: A'(u)=0).

b) Die Abstandsfunktion zwischen zwei Funktionen f(x) und g(x) auf einem Intervall [a; b] ergibt
sich als: d(x) = [f(X)—g(x)|, der maximale Abstand als globales Maximum von d(x).

Beispiele: -

a) Zur Funktion f(x) = x> — 4x + 7 ergibt sich die
Tangente an die Funktion f(x) an der Stelle xy=-2
als y = 8x + 23. Tangente und Funktion schneiden
sich an den Stellen x=-2, x=4. Im Bereich zwischen
den Schnittpunkten ist der Abstand zwischen Funk-
tion und Tangente maximal, wenn das Maximum fix)
der Abstandsfunktion d(x) = y — f(x) (-2<x<4; hier:
f(x)<y) bestimmt wird. Die auf Extrema zu untersu- v
chende Abstandsfunktion als Differenzfunktion lau-
tet  damit: d(x) = yx - fx = -
(8x+23) — (x3-4x+7) = -x*+12x+16. Zur Bestimmung
des Maximums leiten wir ab: d’(x) = -3x* + 12. Null-
setzen der Ableitung ergibt: d’'(x)=0 < -3x* + 12 =0 a0
& 12 =3x* & 4 =x* & x = +2. Der Punkt x=2 be- ‘/4

findet sich im vorgegebenen Bereich [-2; 4]. Es gilt

weiter: d”(x) = -6x und damit: d”(2) = -12 < 0, SO |~
dass bei x = 2 in der Tat ein Maximum vorliegt. Der
Abstand berechnet sich als: d(2) = -8 + 24 + 16 =
32. Die Randextrema bei x=-2 und x=4 haben je-
weils den Abstand d(-2) = d(4) = 0, so dass d(2) =
32 global ist. ! [

b) Gegeben ist die nach unten geéffnete Normalparabel f(x) = 16 — x°. Bei einem rechtwinkligen
Dreieck AABC ist der Eckpunkt A die negative Nullstelle der Funktion, der Eckpunkt C liegt auf der
Funktion, der Eckpunkt B auf der x-Achse unterhalb von C. Bestimme die Eckpunkte A, B und C
so, dass die Flache des in die Funktion einbeschriebenen Dreiecks maximal wird. Wie grol3 ist die
maximale Flache?

Losung:
I. Ausgangs- l. Ausgangssituation: Wir gehen aus von folgender Situation mit der Funktion f(x) = 16 — x°
situation und dem Dreieck AABC:
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1. Dreiecksfla-

che

11l. Maximum

56

Die Punkte A, B, C haben u.a. wegen: f(x) =0 <> 16 — x* = 0 <& 16 = X° < x = +4 das Ausse-
hen: A(-4]0), B(u|0), C(ulf(u)) mit-4 < u < 4.

Il. Die Dreiecksflache A = gh/2 mit Grundseite g und Hohe h errechnet sich auf Grund von:
g=u-—(-4)=u+4 LE

h=f(u) = 16 — u” LE

als:

AU) = (U+4)-(16-u?)/2 = (-u*—4u+16u+64)/2 = -0,5u® — 2u® + 8u + 32 FE.

Das (lokale) Maximum der Flacheninhaltsfunktion A(u) bestimmt sich zunachst mit:

4+m 4+\/_4 4+ 8 u=auz2
201-15) -3 |

AU)=-1,50°-4u+8=0< U=

Wegen A*(u) = -3u — 4 folgt:
A“(-4) =-3-(-4) — 4 = 12 — 4 > 0 => relatives Minimum bei u = -4
4 4
A“(E) = —3[—5 —4=-4-4=-8 <0 =>relatives Maximum beiu = —

. . 4 L 4 25 ) .
Beim lokalen Maximum u = g ergibt sich: A(E) = 375 = 37,926 FE fir den maximalen

Flacheninhalt, wahrend fur die Randstellen des Intervalls [-4; 4] A(-4) = A(4) = 0 FE gilt. Die
Ecken B und C des flachenmaximalen Dreiecks AABC bestimmen sich dann zu:

4 128
B(— 0), C(— I—)
so dass Grundseite g und Hohe h des Dreiecks AABC sich ergeben als:
4 16 128

sge= =2 p= 222
97373 9
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Aufgabenblatt: Extremwertaufgaben

1. Ein rechtwinkliges Dreieck maximaler Flache soll zwischen x-Achse und Funktion
f (X) = 4x— x* so einbeschrieben werden, dass eine Ecke des Dreiecks sich im O-Punkt befindet
und der rechte Winkel an der x-Achse anliegt. Wie grol} ist die maximale Flache?

2. Die Funktionen f(x)=x>-8 und die Tangente an die Funktion f(x) an der Stelle x, = -1

schneiden sich bei x=-1 und x=2. Fir das Intervall [-1; 2] ist die Stelle zu bestimmen, bei der die
Differenz der Werte von Funktion und Tangente betragsmaliig am grof3ten ist.

3. Gegeben ist die nach unten geéffnete Normalparabel f(x) = 9 — x?, die achsensymmetrisch zur y-
Achse des kartesischen x-y-Koordinatensystems ist. In die Kurve der Normalparabel sollen ach-
sensymmetrische Rechtecke ABCD einbeschrieben werden, so dass die Ecken A, B auf der x-
Achse, die Ecken C, D auf der Kurve liegen. Bestimme Ecken und Flacheninhalt des flachenmaxi-
malen Rechtecks.

4. Fiur die Funktionen f(x)=-05x+1 und g(x)=1+e™ gilt im Intervall [-2; 2]: f(x) < g(x). Be-
stimme Stelle und Abstand der Werte, bei denen die Differenz der Funktionswerte am kleinsten ist.

Losungen: 1. x = u -> A(u) = u(4u-u?)/2 -> Maximum bei u = 8/3, A(8/3) = 0,375 FE.

2. f(x), Tangente y=3x—6 -> Differenzfunktion d(x) = y—f(x) -> Maximum bei x =1, d(1) =4 LE/

3. C(ulf(u)) usw. -> Rechteck: a = 2u, b = f(u) -> Rechteckflache A(u) = 2uf(u) = -2u+18u -> A‘(u) = 0 -> Maximum bei
u = V3 mit A(V3) = 1243 als globales Maximum -> A(-V3|0), B(¥3]|0), C(v3|6), D(-V3|6).

4. d(x) = g(x)—f(x) -> d'(x) = 0 -> x = In(2) als globales Minimum mit d(In(2)) = 0,847 LE.
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Datenblatt: Integrale, Stammfunktionen, Flachen

Fur eine integrierbare Funktion f: Dy -> R ist F(x) :J' f (X)dx + C eine Stammfunktion (unbestimmtes

Integral) mit F'(x) = f(x) und Integrationskonstante C. Die Ermittlung der Stammfunktionen F(x) er-
folgt Uber die Aufleitungs- oder Integrationsregeln (fur Funktionen u(x), v(x) und reelle Zahl k):

j(u(x) +v(x))dx = ju(x)dx + jv(x)dx (Summenregel)
J'(ku(x))dx =k I u(x)dx (konstanter Faktor)

Daneben gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

FO) =] FOYdx+C = F'(x) = f(x)

d.h.: fir eine Funktion f(x) erlangt man durch Integrieren eine Stammfunktion F(x), die abgeleitet
wieder f(x) ergibt.

Fur spezielle Funktionen (mit reellen a, b, n, r) stellen sich die Integrationsregeln wie folgt dar:

jdx =j1dx =X, jrdx =X, jx“dx = ni_klxn+1 , I(ax +b)"dx = ﬁ %(ax +b)™*, (Potenzregel)

Isin xdx = —CcosX, J'cosxdx =sinx, J'sin(ax +Db)dx = —lcos(ax +b), Icos(ax +b)dx = 1sin(ax +Db)
a a
(trigonometrische Funktionen)

jexdx =e*, J'ea“bdx -1 e®** (naturliche Exponentialfunktionen)
a

Zu einer Funktion f(x) ist die Menge der Stammfunktionen F(x) eine Schar paralleler Kurven, die
sich durch eine Integrationskonstante C voneinander unterscheiden. Einer speziellen Stammfunk-
tion F(x) durch einen Punkt P(xq|yo) entspricht eine Integrationskonstante C, bestimmbar Uber
F(Xo) = Yo und mit Fo(x) als schon errechneter Stammfunktion zu f(x), so dass C = yo—Fo(Xo) und
F(X) = Fo(x) + C gilt.

Fur eine integrierbare Funktion f: Dy -> R ist F(x) =I f (X)dx + C eine Stammfunktion (unbestimmtes

Integral) mit F'(x) = f(x) und Integrationskonstante C. Die Ermittlung der Stammfunktionen F(x) er-
folgt Uber die Aufleitungs- oder Integrationsregeln. Ist F(x) eine Stammfunktion zu f(x), so ergibt
sich als bestimmtes Integral mit den Integrationsgrenzen a,beR:

[ f9ax=[F(X]; =F(b) - F(a)

a

geman:

Vorgeh ensweise

Bestimmung einer Stammfunktiion F(x) zu f(x)

Einsetzen der oberen und der unteren Grenze in die Stammfunktion

Stammfunktionswert der oberen Grenze minus Stammfunktionswert der unteren Grenze bilden

Bestimmtes Integral

Hinsichtlich der bestimmten Integrale und der Integrationsgrenzen gilt noch (fur reelle a, b. c):

T f(x)dx=0. T f(X)dx = —T f (x)dx, th f (X)dx =j f(x)dx+jb' f (X)dx
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b
sowie weiter: .[ f‘(x)dx:[f (x)]Z = f(b) - f(a) (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

a

Unter bestimmten Voraussetzungen ist das bestimmte Integral der Wert einer Flache, wobei fir
Flachen zwischen Funktion f(x) und x-Achse tber die Funktion f(x) integriert wird, fir Flachen zwi-
schen Funktion f(x) und g(x) tber die Differenzfunktion f(x) — g(x). Dabei gilt:

Vorgehensweise

Bestimmung der Nullstellen einer Funktion f(x): f(x) = 0 (auf einem Intervall [a; b]). (Intervallgrenzen und)
Nullstellen sind: X4, X5, X, ...

Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zu f(x)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

oA = [1=[FOL £, = [ F(9de=[FOL s -

X21

Aufaddieren der Teilflachen zur Gesamtflache:
A= Al + A2 + ...

Flache zwischen Funktion und x-Achse

Flache(n) zwischen Fuﬁktion und x -Achse Flache zwischen z\);/ei F unktionen

Vorgehensweise

Bestimmung der Schnittstellen zweier Funktionen f(x) und g(x): f(x) = g(x) (auf einem Intervall [a; b]). (Inter-
vallgrenzen und) Schnittstellen sind: Xy, X, X3, ... (n Schnittstellen, n-1 Flachen)

Bestimmung einer Stammfunktion H(x) zu h(x) = f(x) — g(x) (Differenzfunktion h(x) vereinfachen)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

£ A = [nOgax=[HOOL 2 A, = [rogax=[HEOL: -

X1

Aufaddieren der Teilflachen zur Gesamtflache: A= A; + A, + ...

Flache zwischen zwei Funktionen

Beispiele (Flacheninhalte):

1 3
a) Die Flache zwischen der Funktion f(X) =§X2 _X_E und der x-Achse ist zu bestimmen. — L6-

sung:

I. Nullstellen 1 3
l. Nullstellen: f(x) =0 < Ex2 -X-==0« xX*=2x-3=0 = x=-1LC x=3 als Nullstel-
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len der Funktion und damit als Integrationsgrenzen fiir das bestimmte Integral zum Flachen-
inhalt. Es ergibt sich grafisch die nach oben gedffnete Parabel mit Flache unterhalb der x-

Achse:
II. Stammfunkti- ) 1 3 . .
on [I. Stammfunktion: Aus f(x):axz—x—— ergibt durch Integration nach Summen-, Faktor-
. . o 1, 1, 3
und Potenzregel sich als eine Stammfunktion: F(x) ==X _EX —EX.

lll. Elacheninhalt | |||, Flacheninhalt: Das bestimmte Integral errechnet sich als:

3 3
I(EXZ—X—§)dX:|:1X3—1X2—§X} :(g—g_gj_[_l_l.péj:_l_G'
2 2 . 6 2 2

6 2 2 2 2 2 3
so dass sich der gesuchte Flacheninhalt A bestimmt als:
16
A= — FE.
3

b) Die Flache zwischen der Funktion f(X)=€™ und der x-Achse auf dem Intervall [0; In2] ist zu
berechnen. — Lsung:

Die Funktion f(x) = €™ liegt oberhalb der x-Achse und hat als Stammfunktion: F(x) = -e™. Daher gilt fir den

2 ; . _|n2 “X Ay — -x|In2 _ -In2 0y — in — 1 — 1
Flacheninhalt: A= Ie dx-[—e ]O =-e " -(-e)=|-e? —(—1)——5 +1—§.
0
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c) Die Flache zwischen den beiden Funktionen f(x) :%xz —x+% und g(x) =%(x3 —-5x% +x+11)

ist zu bestimmen. — Ldsung:

I. Schnittstellen

1l. Stammfunkti-
n

I1l. Fléacheninhalt

I. Schnittstellen: Gleichsetzen der zwei Funktionen fuhrt auf die Gleichungsumformungen:
f(X)=g(x) = x> =-2x+1=x>-5x*+x+11 = x> -6x*+3x+10=0
(X+D(x-2)(x-5 =0« x=-1Cx=2Cx=5

und damit auf die Schnittstellen: x;=-1, x,=2, X3=5. Es ergeben sich wegen der drei Schnitt-
stellen zwei Teilflachen zwischen den vorgegebenen Funktionen:

[I. Stammfunktion: Integration der Funktionsdifferenz f(x)—g(x) ergibt:

[(f —g(x))dx:%_[[(xz —2x+1) - (x* =5x? +x+1][dx =

4
1J‘[—x3 +6x2 —3x—10}ix=1 X Lo —Ex2 -10x|.
2 2 4 2

lll. Zu den zwei Teilflaichen bestimmen sich die (Teil-) Integrale:

2 4 2
Ej(—x3+6x2—:«3x—10)dx=E X -3y ca0x| =
27 2] 4 2 4

1(—4+16—6—1Q—1(—1—2—3 +1oj =-8
2 2\ 4 2 8

5 4 5
}J'(—x?’+6x2—3x—10)dx:E —X—+2x3—§x2—10x =
23 2| 4 2 ,

1(-625+ 25&75—50j “La416-6-19=81
o\ 4 2 2 8

und die Teilflacheninhalte als:

Al = gl AZ = g-!
8 8
so dass sich als Gesamtflacheninhalt ergibt:
81
A=A +A = Z
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Aufgabenblatt: Integrale, Stammfunktionen, Flachen

1. Bilde eine Stammfunktion F(x) zu den nachstehenden Funktionen f(x):
a) f(x) = Lty
3 4 5
b) f(x)=4x*-3x>+2x+1
c) f(X) :éxz(x+12)
d) f(X)=8x>+2x-17+ cosdx

e) f(x)= §cosSx —lsinZX
4 2
f f(x)= 35in(§ X) + 2

g) f(x)= x+1+%eX

h) f(x) =10-2e™
i) f(x)=3e™ +4e*

109 =3+ e
5
4 _
k) f(x)=—-—g 03
) £(¥) 3
2. Bestimme die Stammfunktion F(x) mit F(xo) = VYo.
a) f(x) = xz(%—x) F(0)=5

b) f(X) =%sin(2x), F(m) =2
c) f(X)=5-2e>, F(0)=10

d) f(x)= %sin(nx) —COS@/K) , F(1) =

N

3. Berechne die bestimmten Integrale.

a) j (5x - 3)dx
3
b) j(8x2 — 4X)dx
-1
c) J‘(x2 +sinx)dx
d) T(ZcosBx— 3sin2x)dx
0
e) I(4+ e”)dx
0

1
f) j(%x+l+ 4e7°%)dx
-2
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4. L6se die Integralgleichungen.

a) j3x2dx -7
1 40

b) j 2x(x% +1)dx =12
0

) j(x3 +2x)dx =3
0

d) I 2e7°%*dx = 8- 4e
0

5. Berechne die Flache zwischen Funktion und x-Achse.
a) f(x)=2x*-x>, Nullstellen

b) f(X)=(x+21(x—2)(x—4), Nullstellen

c) f(x)=x*-13x*+36, Nullstellen

d) f(x)=1+sin(x), -m/2<x<3m/2

e) f(x)=x+ Zcosg) , 0Sx<21m
f)y f(x) =8-2[& ", -5In4 < x <0

6. Berechne die Flache zwischen zwei Funktionen!
a) f(X)=x"-8, g(X) =2x+7

by f(x)=x®-x% g(x)=2x*-4
c) f(X)=2x+sin(x), g(x) =2x, 0sx<m

7.a) Berechne die Flache zwischen der Funktion f(x) =x®+8, der Tangente an der Funktion in
Xo = -2 und der y-Achse.

b) Berechne die Flache zwischen der Funktion f(X) =Xx*—9x*—4 und der Tangente im Hoch-
punkt.

Lésungen: 1. F(x) =: 1a) _1X3 +1x2 +E'X / 1b) fxf’ —EX“' + X%+ x /1c) ix“ +§X3/
9 8 5 5 4 1C 5

1d) §x3 +x? —17x+lsin4x /1e) Esin3x+£0052x / 1f) —1—Zcos(£x)+2x/1g) lx2 +x+}ex /
3 4 4 4 T 4 2 3

1h) 10x + e / 1j) - § e 4+ 4 e /1)) 3x— E e %% /1K) E) g 02x+3
4 3 5 3

2. F(x) =: 2a) x°/6-x"/4+5 | 2b) -0,2508(2x)+2,25 | 2¢) 5x+2¢¥13+28/3 1 2d) — L cos(x) — —sin@K) +—— -
2ir 2r 2ir

3a) 28,5/ 3b) 58 2/3/ 3c) 20,67 / 3d) 0 / 3e) 7,1945 / 3f) 19,144,

4.u=:4a)1,5/4b)-2; 2/ 4c)N2/d)-2In(2).

5a) Nullstellen x1=0, x,=2 -> A = 4/3 / 5b) Nullstellen x;=-1, x>=2, x3=4 -> A; = 15,75, A2 = 16/3 -> A = 253/12.

5c) Nullstellen x;=-3, Xo=-2, Xs=2, X4=3 -> A = 95,75/ 5d) A = 211/ 5e) A = 19,73 / 5f) A = 25,4 FE.

6a) a=-3, b=5 -> A = 85,33/ 6b) a=-1, b=2 -> A =92/ 6¢) a=0, b= -> A =2 FE.

7a) Tangente y = 12x+24, A = 12 FE / 7b) Hochpunkt H(0|-4), Tangente y = -4 -> Schnittstellen: x = +3 -> A = 64,8 FE.
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Datenblatt: Grafisches Auf- und Ableiten

Bzgl. der Null-, Extrem- und Wende-stellen
sowie der Monotonie und Krimmung ergibt
sich der folgende Zusammenhang zwi-
schen Funktionen f(x), Ableitungen f'(x),

f'(xX) und Stammfunktionen F(x) und bei links
asymptotischem Verhalten: gekriimmt
monoton F(x)
Stammfkt. F(x) Funktion f(x) steigend
Hochpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VZW von + nach -
Tiefpunkt bei xg Nullstelle bei xg

VZW von - nach + 5 NoWes
steigende Monotonie in x |f(x) = 0 links
fallende Monotonie in x  [f(x) <0 gekriimmt

Wendestelle bei xw Hoch-/Tiefpkt bei xw w
Wendestelle als Sattel- |(doppelte) Nullstelle bei :ﬁ:&smmt

punkt bei xw Xw T
Hoch-/Tiefpkt bei xw
Linkskrimmung in x steigende Monotonie in mono-
X ton
Rechtskrimmung in x _|fallende Monotonie in x fallend
X -> +o0: X -> *oo;
F(x)->ax+C f(x) ->a
X -> +o0: X -> too;
Fx)->C f(x) -> 0
Funktion f(x) Ableitung f'(x)
Hochpunkt bei xg Nullstelle bei xg positiv
VZW von + nach -
Tiefpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VZW von - nach + monton
steigende Monotonie in x |f'(x) =0 fallend (x)
fallende Monotonie in x  |f(x) <0 H
Wendestelle bei xw Hoch-/Tiefpkt bei xw '\ w
Wendestelle als Sattel- |(doppelte) Nullstelle bei N/- \
punkt bei xw Xw _:. T
Hoch-/Tiefpkt bei xw
Linkskrimmung in x steigende Monotonie in rechts gekriimmt monoton
X, [fu(x) > O] steigend
Rechtskrimmung in x fallende Monotonie in X,
[f“(x) s O] links gekriimmt
X -> *oo; X -> #o0: monoton
f(x) > ax + C f(Q) > a stelgend
X -> o0 X -> o0
f(x) ->C f(x)->0
nega-

Es gilt also im Allgemeinen beim Ableiten: %

Wendestelle —. Extremstelle — Nullstelle,
beim Aufleiten:

[ |
Nullstelle - Extremstelle — Wendestelle

oder die NEW-Regel: positiv
F(x) NEW

f(x) NE W

f(x) NEW

positiv

negativ

H = Hochpunkt, N = Nullstelle, S = Sattelpunkt, T = Tiefpunkt, W = Wende-
punkt
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Aufgabenblatt: Grafisches Auf- und Ableiten

1. Leite grafisch ab bzw. auf.

F(x)

Kastchenbreite/shahe| 1 LE

Kastchenbreite/shahe| 1 LE

f(x)

Kastchenbreite/:hohe] 1 LE

Kastchenbreite/shdhe! 1 LE

f(x)

Kastchenbreite/-hohe| 1 LE

Kastchenbreite/-hohe| 1 LE
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F(x)
10 e T
Kast ite/shohe! 1 LE » Ka 16he! 1 LE / »
0 O
f(x)
e £ 10 T
Kast ite/.hohe! 1 LE L Kast ite/.hohe! 1 LE N
" O O
f(x)
e £ 10 T
Kast ite/.hohe! 1 LE L Kast ite/.hohe! 1 LE N
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2. Die nachstehende Abbildung zeigt das Schaubild einer Funktion f(x) auf dem Intervall [-2; 5].
Begriinde, ob die folgenden Aussagen wahr, falsch oder unentscheidbar sind.

(N F(x) besitzt auf dem angegebenen Intervall zwei Wendestellen.
(I  F(0) > F(2).

(1) Das Schaubild von f(x) ist Gberall linksgekrimmt.

(v) f(0)<1.

(V) F(x) besitzt im angegebenen Intervall Nullstellen.

(VI) I f'(x)dx>0.

iEsnasEE

<

Kastchenbreite/-hohe! 0.5 LE

3. Die nachstehenden Abbildungen A-C zeigen die Schaubilder von einer Funktion f(x), deren Ab-
leitung und deren Stammfunktion. Ordne die Abbildungen f'(x), f(x) und F(x) zu. Begriinde.

A B C

Kasichenbreile/-hohe! 1 LE Kastchenbeite/ hohe; 1 LE|

Lésungen: 2. (1) richtig / (I1) falsch / (111) richtig / (IV) richtig / (V) unentscheidbar / (V1) falsch /
3. A: f'(x), B: F(x), C: f(x); Begriindung: NEW-Regel.
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Musteraufgaben (ohne Hilfsmittel)

Aufgabe 1:

1.1. Bestimme alle Nullstellen der Funktion f(x) = x> +5x° - 36x.

1.2. Bestimme die Tangente an die Funktion f(X) :Esir(ng —% an der Stelle xo = 2.
T

1.3. Bestimme zur Funktion: f(x):i—Scost) die Stammfunktion, die durch den Punkt
/g

P(g -1) verlautt.

1.4. Eine Sinusfunktion f(x) besitzt mit H(2|5) und T(6]-1) zwei aufeinanderfolgende Extrempunkte.
Bestimme die Funktionsgleichung der trigonometrischen Funktion.

1.5. Zeige, dass an keinem Punkt der Funktion f(x)=-x%+6x° +4 die Steigung den Wert der
Ableitung an der Stelle x = 2 tGbertrifft.

1.6. Bestimme zur Funktion f (X) :£—5e‘2x die Schnittpunkte des Graphen mit den Achsen des

Koordinatensystems und die Asymptote. Skizziere das Schaublid K.

1.7. Lose das folgende lineare Gleichungssystem:

+2x - 3y + 1z = -4
1
-3

-3+ 2y - 1z
+ 1x + 5y + 2z

Losungen: 1.1. Nullstellen N(-2|0), N(0]0), N(2|0) /
1.2. Tangente t: y = -2,5x+4,75 /

13. F(x) = ﬂx—§sin(2x) -3/
T 2

1.4. f(x) = asin(kx)+b mit: b=2, a=3, p/2=4 -> p=8 -> k=11/4: f(X) = 3sin(TTx/4)+2 /
1.5. Wendepunkt W(2]-28) mit maximaler Steigung f'(2)=12 /

1.6. y-Achse: Sy(0]-1,5), x-Achse: N(-In(0,7)/2|0), waagerechte Asymptote y = 3,5/ Skizze: wwrmee /
1.7. Losungen: x=2, y=1, z=-5.
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Aufgabe 2:

2.1. Gegeben ist die nebenstehende Wertetabelle einer ganz ratio- Wertetabelle:
nalen Funktion 3. Grades f(x). x |10

a) Bestimme aus der Tabelle die Nullstellen, Extrem- und Wende-
punkte der Funktion.

b) Bestimme den Funktionsterm.
c) Skizziere die Funktion. -8

-10

Ol N|/o|||bd||wW|N]|PFL|O

[En
o

2.2. Wo schneidet das Schaubild der Funktion g(x)=e* —4¢e*

2.3. Bestimme die Wendetangente zur Funktion h(x) = x> —3x” +10.

2.4. Berechne das bestimmte Integral: J:n84e'zxdx.

-400
-303.75
224
-159.25
-108
-68.75

60.75
100

f(x)

105.25
88
72.25
58
45.25
34
24.25

24.25
34
45.25

()
-18
-16.5
-15
-13.5
-12
-10.5

10.5
12

die Achsen des x-y-
Koordinatensystems? Ermittle die Koordinaten des Extrem- und des Wendepunktes der Funktion.

Losungen: 2.1. Nullstelle/Hochpunkt N/H(0|0), Wendepunkt W(2|-4), Tiefpunkt T(4|-8), N(6/0) -> f(x) = X2(x-6)/4 |

SKIiZZe: i .

2.2. y-Achse: Sy(0]-3), x-Achse: N(In(4)|0) / Tiefpunkt (In(2)|-4), Wendepunkt W(0|-3) /
2.3. f“(x) = 0 -> Wendepunkt W(1]8), f(1) = -3 -> Wendetangente t: y = -3(x-1)+8 = -3x+11/
2.4.63/32.
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Aufgabe 3:

2
. . . X .
3.1. Fur die ganz rationale Funktion f(Xx)= —?(x2 —4) sind Lage und Typ der Nullstellen zu

bestimmen. Skizziere die Funktion.

3.2. Gegeben ist die trigonometrische Funktion g(X) = 2COS§ X) .

a) Bestimme die Tangente an die Funktion g(x) an der Stelle x, = 2.

b) Wie grol ist Flache zwischen Tangente und Funktion im 1. Quadranten des Koordinatensys-
tems?

. . . . 1
Zu betrachten ist im Folgenden die ganz rationale Funktion h(X) = 2 x® —4x.

3.3. Auf welche Weise lasst sich der Inhalt der Flache A zwischen Funktion h(x) und x-Achse be-
rechnen? Begriinde.

4
0 A= j_4h(x)dx
0 4
an A= j_4 h(x)dx - jo h(x)dx
4
any A= —2[{0 h(x)dx
0 4
(V) A= j_4|h(x)|dx— j0|h(x)|dx
3.4. Untersuche das Monotonieverhalten der Funktion h(x) auf den jeweiligen

Monotonieintervallen.

3.5. Bestimme u:

Iuleo'zsxdx:S.
04

3.6. LOse das folgende lineare Gleichungssystem:

+ 4x - 1y = -4
+ 2x + 2y - 5z

- BX + 7z

Lésungen: 3.1. einfache Nullstellen N(-2|0), N(2|0), doppelte Nullstelle/Tiefpunkt N/T(0|0) /

Skizze:
3.2. Tangente: y = -Trx/2+1, Flache: A = Ioz(y - g(x))dx = -8/t /

3.3. () falsch / (1) richtig / () richtig / (IV) falsch / 3.4. Hochpunkt bei x=-4/N3, Tiefpunkt bei x=4/N3 ->
Monotonieintervalle: (-; -4/3) steigend, (-4/3; 4/\3) fallend, (4/43; =) steigend.
3.5. u=4In(6) / 3.6. Losungen: x=-0,5, y=2, z=0.
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Musteraufgaben (mit Hilfsmitteln)

Aufgabe 1:

1.1. Die Funktion g(x) ist nur teilweise bekannt mit:

g(x) = x> +bx* +cx+d
g(x) hat zudem folgende Eigenschaften: Der y-Achsenabschnitt der Funktion ist -4; bei x = 1 liegt
ein Hochpunkt und eine Nullstelle vor. Bestimme die Funktion g(x) vollstandig.
1.2. Gegeben ist die Funktion

f(x) =x*>—6x*+9x-4,
zu der alle Nullstellen, Extrempunkte und Wendepunkte zu bestimmen sind. Skizziere die Funktion
f(x) im Bereich -3 < x <5.

1.3. Bestimme an die Funktion f(x) die Tangente t, die durch den Funktionspunkt P(0|-4) geht. Be-
stimme, in welchem Punkt die Tangente t die Funktion f(x) auRerdem noch schneidet.

1.4. Berechne exakt den Flacheninhalt der Flache, die zwischen der Funktion f(x) und der Tangen-
te t liegt.

1.5. Fur welches u, 0 < u < 6, ist der Abstand zwischen Tangente t und Funktion f(x) am grof3ten?

1.6. Zeige, dass sich die Funktionen f(x) und die Parabel
h(x) = =x* + X
im Wendepunkt von f(x) berthren.

Lésungen: 1.1.b=-6,c=9,d=-4/

1.2. N(1]0), N(4]0); H(1|0), T(3]-4); W(2]-2) /

1.3.t:y = 9x-4; Q(6]50) /
6 6 6

L4 A= [(t0() = f()dx = [ (-x° +6x)dx = {— :11 x* + 2x3} =108/
0 0 0

1.5. d(u) = -u*+6u% u =4 mit d(4) = 32 /

1.6 W(2]-2); h(2) = -2 = f(2); h'(2) = -3 = £(2) mit h'(X) = -2x+1
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Aufgabe 2:

2.1. Die Funktion
g(x)=ae * +bx+c
schneidet die y-Achse bei y = -1, hat im Schnittpunkt einen Tiefpunkt und besitzt an der Stelle
x = -1 eine Tangente, die zur Gerade y = (1-e)x parallel ist. Bestimme a, b und c.
2.2. Bestimme — falls vorhanden — die Nullstellen, Extremstellen und Wendepunkte der Funktion
f(x)=e™*+x-2.
Skizziere die Funktion f(x) und deren Asymptote.

2.3. Berechne exakt die zwischen Funktion f(x) und Asymptote, y-Achse und Gerade x = 6 einge-
schlossene Flache.

2.4. In welchem GroéfRenverhdltnis stehen die beiden Flachen zueinander, die jeweils zwischen der
Funktion f(x) und der x- und y-Achse liegen?

2.5. Bestimme die Tangente an die Funktion f(x) an der Stelle x, =1. Wo schneidet die Tangente
die Achsen des Koordinatensystems?

Losungen: 2.1.a=1,b=1,c=-2/
2.2. N(-1,15|0), N(1,85|0); T(0]-1); kein Wendepunkt /
23.A=1-¢€"/
0 1 0 185 B 1 185
24. A= j (-f (x))dxz[e‘x -=x° +2x} =08 A2= j (-f (x))dx{e —Zx +2x} =113 A2 Ai=14/
-115 2 -115 0 2 0
2.5. Tangente: y = 0,6321x-1,2642 -> Sy(0|-1,2642), N(2|0).
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Aufgabe 3:

3.1. Die trigonometrische Funktion f(x) entsteht aus der Sinusfunktion durch Streckung um den
Faktor 11/4 entlang der x-Achse und um den Faktor 2 in Richtung der y-Achse, weiter durch Spie-
gelung um die Achse und durch die Verschiebung um 1 nach unten. Bestimme Funktionsgleichung
und Periode. Zeichne den Graphen der Funktion, 0<x<10.

3.2. Gegeben ist die Funktion
f(x) = —23in(§ x) -1

Zeige, dass an den Stellen x; = 4 und x, = 8 die Funktion Wendepunkte besitzt. Wie lauten die
Wendetangenten?

3.3. Wendetangenten und Funktion begrenzen eine Flache. Bestimme den Flacheninhalt!

3.4. Im Bereich 4 < x < 8 soll die Funktion f(x) durch eine Parabel 2. Grades, benannt als g(x), an-
genédhert werden. Die Parabel hat mit der Sinuskurve den Hochpunkt gemeinsam und verlauft
durch die Wendepunkte der Funktion f(x).

3.5. Die Kurve der Parabel g(x) = -0,5x*+6x—17 soll so verschoben warden, dass sie mit der x-
Achse des Koordinatensystems nur einen Punkt gemeinsam hat. Bestimme die neue Parabelfunk-
tion h(x).

Losungen: 3.1. f(x) = -2-sin(trx/4) — 1, p=8/
3.2. Wendepunkte: W1(4]-1), W2(8|-1); Wendetangenten: y = 1,57x — 7,28, y = -1,57x + 11,56

6
3.3.A= 2j (y - f(x))dx =1.187/
4

3.4. W1 (4]-1), Wx(8]-1), H(6]1), g(X) = ax’+bx+c, g(6) = 1, g(6) = 1, g(4) = -1 -> g(x) = -0,5x*+6x—17 /
3.5. h(x) = -0,5x*+6x—20.
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Aufgabe 4:

4.1. Bestimme aus der nachstehenden Zeichnung den Funktionsterm der ganz rationalen Funktion
3. Grades.

_Soy

P(1]1,5)

f(x)

| [-50
-10 10 x

4.2. Gegeben ist die Funktion
f(x) =-x° +6x°

Berechne exakt die Nullstellen, Extremstellen und Wendepunkte der Funktion. Wo ist die Funktion
monoton steigend, wo fallend, wo ist die Funktion links, wo rechts gekrimmt? Zeichne die Funkti-
on.

4.3. Die Tangente an die Funktion f(x) an der Stelle x, = 5 bildet zusammen mit der x- und y-Achse
ein rechtwinkliges Dreieck im Koordinatensystem. Bestimme den Flacheninhalt dieses Dreiecks.

4.4. Welchen prozentualen Anteil hat die Flache zwischen Funktion f(x) und x-Achse an der Drei-
ecksflache zwischen Tangente und Achsen?

4.5. Die Gerade x = u, 0su<6, schneidet die x-Achse im Punkt R, die Funktion f(x) im Punkt S. Zu-
sammen mit dem Koordinatenursprung O bilden die Punkte R und S das rechtwinklige Dreieck
ORS. Fur welches u hat dieses Dreieck einen maximalen Flacheninhalt? Wie grol3 ist dieser?

Losungen: 4.1 f(x) = 0,5x%(4—x) /

4.2 N(0]|0)=T(0]0), W(2]|16), H(4|32), N(6|0), Monotonie: fallend auf (-«,0), (4,«), steigend auf (0,4),
Krimmung: links gekrimmt auf (-=,2), rechts gekrimmt auf (2,«) /

4.3ty = -15x+100 -> N¢(20/3|0), S¢(0]100) -> A, = 1000/3 /

4.4 Grenzen: a=0, b=6 -> A =108 -> 108/(1000/3) = 0,324 =32,4 % /

4.5 A(u) = uf(u)/2 -> Maximum bei u = 4,5 mit A(4,5) = 68,34, A(0) =0, A(6) =0
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Aufgabe 5:

Gegeben sind die Funktionen
f(x)=e*—x-5, g(x) = x* - 4.
5.1. Zeichne beide Funktionen im Bereich -6<x<2. Bestimme die Nullstellen der Funktion f(x). Be-
rechne exakt den Tiefpunkt von f(x). Zeige, dass f(x) immer links gekrimmt ist.
5.2. Zeige, dass sich die Funktionen f(x) und g(x) im Tiefpunkt von f(x) berthren.

5.3. Wie grol3 ist die Flache zwischen den beiden Funktionen f(x) und g(x) sowie der Geraden
X =-47?

5.4. Wie groR3 ist die Flache zwischen der Funktion f(xX) und deren Asymptote im Bereich -2<x<-1?
Skizziere die Flache in der Zeichnung.

Die Bevolkerungszahl in einem Land gehorcht dem Gesetz des exponentiellen Wachstums. Zum
Zeitpunkt t=0, was dem Jahr 2000 entspricht, lebten in dem Land 28 Millionen Einwohner, 10 Jah-
re spater 30,5 Millionen Menschen.

5.5. Bestimme die zugehdrige Funktion des exponentiellen Wachstums. Wie grol} ist die prozentu-
ale Zunahme pro Jahr?

5.6. Mit welcher Bevolkerungszahl ist fur das Jahr 2020 zu rechnen? Wann Uberschreitet die Be-
volkerungszahl die Grenze von 35 Millionen Einwohnern?

5.7. Wie grol} ist die Zunahme an Einwohnern im Jahr 2015?

Lésungen: 5.1. N(-4,99|0), N(1,94/0); f'(x)=0, f*(0)>0 -> T(0|-4); f*(x) > 0 -> Linkskrimmung /

Skizzen: /
5.2.f(0) = g(0) = -4, f(4) = g'(4) = 0/

53.A= T(g(x) - f(x))dx = 16,35/

-1
5.4. Asymptote y = -x-5, A = .[( f(x) - y)dx = 0,23 /
-2
5.5. h(t) = 28e%%%" > prozentuale Zunahme pro Jahr: +0,86 % /
5.6. h(20) = 33,26; (t)=35 -> t=26 /
5.7. h'(15) = 0,274.
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Aufgabe 6:

6.1. Bestimme aus der unten stehenden Zeichnung die Funktionsgleichung der trigonometrischen
Funktion f(x).

f(x)

6.2. Es sei:
f(x) = 2cos§x) +2, g(X) = —05x2 + x+4.

Zeige, dass die Parabel die Kosinusfunktion in einem Hochpunkt und einem Tiefpunkt schneidet.
Berechne mit Hilfe einer Stammfunktion den Inhalt der Flache zwischen den beiden Funktionen im
1. Quadranten des Koordinatensystems.

6.3. Gegeben ist die Funktion:

1 1 7 1
h(X) ==x®-=x*-=—x-=
8 4 8 2
Zeige:
a) Die Funktion hat den Hochpunkt H(-1|0).
b) Die Funktion hat den Wendepunkt bei x = 2/3.
c) Die Funktion hat eine Nullstelle bei x = 4.

Stelle die Funktion h(x) in Produktform dar.

6.4. Wie grol} ist die Flache zwischen der Funktion h(x) und der x-Achse?

Losungen: 6.1. f(X) = 2(;05% X)+2/
4 4
62&@%8#%)A=“guy—H@NX{}lx$hlﬁ+2x—§ﬁmzxﬂ = 533/
) 6 2 T AT,
6.3. a) f(-1)=0, f(-1)=0, f*(-1)<0; b) F(2/3)=0, £*“(2/3)#0; c) f(4)=0; f(x) = (x+1)°(x-4)/8 |
1 1 5, 7 1

4 4
6.4.-A= j h(x)dx :[— XY - —x¥+—x?-= x} = -6,51->A=6,51FE.
) 32" 127 16 .
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Aufgabe 7:

7.1. Entscheide, ob folgende Aussagen richtig oder falsch sind:

a) Eine Polynomfunktion 3. Grades hat mindestens eine Nullstelle.
b) Eine Polynomfunktion 3. Grades hat genau einen Wendepunkt.

1 _
c) Die Funktion f(X) = §X+ 3+ e % ist rechts gekriimmt.
d) Die Funktion f(X) =2x+ C0OSX ist stets monoton steigend.

3
e) Die Funktion f(X) = gxz (x+11) ist achsensymmetrisch.

7.2. Gegeben sind die Funktionen
. Tl
f(x)= 2E1;|n(zx) , Yy =—-X"+4x.

a) Zeige, dass sich beide Funktionen auf der x-Achse schneiden.
b) Berechne den Flacheninhalt der von beiden Funktionen eingeschlossenen Flache.

g(x) =6-2e" und h(x) = 4(1—sin(§D

schneiden sich auf der y-Achse senkrecht.

7.3. Zeige: Die Funktionen

7.4. Fir die Funktion
4

e
k(x)=e*——x

(x) 4

ist die mittlere Anderungsrate im Intervall [0; 4] zu bestimmen. An welcher Stelle hat die Funktion

eine Steigung, die mit dieser mittleren Anderungsrate libereinstimmt. Wie lautet die Gerade durch
die Punkte P(0|1) und Q(4|0), wie die dazu parallele Tangente an die Funktion?

Lésungen: 7.1. a) richtig; b) richtig; c) falsch; d) richtig; e) falsch /

7.2. Nullstellen als Schnittpunkte N(0]0), N(4|0); A = 5,5737 FE / Skizze: /
7.3.9(0) = h(0) = 4, g(0):h*(0) = 2-(-1/2) = -1/
7.4. m =-0,25, k'(x) = -0,25 -> xo = 2,595 -> Tangente in Xo: y = -0,25x-21,37, Gerade: y = -0,25x+1
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Aufgabe 8:

8.1. Gegeben ist die Funktion
f(x)=e*+x-1.
Zeige, dass gilt:

2
.[(ex +x-1)dx=¢e’ -1,
0

8.2. Wie groR} ist die Flache zwischen Funktion f(x) und deren Asymptote im Bereich der Geraden
x = -2 und der y-Achse?

8.3. Die Funktion
g(t) =1131-982e % t20

beschreibt das (beschrankte) zeitliche Wachstum von Bakterien, die in einer kreisrunden Petri-
schale eine Flache bedecken (t [h], g(t) [cm?]). Beantworte folgende Fragen:

a) Wie grof3 ist die Flache, die die Bakterien bei Beobachtungsbeginn bedecken?

b) Welche Flache kdnnen die Bakterien maximal bedecken? Wie groR3 ist der Durchmesser
der Petrischale?

c) Wie grof3 ist die bedeckte Flache nach 5,5 Stunden?

d) Wann ist die halbe Flache der Petrischale von Bakterien bedeckt?

e) Wie grol3 ist Zunahme der Bakterienflache zum Zeitpunkt 10 Stunden?

f) Wie groR ist die durchschnittliche Anderung der Bakterienflache in den ersten 15 Stunden?

8.4. Fur die Exponentialfunktion
h(x) = ax + b + ce >

sind die Koeffizienten a, b und ¢ zu bestimmen. Dabei gilt:

a) Die Asymptote von h(x) geht durch die Punkte A(0]-2e) und B(2]0).
b) h(x) hat einen Tiefpunkt an der Stelle xo = -2.

Gib die Koordinaten des Tiefpunkts an. Bestimme die Nullstellen von h(x). Skizziere die Funktion
im entscheidenden Bereich.

8.5. Bestimme den Term einer ganz rationalen Funktion in der Form

k(x) =ax® +bx? +cx +d
, deren Schaubild bei N;(-4|0) eine doppelte, bei N»(8|0) eine einfache Nullstelle besitzt und die y-
Achse bei -8 schneidet.

2 2
Lésungen: 8.1. J.(e" + x—1)dx=[eX +%x2 - x} =(e’+2-2)-(1+0-0)=e’ -1/
0 0
8.2.A=0,8647/
8.3. a) g(0)=14,9; b) A=113,1 -> d=12 cm; c) g(5,5)=53,24; d) g(t)=113,1/2=56,55 -> t=6,13:
e) g'(10)=3,59 cm?/h; f) m = (g(15)-g(0))/(15-0) = 4,85 /
8.4. Asymptote y = ex—2e -> a=2, b=-2e, h'(X) = e-0,5ce >>* -> h'(-2) =0 -> c=2 -> h(x) = ex—2e+2e*™%;
T(-2|-5,44), N(-4,3|9), N(l,68:JO)
8.5. k(X) = (x+4)*(x-8)/16 = x°/16-3x-8
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Aufgabe 9:

9.1. Gegeben sei die Funktion
f(x) =3[cos@x) +5

Skizziere die Funktion im Intervall [-2; 4]. Berechne die dort auftretenden Hoch- und Tiefpunkte
exakt. Zeige, dass die Funktion achsensymmetrisch ist.

9.2. Bestimme im ersten Wendpunkt der Funktion f(x) mit positiver x-Koordinate exakt die Tangen-
te an die Funktion. Welchen Flacheninhalt hat das Dreieck, das durch x-Achse, y-Achse und Tan-
gente begrenzt wird?

9.3. Auf dem Intervall [-2; 2] soll f(x) angenahert werden durch eine ganz rationale Funktion 4.
Grades, die durch die Extrempunkte von f(x) verlauft. Berechne die Funktionsgleichung dieser
ganz rationalen Funktion g(x).

9.4. Erganze! FUr die Funktion
g(x) = 0,9855x* — 4,863x* + 8

ilt:
’ a) g(x)ist monoton steigendfir _ <x<__ oderx>__
b) g(x) hat die Steigung -2 bei x = X = , X =
c) Die Ableitung g‘(x) hat Nullstellen bei x = , X = , X=
d) Die Ableitung g‘(x) ist negativ fur x < oder <X<
e) Die Ableitung g‘(x) ist symmetrisch.
f) Die Stammfunktion G(x) hat an den Stellen x = , X = , X = Wendepunkte.

g) Die Stammfunktion G(x) ist Gberall monoton
h) Fur die Stammfunktion G(x) gilt flr x->: G(X) -> , flr X-> -0: G(X) ->

I) Die Stammfunktion hat genau Nullstelle/n.

Losungen: 9.1. T1(-11/2|2), H1(0|8), T2(11/2|2), Ha(11|8); f(-x) = f(x) /

9.2. W(11/4), t: y = -6x +311/2 + 5; Nullstelle der Tangente: x, =1,62=g,h=3m/2+5->A=7,86 FE/
9.3. Achsensymmetrie -> g(x) = ax* + cx* +e mit g(0)=8, g(11/2)=2, g‘(11/2)=0 ->

g(x) = 0,9855x" — 4,863x* + 8

9.4. a) —1/2<x<0, x>11/2; b) x=-1,665, x=0,218; ¢) x=-11/2, x=0, X=11/2; d) X<-11/2, O<X<T1/2;

e) punktsymmetrisch; f) x=-11/2, x=0, x=T11/2; g) steigend; h) G(X) -> =, G(X) -> -«; i) 1.
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Anhang: Zusammenfassung Analysis

i &m0 o
Potenzgesetze: a° =1, a* =a, a" @™ =a"™", — =a"", —=a " an=%a, (@™ =a"",
a a

m n n

an =%a™m, (ab)"=a" ", (Ej :%, 1" =1: (im Zusammenhang mit der e-Funktion:) €° =1,
€ m 1 }
e =e e [@&"=e"", —=e"", —=e " (e")™ =e"™ (e = Eulersche Zahl)
€ €

Logarithmengesetze: In1=0, In(ab) =Ilna+Inb, In(%)ﬂna—lnb, In@")=rlna, Ine* =x,

e"* = x (e = Eulersche Zahl, In = loge mit: € =0, e” = ®, In0 = -, [n() = «)

Sinus, Cosinus: sin0 =0, S‘”g =1, sinn=0, sin:%n =-1, sin271=0; cos0 =1, cosg =0,

cosn =-1, c;os%’2 =0, cos27n1=1; sin(-x) = —sinx, COS(-X) = cosx (Symmetrie);

sin(x + 2kn) =sinx, cos( + 2kn) = cosx (Periodizitat)

2
Gleichungen: ax+b=c = x:C;b (linear); x* + pX+q=0 = X, = —gi (2) -q (p-g-
a
—h++/h2 —
Formel), ax® +bx+c=0 - X, = b+ 2ba dac (a-b-c-Formel) (quadratisch);

ax®+bx*+cx =0 = x(ax® +bx+c) =0 (Ausklammern); ax' +bx’* +c=0 « az +bz+c=0 (bi-
quadratisch, Substitution: z=x%); €* =¢ = x=Inc (exponential); sinx=c = X,, =sin™(c) + 2k
u.a. (kez, trigonometrisch)

Funktionen: f: Ds -> R, f(X): ganz rationale, trigonometrische, Exponentialfunktionen, Ds = R als
Defintionsbereich, W; als Wertebereich

Geraden (m = Steigung, ¢ = y-Achsenabschnitt, Punkte P(x1]y1), Q(Xz|y2)): y = mx+c <-

Y% _Y"H (Zweipunkteform); I7h - m (Punktsteigungsform)
X=X X=X X=X

Parabeln: f(x) = ax’+bx+c = a(x-xs)*+ys mit Scheitelpunkt (Hoch-/Tiefpunkt) S(xs|ys)

Ganz rationale Funktionen: f(x)=a,x" +a,,Xx"" +...+ a,X+a, mit Grad n

Trigonometrische Funktionen: f(x) =asinp(x-c))+d, f(x)=acospb(x—c))+d mit: a = Amplitude,

= 2—: = Periode, c = Verschiebung entlang der x-Achse, d = Verschiebung entlang der y-Achse

Exponentialfunktionen (zur Basis €): f(x) =ag* +b mit: b = waagerechte Asymptote/Schranke, k =
Proportionalitatsfaktor

Ableitungen: f'(x), f“(x), ... Aufleitung/Stammfunktion: F(X) :_[ f(x)dx+C
Ableitungsregeln (Funktionen u(x), v(x)): Aufleitungsregeln (Funktionen u(x), v(x)):

(U() +v(x)) =u'(x) +V'(x) (Summenregel) I(u(x) +V(X))dx = _[u(x)dx + _[v(x)dx

(u(x) +r) =u'(x) (additive Konstante) I(ku(x))dx - k_[u(x)dx

(ku(x)) :‘ku'(x) (multiplikative Konstante) F(x) :J~ f(x)dx+C mit: F'(x) = f(x) (Hauptsatz
(U(X)V(X)) = U (x)v(¥) +u(x)v (x) (Produktregel) der Differential-und Integralrechnung)

(u(v(x)))' =u'(v(x)) V' (x) (Kettenregel)
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(x”) =nx"" (Potenzregel),
((ex+b)") =naax+by™,
(sin )—cosx (cosx) =-sinx,

() =e

(costx + b)) =-asin(ax+b), (ea‘x+b ) = g™

, (sin(ax+b)) = acos@x+bh),

Ixndxzixml,
n+1
[ (@x+ by dbx = —— [ (ax + )™
n+l a
Isinxdx:—cosx, _[cosxdxzsinx, Iexdx:ex,

_[sin(ax +b)dx = —gcos(ax +b),

j cos@x +b)dx = ésin(ax +b), j e dx :ie%b

Tangente: y=fF"(X)(X=%,) + F(X,) im
Beriihrpunkt B(xo|f(Xo)): f(xo) = y(Xo), f'(x0) = ¥*

Integrationskonstante C: f(x), F(x) mit F(Xo) = Yo

-> Fo(X) mit Cy=0 -> C=y—Fo(Xo), F(X) = Fo(X)+C

Kurvendiskussion:

|. Definitionsbereich D; = R

[I. X => %e0: f(X) —> £ (Polynomgrad) bzw.
f(x) —> a = y (waagerechte Asymptote) bzw. f(x)
—> ax+b =y (schiefe Asymptote)

[ll. Symmetrie: f(-x) = f(x) Achsensymmetrie,
f(-x) = -f(x) Punktsymmetrie

IV. Ableitungen: f'(x), f“(x), f“(X)

V. Nullstelle: f(xo) = 0 -> N(%,|0)

VI. Extremstelle: f'(xo) = 0 -> Hochpunkt
H(Xo[f(X0)) (f(%0)<0), Tiefpunkt T(Xo|f(xo))
(f*(x0)>0)

VII. Wendestelle: f*(x) = 0 -> W (Xo|f(Xo))
(f*(%0)#0)

Vlla. Sattelpunkt: f'(xo) = 0, f“(xo) =0 ->
S(o[f(Xo)) (f*“(x0)#0)

VIII. Monotonie: steigend (f/(x)=0), fallend
(f(x)=<0) -> Monotonieintervalle zwischen -«,
Extrema, +

IX. Krimmung: links (f*“(x)=0), rechts (f*(x)<0)
-> Krimmungsintervalle zwischen -, Wende-
stellen, +«

Bestimmtes Integral (Integrationsgrenzen a, b):

[ f9dx=[F(0]; =F(0) - F(a).

a

jﬁ f(x)dx=0, _T f (x)dx = —_T f (x)dx

a

Flachen (Funktionen f(x), g(x)):
|. Flache zwischen Funktion und x-Achse:
X1, xz ... Nullstellen mit f(x) = 0 ->

I, = J'f(x)dx [FOOLE =F(x,) —F (%), -

-> Al = ||1|, =D A=A1 +

[l. Flache zwischen zwei Funktionen:
X1, Xo, ... Schnittstellen mit f(x) = g(x) ->

= [(F0-g()x=]F(9 -G =

X
F(Xz)_G(Xz)_F(Xl)"'G(Xz)’
-> Al = ||1|, e =2 A=A1 +

(Grafisches) Auf- und Ableiten: f/(x) <-> f(x), f(x) <-> F(x) (NEW-Regel):

f'(x)/f(x):
F(X)/f(x):
f{(x)/f(x):
f'(x)/f(x):
F(X)/f(x):
F(X)/f(x):
f'(x)/f(x):

positiv <=> f(x)/F(x): streng monoton steigend

negativ <=> f(x)/F(x): streng monoton fallend

Nullstelle x, mit Vorzeichenwechsel von - nach + <=> f(x)/F(x): Tiefpunkt X,
Nullstelle x, mit Vorzeichenwechsel von + nach - <=> f(x)/F(x): Hochpunkt Xq
Hoch-/Tiefpunkt xo <=> f(x)/F(x): Wendepunkt Xxo

Nullstelle als Hoch-/Tiefpunkt x, <=> f(x)/F(x): Sattelpunkt X,

X->x0: f(X)/f(X) -> 0 <=> X->x0: f(X)/f(X) -> C

F(X)M(X): X->x0: F(X)/f(X) -> € <=> X->%e0: f(X)/f(X) -> CX
f(x): doppelte Nullstelle -> Hochpunkt, Tiefpunkt; dreifache Nullstelle -> Sattelpunkt

Bestimmungsaufgabe: I. Funktionstyp:

f(x) =ax" +bx"™" +... (ganz rational) oder:
f(x)=ae', f(x)=ad"+b (exponentiell) mit n
Unbekannten a, b, ..., k

Il. Ableitungen: f'(x), f“(x)

lll. n Eigenschaften: f(x1) =y, ..., f'(X2)
f“(X2) =¥z, ... u.a. -> n Gleichungen
IV. (Lineares) Gleichungssystem: Losungen a,
b, ... <- GauR3-Algorithmus 0.4.

V. Errechnete Funktionsgleichung f(x).

=V¥2, ..y

Extremwertaufgabe (Variable u, v):

I. Nebenbedingung: v=g(u), u € [a;b]

II. Hauptbedingung:
f*(u,v)=1*(u,g(u)=f(u)

[ll. Maximierung, Minimierung: f'(u) = 0 -> u, als
Hochpunkt H(uo|f(uo)) (f*“(uo)<0) bzw. als Tief-
punkt T(uo|f(uo)) (f“(uo)>0)

IV. Vergleich mit den Randextrema (u=a, u=b):
Maximum bzw. Minimum der Werte f(a), f(uo),
f(b) als globales Maximum bzw. Minimum
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Bestimmungsaufgabe (trigonometrische Funktionen): I. Funktionstyp f(x) =asinp(x-c))+d,
f (x) =acosb(x —c)) +d mit Unbekannten a, b, c, d
Il. Eigenschaften: Tiefpunkt T(x{|yT), Wende-/Mittellinienpunkt W (xw|yw), Hochpunkt H(Xy|yn)

lll. Berechnung der Unbekannten u.a. mit: d = WTyH a= Yy -d,b= 2n (<- Periode p von Mit-

tellinienpunkt zum Gbern&achsten Mittellinienpunkt bzw. von Tiefpunkt zu Tiefpunkt bzw. von Hoch-
punkt zu Hochpunkt), ¢ = xy (bei Sinusfunktion) bzw. ¢ = x4 (bei Kosinusfunktion)

Wachstum: f(X) =a€ (exponentielles Wachstum, exponentieller Zerfall, k Proportionalitéatsfaktor),

f(X) =a€" +b (beschranktes Wachstum, beschrankter Zerfall, k Proportionalitatsfaktor, b Schran-
ke) mit: f(x) Bestand -> f/(x) Zunahme/Abnahme/Veranderung des Bestands
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