Datenblatt: Abitur > Mathematik > Analysis
Kurvendiskussion (gebrochen rationale Funktionen)

Eine gebrochen rationale Funktion (Polynom) f: D; -> R ist vom Typ:

() = a,x"+a, X"t +. . +ax+a,
b, x™+b X" +..+bXx+b,

(fur natirliche Zahlen m, n und reelle Koeffizienten ay, ..., a,, by, ..., by). Gebrochen rationale Funktion sind
Briiche von ganz rationalen Funktionen, Quotienten aus Zahler- und Nennerpolynom.

Die Kurvendiskussion ermittelt die Besonderheiten der aus einer Funktion f(x) sich ergebenden Kurve im x-y-
Koordinatensystem, des Graphen von f(x). Hinsichtlich einer gebrochen rationalen Funktion f(x) hei3t das:

Zentrale Punkte der Kurvendiskussion

a,x"+a X"+ tax+a; _a,(X— X)X Xy,)"' 0.R(X)
b X™ + b, X"+ X HDy b, (X = Xpy) M (X = Xpy) S IR, (X)

Funktion: f(x) =

I. (Maximaler) Definitionsbereich, senkrechte Asymptoten (Polstellen), Nullstellen:
a) Nenner =0 -> b _x" + bm_lxm'l +...+ b X+b, =0 ->Xp1, Xpy, ... -> Dy = R\{Xp1, Xpz, ...} (Definitionsbereich)

b) Zahler=0 -> aan + a.n_an_l +...+ a1X + a.o =0 -> XN1y XN2y --

¢) Auswertung:

— Stimmt eine Nennernullstelle xp mit einer Zahlernullstelle xy Uberein, so kann der Funktionsterm f(x) um
den Faktor (x-xp)I = (x-xN)k (I=k) zu f*(x) gekurzt werden; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle echt gro-
Ber k, so liegt bei xp eine senkrechte Asymptote vor; ist die Vielfachheit der Nennernullstelle kleiner gleich
k, so liegt bei xp eine Liicke mit Lickenwert f*(xp) vor.

— Ansonsten liegen bei Xp1, Xpy, ... S€nkrechte Asymptoten mit Linearfaktor (x—xp)I vor, und zwar mit Vorzei-
chenwechsel bei ungeradem | (mit Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-«
(X->Xp, X<xXp) und f(x)-> (X->Xp, X>Xp) oder mit f(X)->= (X->Xp, X<Xp) und f(x)->-< (X->Xp, X>Xp)), ohne Vor-
zeichenwechsel bei geradem | (ohne Vorzeichenwechsel bei senkrechter Asymptote xp mit f(x)->-«
(X->Xp, X<Xp) und f(x)->-o (X->Xp, Xx>Xp) 0der mit f(x)-> (X->Xp, X<Xp) UNd f(X)-> (X->Xp, X>Xp)).

— Ansonsten liegen weiter bei Xy, Xn2, --. Nullstellen mit Linearfaktor (x-xp)k vor, und zwar mit Vorzeichen-
wechsel bei ungeradem k, ohne Vorzeichenwechsel bei geradem k (Hoch-, Tiefpunkt).

Il. Waagerechte Asymptote: Fir x -> + gilt:
>0 fallsn<m

ax"+a_x"'+..+ax+a a
n T o 0 > 0 fallsn=m

b, x™ +b,  x"" +..+bXx+b, b,
-> to0 fallsn>m

f(x)=

lll. Ableitungen (nach Quotientenregel; zuvor (wenn mdoglich) Funktionsterm f(x) zu f*(x) kiirzen; bei Ablei-
tungen gleiche Faktoren in allen Summanden des Bruchs kirzen; zu beachten sind Vorgehensweisen zum
leichteren Ableiten, d.h.: Vermeidung der Quotientenregel bei konstantem Zahler und Anwendung der Ket-
tenregel, Vermeidung der Quotientenregel z.B. bei gebrochen rationalen Funktionen mit Nenner als Potenz
x" und Anwendung der Potenzregel)

IV. Hochpunkte, Tiefpunkte (relative Extrema; Gleichung f'(x) = 0 l6sen, Losungen in f'(x) einsetzen):
a) f'(x) =0 -> Xy, Xp, ...
b) f'(x1) <0 -> H(X4|f(xy)) oder f(x1) > 0 -> T(X4[f(X1)); F'(X2) < 0 -> H(X,[f(Xp)) oder f'(xp) > 0 -> T(X,|f(X2)); ...

V. Wendepunkte (Gleichung f*(x) = 0 I6sen, Lésungen in f*‘(x) einsetzen):
a) f'(xX) =0 -> Xy, X, ...
b) f**(Xq) # 0 -> W(X4[f(X1)); ' (X2) # 0 -> W(X,|f(X2)); ...

Va. Sattelpunkte x, liegen vor, wenn (nach IV. und V.) gilt:
f'(xg) =0, f(Xo) = 0, f*'(Xo) # 0 -> S(Xo|f(X0))
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Zusatzliche Punkte der Kurvendiskussion

VI. Monotonie (steigende [wachsende], fallende Monotonie [nach I., IV.]; bei Hoch- und Tiefpunkten sowie
senkrechten Asymptoten Xy, X, ..., X, Mit X; < X, < ... < X,, X als Stelle im jeweiligen Monotonieintervall):

— Monotonieintervall (-, x;): f(x) monoton steigend (x; als Hochpunkt, x; als Polstelle mit f(X)->~ (x->Xy,
X<Xy), f'(Xo)>0) oder monoton fallend (x; als Tiefpunkt, x; als Polstelle mit f(x)->-< (x->x1, X>X1), f'(Xp)<0);

— Monotonieintervall (x1, X,): f(x) monoton fallend (x; als Hochpunkt, x, als Tiefpunkt, x; als Polstelle mit
f(X)-> (X->X1, X>X1), X, als Polstelle mit f(x)-> (x->X,, X<X3), f'(Xo)<0) oder monoton steigend (x; als Tief-
punkt, X, als Hochpunkt, x, als Polstelle mit f(x)->-% (X->X,, X<X,), f'(X0)>0); ...

— Monotonieintervall (x,, «): f(xX) monoton fallend (x, als Hochpunkt, x, als Polstelle mit f(x)->c (x->X,, X>Xp),
f'(x0)<0) oder monoton steigend (x, als Tiefpunkt, x, als Polstelle mit f(x)->- (X->X,, X>Xp), f'(X0)>0)




VII. Krimmung (Links-, Rechtskrimmung, Konvexitat, Konkavitat [nach I., V.]; bei Wendepunkten sowie
senkrechten Asymptoten X, X, ..., X, Mit X; < X, < ... < X, X als Stelle im jeweiligen Krimmungsintervall):

— Krimmungsintervall (-», x;): f(X) links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, x; als Polstelle mit f(x)->c
(X->X1, X<Xy), f“(Xg)>0) oder rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, x; als Polstelle mit f(x)->-e
(X->X1, X<X1), f*“(X0)>0);

— Krimmungsintervall (x;, Xp): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, x; als Polstelle mit
f(X)->-0 (X->X1, X>X1), X, als Polstelle mit f(x)->- (X->X,, X<X,), f(Xc)<0) oder links gekrimmt (bei Tief-
punkt im Intervall, x; als Polstelle mit f(x)->~ (x->X;, X>X;), X, als Polstelle mit f(x)->« (X->X,, X<Xy),
f(x0)>0); ...

— Krimmungsintervall (x,, «): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, x, als Polstelle mit f(x)->-c
(X->Xn, X>X,), f(X0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, x,, als Polstelle mit f(x)->< (x->X,,
X>Xp), f(X0)>0); ...

VIIl. Symmetrie:
a) Achsensymmetrie (zur y-Achse; fiir gerade Funktionen): f(-x) = f(x) oder:

Zahler gerade, Nenner gerade -> f(x) gerade
Zahler ungerade, Nenner ungerade -> f(x) gerade

b) Punktsymmetrie (zum Ursprung; fir ungerade Funktionen): f(-x) = -f(x) oder:

Zahler gerade, Nenner ungerade -> f(x) ungerade
Zahler ungerade, Nenner gerade -> f(x) ungerade

c) f(x) achsensymmetrisch -> f'(x) punktsymmetrisch -> f*(x) achsensymmetrisch usw.
f(xX) punktsymmetrisch -> f/(x) achsensymmetrisch -> f*(x) punktsymmetrisch usw.
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f(x) = X*(x—4)(x-3) :
(2x+5)(x—3)(x-1
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