Datenblatt: Abitur > Mathematik > Analysis
Wachstum

Die lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung:
y+ay =b

(fur reelle Zahlen a, b) fuhrt (bei a=0) auf das lineare Wachstum y = mt + ¢, (bei a#0, b=0) auf das exponen-
tielle Wachstum y = ce, (bei a#0, b#0) auf das beschrankte Wachstumy =S — ce™ (Zeit: teR, t=0).

Lineares Wachstum (Zunahme: m>0; Abnahme: m<0) wird dargestellt
durch eine lineare Funktion (Gerade) vom Typ 8000 1
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f(t)=mt+c 00 pd

mit Anfangsbedingung f(0) = ¢ und Steigung (Anderungsrate) meR ver- | ©®
maoge der Differenzialgleichung:
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f l(t) =m 20,00
Die Bestimmung der Funktion f (t) = mt + ¢ erfolgt nach der: 1000 1
f t _ 0,00
a) Punktsteigungsform: # = m mit Geradenpunkt P(t;]y;) N ) & e

1

> ft)=mt-t)+y, =mt-mt, +y,
f(t)_yl - Yo=Y,
t_

b) Zweipunkteform: mit Geradenpunkten P(t1]y1), Q(to]y-)

t, t, -t
> 1) =Rt +y, =22 R 4y,
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Exponentielles Wachstum (Wachstum: k>0; Zerfall: k<0) genigt einer wonso
Exponentialfunktion vom Typ 120000
f(t)=c = soin00
mit Anfangsbedingung f(0) = ¢ > 0 und Wachstumsfaktor (Proportionali- |
tatsfaktor) keR vermoge der Differenzialgleichung: w000
fr@) =k f(t) awomm
die die Anderung des Wachstums als proportional zum Bestand be- w000
schreibt (Bestand: f(t), Anderungsrate: f'(t)). Es gilt: .

f(0) =c, f'(t)=kc@", f(0) = ke

Far k>0 ergibt sich als Verdopplungszeit Ty: T,, = InTZ fur k<0 als Halbwertszeit Ty: T,, = ~In2 .

Kk
Hinsichtlich der Bestimmung der Funktion f (t) = c@" gilt:
Mit Anfangsbedingung Ohne Anfangsbedingung
Ansatz: f(t) =c&" Ansatz: f(t) =c&"
Anfangswert f(0) -> ¢ = f(0) Punkt P(ty]y,) der Funktion: f(t,) =c[&“ =y,
Punkt Q(t,ly2) der Funktion: f(t,) =c[@® =y, Punkt Q(tzly2) der Funktion: f(t,) =c[& =y,
Kty
> k= |n(y2j/[2 (Umstellen nach k) S C Eekt =N (Division der Gleichungen)
C cle®™ vy,

> k= In(le/(t1 —t,) (Umstellen nach k)
y

2
>C=Yy [ (Umstellen nach c)

Ergebnis: f (t) = c[&" Ergebnis: f (t) = c[&"

Bestimmung der exponentiellen Wachstumsfunktion




Beschranktes Wachstum (Wachstum: ¢>0; Zerfall: ¢c<0) liegt vor, wenn o000
der Wachstumsprozess der Differenzialgleichung

') =k [(S- f (1))

genigt, also bei k>0 die Veranderung des Wachstums proportional zum wno
Rest (Manko) bis zu einer (oberen oder unteren) Grenze SeR ist. Die |-
Ldsung der Differenzialgleichung ist dann:

f(t)=S-cle™

mit S als Schranke (t-><: f(t) -> S), f(0) = S — c als Anfangswert (f(0) < S: o
Wachstum; f(0) > S. Zerfall), c = S — f(0), k als Proportionalitatsfaktor. AR EEEREE A EER ERRRE
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Zur Bestandsfunktion ergibt sich als Anderungsrate:
f'(t)=kc@™, #(0) = kc
Mit f(0) = 0 als Anfangsbestand gilt: ¢ = S und: f(t)=S(—e™) als spezielle Funktion des beschréankten
Wachstums. Anderungsrate ist hier: f'(t) =kS&™.
Hinsichtlich der Bestimmung der Funktion f(t) =S—-cl&™ gilt:

Mit Anfangsbedingung Ohne Anfangsbedingung
Ansatz: f(t)=S-cl&™ mit vorgegebenem S Ansatz: f(t)=S-cl&™ mit vorgegebenem S
Anfangswert f(0) -> ¢ = S —(0) Punkt P(ty]y,) der Funktion: f(t,) =S-cl&"“ =y,
Punkt Q(t,ly,) der Funktion: f(t,) =S—Ccl&" =y, |punkt Q(t,ly,) der Funktion: f(t,) =S—c&% =y,
> c@“ =S-vy, >c@" =S-y, c@* =S-vy,
> k= |n(s_y2J/[2 (Umstellen nach k) > C e =SV (Division der Gleichungen)

¢ cle= S-y,

>k = In[:: ;/1 j/(tl —t,) (Umstellen nach k)

2
->Cc=(S-vy,) [ (Umstellen nach c)

Ergebnis: f(t)=S-cl&™ Ergebnis: f(t)=S-cl&™

Bestimmung der beschrankten Wachstumsfunktion

Auf Dauer stellt sich bei der Bestandsfunktion f(t) =S—c@™ der Wert S ein (t -> «: f(t) -> S als waage-
rechte Asymptote).
Beim Aufstellen und Umformen zur Differenzialgleichung f'(t) = k [(S— f (t)) ist zu beachten:

Absolute Zunahme a, prozentuale Abnahme des Bestands k (pro Zeiteinheit)

> () =a-k (1)

-=> f'(t) = k[% - f(t)j (Ausklammern des Proportionalitatsfaktors k)
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