Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Ableitung/Integral

Aufgabe: Bestimme die 1. Ableitung f(x) und eine Stammfunktion F(x) der Funktion:

F) =[xt +50° —4x? +9).

Lésung: I. Wir setzen eine Funktion f(x) vom Typ

f(X) = (OX"+0n X" '+, +0 X +0lg) -€™

mit vorgegebenen reellen Zahlen ay, ay, ... a,, r#0 voraus, die Ableitungsfunktion f‘(x) ist vom selben Typ mit:

f‘(X) = (anxn+an-1 Xn-1+. . .+a1X+ao)'erX

mit zu bestimmenden ay, ai, ... a,. Funktion und Ableitungsfunktion enthalten als Faktoren Polynome vom selben Grad n, so dass n+1 a;, i=0, ..
ermitteln sind. Dazu leiten wir die Funktion f(x) gemaf der Produktregel ab und erhalten nach obiger Produktregel:

f(x) = (NAX""+(N-1) ApsX"24...+a1)-€™ + r(AX"+n X" ... +Q;X+Qg) - €™
(rapX"+ (N0 01 )X 4+ ((N-1) g +10n2) X" 24 .. +(01+10lp) ) - €™

und damit eine weitere Darstellung der Funktion f'(x). Ein Koeffizientenvergleich fihrt auf die folgenden Beziehungen:

an = ran
a = (k+1)ak+1+rak, k= O, ... N-1 (*),

d.h. die Koeffizienten des Polynoms in der Ableitungsfunktion errechnen sich vermége:

als Lésungen eines linearen Gleichungssystems.
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Zur Funktion f(x) mit
f(X) = (OX " +0n X" ' +... +0X+0lg) -€™
mit vorgegebenen reellen Zahlen ay, a4, ... a,, r#0 ist eine Stammfunktion F(x):
F(x) = (bnX"+bn1x""+...+byx+byg)-e™
mit zu bestimmenden by, by, ... b,. Da die Funktion f(x) sich als Ableitung einer Stammfunktion F(x) darstellt (F‘(x) = f(x)), gelten geman (*):

(o = rb,
O = (k+1)by, 1+, k=0, ... n-1 (**),
so dass sich das lineare Gleichungssystem
a, r 0 0 .. 0 0Y b,

n-1

a,, 0O n-1 r .. 0 O0|b,_,
a, 0O 0 0 .. r Of b
a, 0O 0 0 .. 1 r)\b

ergibt. Das lineare Gleichungssystem ist nach den Unbekannten by, by, ... b, eindeutig auflésbar, da die in der Haupt- und einer Nebendiagonalen mit
nicht verschwindenden Elementen r und n, n-1, ... 1 besetzte Matrix

O 0O O .. r O
O 0 0 .. 1 r
invertierbar ist. Zu den Funktionen vom Typ f(x) = (aX™+0,.1x""+...+0:x+00)-e™ existieren damit geschlossen darstellbare Stammfunktionen F(x) =
(baX"+by1 X" +....+byx+bg)-e™ vom selben Typ.

Die Bestimmung der Unbekannten by, by, ... b, geschieht entweder mit Hilfe des GauB-Algorithmus, angewendet auf das lineare Gleichungssystem
(*):

rb, = a,

nbn + rbn_‘] = Gn_‘]

(n'1 )bn_‘] + rbn_2 = Gn_g

2b2 + rb1 = Qa4
b1 + I’bo = 0o
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oder mit Hilfe der Matrixinversen:

b, r 0 0 0 0 a,
b, n r 0 0 O a,,
b,,| |0 n=1 r 0 0| |a,.

b, 0 0 O r 0 a,

b, 0 0 O r a,

bei Matrixinversion ebenfalls mit den Gauf3-Verfahren.

Il. Zur Funktion f(x) = (x4 +5x° —4x° +9)e‘2x bilden wir die 1. Ableitung, indem wir mit r = -2 und n = 4 folgende 5x5-Matrix

-2.0 0 0 O
4 -2 0 0 O
O 3 -2 0 O
o o 2 -2 0
o o o0 1 =2

aufstellen. Die Koeffizienten ay, a1, a,, as, a, des Polynoms in der Ableitungsfunktion f'(x) bestimmen sich dann auf Grund von ag = 9, a; = 0, a, = -4,
a3 =5,a,=1als:

a,Y (=2 0 0 0 0 -20 -2
a,| |4 -2 0 0 0S5 40+ (=2) 5 -6
a,|=[ 0 3 -2 0 0 |-4[=[303+2)a4) |=| 23
a| |0 0 2 -2 0 20-4)+(=2)D| | -8
a) LO 0 0 1 -2)09 1D +(-2)® ~18

Mit ap = -18, a; = -8, a» = 23, a3 = -6, a, = -2 folgt fir die 1. Ableitung:
£ = (- 2x* —6x° +23x> ~8x 18]

1. Auch zur Bestimmung der Koeffizienten by, b, b, bs, b, des Polynoms in einer Stammfunktion F(x) zur Funktion f(x)= (x4 +5x° —4x? +9)e‘2x
verwenden wir die oben gebildete 5x5-Matrix, zu der wir wie folgt die Inverse bilden:
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Matrix | Einheitsmatrix -> 4. Schritt: 4*(5) + 1*(4) /

Anfangstableau: 2 000010000

2 0000]10000 02000]21000
4200001000 0040063200
03200100100 000-40|63220
0022000010 000O0-8|63224
0001-2]0000H1 5. Schritt: (keine Umformung) /

1. Schritt: 1%(2) + 2*(7) / 2 0000]10000
2000010000 0200021000
0200021000 0040063200
0320000100 0 00-40]63220
0022000010 0000-8|63224
0001-2[00001 Teilen: ( )(2)/(2)(2)/(3):(-4)/(4)(4)/(5):(-8)/
2. Schritt: 2(3) + 3*(2) / 10000/ - 0 0 0 0
2000010000 01000 | -1-1/2 0 0 O
0200021000 00100 -32-34-12 0 0
0040063200 00010 -32 -34-12 -1/2 0
0022000010 0000 1| -34 -38 -1/4 -1/4 -1/2
0001-2[00001 -> Einheitsmatrix | Matrixinverse

3. Schritt: 2*(4) + 1(3) /

2 0000[]10000

0200021000

0 040063200

000-40|63220

0001200001

Mit der Matrixinversen berechnen sich mit ap =9, a; =0, o, = -4, a3 = 5, a, = 1 die gesuchten Koeffizienten der Stammfunktion als:

b, -0,5 0 0 0 0 1 -0,50 -0,5
b, -1 -0,5 0 0 0 5 -10+(-0,5 05 -35
b, |=| -15 -0,75 -05 0 0 |—-4|= —1,50+(-0,75) 3 + (-0,5) L{—4) =| -3,25
b, -5 -075 -05 -05 0 0 -1,50+(-0,75) 5 + (-0,5) [{—4) + (-0,5) [D -3,25
b, -0,75 -0375 -0,25 -025 -05\ 9 —-0,750 + (-0,375) (3 + (-0,25) [(—4) + (-0,25) [0 + (-0,5) [® -6,125

und damit als: by = -6,125, by = -3,25, b, = -3,25, b; = -3,5, b, = -0,5. Eine Stammfunktion lautet folglich:
f(x)= (— 0,5x* —3,5x° —=3,25x> —=3,25x — 6,125)e‘2" .

www.michael-buhimann.de / 08.2025 / Aufgabe 2492

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Ableitung/Integral 4



