Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Grabhugel Magdalenenberg

Aufgabe: Der Grabhiigel Magdalenenberg stidwestlich des Ortzentrums von Villingen (Stadt Vil-
lingen-Schwenningen) gehort der eisenzeitlichen Hallstattzeit (8. Jahrhundert-5. Jahrhundert, Mit-
te) an. Der Grabhigel wurde laut dendrochronologischer Datierung der Grabkammer um 616
v.Chr. aufgeschuttet, der Grabhigel enthielt 126 Graber. Wahrend das gepliinderte Furstengrab
nur noch wenige Funde enthielt, war die Fundausbeute in den zu Nachbestattungen gehdérenden
Grabern reichhaltig. Stangensetzungen aus Holzstangen wurden auf der Higelkuppe archaolo-
gisch beobachtet. Insgesamt hat der Grabhigel einen Durchmesser von ca. 102 m bei einer Hohe
von ca. 8 m. Der Grabhigel kann als rotationssymmetrisch um eine zentrale Achse angenommen
werden.

a) Bestimme Umfang und Inhalt der Grundflache, die der Grabhtigel bedeckt.

b) Der Querschnitt durch die Achse im Zentrum des Grabhigels lasst entlang der Hiigeloberflache
anndhernd eine Parabel 2. Grades entstehen. Gib unter Einrichtung eines geeigneten x-y-
Koordinatensystems die Funktionsvorschrift fir diese Parabel an.

c) Wo ist der Grabhilgel am steilsten, unter welchem Winkel ragt der Higel aus der Erdoberflache
heraus? Wie groB3 ist die durchschnittliche prozentuale Steigung am Grabhtgel? Wie groB ist die
prozentuale Steigung am Grabhudgel in einer H6he von 4 m?

d) Unter Verwendung des x-y-Koordinatensystems und der ermittelten Funktionsvorschrift ist der
Inhalt der zentralen Querschnittflache des Grabhtigels zu berechnen.

e) Durch Rotation der zentralen Querschnittflache soll der Rauminhalt des Grabhlgels berechnet
werden.

f) Ermittle den Oberflacheninhalt der Higelkuppe. Um wie viel Prozent ist der Oberflacheninhalt
der Hiigelkuppe gréBer als der der Grundflache des Grabhugels?
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Lésung: a) Aus der Rotationssymmetrie um die zentrale Achse, die senkrecht zur als eben ange-
nommenen Erdoberflache steht und die maximale H6he des Grabhlgels beinhaltet, ergibt sich,
dass die Grundflache ein Kreis mit Durchmesser d = 102 m ist. Der Radius des Kreises ist folglich:
r=d/2 =51 m. Geman der Formel fir den Umfang der Grundflache u = 2mir folgt:

u=2m51=320,44 m.
Die Formel fur den Flacheninhalt der Grundflache G = mir? fiihrt auf:
G =1-512=8171,28 m°.

b) Wir setzen als zu suchende Funktion eine Parabel 2. Grades voraus; die Funktion f(x) besitzt in
einem x-y-Koordinatensystem mit der Erdoberflache als x-Achse und der Rotationsachse des
Grabhiigels als y-Achse also die Funktionsvorschrift: f(x) = ax® + bx + c. Die von der Funktion ein-
geschlossene zentrale Querschnittflache enthalt die Mitte der Higelkuppe als Hochpunkt H(0|8)
von f(x) und die Stellen, an denen die Hiigelkuppe auf die Erdoberflache trifft, als Nullstellen
N(-51]0), N(51]0) von f(x). Es folgt damit die Berechnung der Koeffizienten a, b, ¢ der Funktion:

I. Ganz rationale Funktion: Ansatz: f(x) = ax’ +bx + ¢

Eigenschaften:

(1) Punkt N(-51|0) als Nullstelle: f(-51) = 0 -> Gleichung: a-(-51)% + b-(-51) + ¢ = 0
(2) Punkt H(0|8): f(0) = 8 -> Gleichung: a-0° + b-0 + c = 8

(3) Punkt N(51|0) als Nullstelle: f(51) = 0 -> Gleichung: a-51+b-51+c=0

. Koeffizientenbestimmung: 3x3-Gleichungssystem (Dreiecksgestalt)

Lineares Gleichungssystem:

+ 2601a - 51b + 1c = 0
+ 1c = 8
+ 2601a + 51b + 1c = 0

Anfangstableau:

2601 -51 1 | 0
0 0118
2601 51 1|0
1. Schritt: 1%(3) - 1*(1) /
2601 -51 1 | 0
0O 018
0102 0| 0

Zeilentausch: (2) <-> (3) /
2601 -51 1] 0
0102010
0 0118
2. Schritt: (keine Umformung) /
2601 -51 1] 0

0102 0] 0
0 01]8
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 2601a - 51b + 1c =0
+ 102b =0
+ 1c = 8
Lésungen des linearen Gleichungssystems:
c=8
b=0
=-0.0030757400999615533

I11. Eunktion: f(x) = -0.0031x% + 8
IV. Wertetabelle, Graph: f(x) = - 0.0031x” + 8; f'(x) = - 0.0062x ; f"(x) = - 0.0062; f"(x) = 0
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Wertetabelle:

X f(x) f'(x) '(x) "'(x) Besondere Kurvenpunkte
-51 0 0.3137 -0.0062 0 || Nullstelle N(-51|0)
0 8 0 -0.0062 0 || Schnittpunkt S,(0|8) = Hochpunkt H(0|8)
51 0 -0.3137 -0.0062 0 || Nullstelle N(51|0)
Graph:

Der Funktionsterm der Parabel 2. Grades lautet also: f(x) = -0,0031x? + 8 fir -51 < x < 51. Die Pa-
rabel ist insbesondere symmetrisch zur y-Achse des x-y-Koordinatensystems.

c) |. Wir bilden zu f(x) = -0,0031x? + 8 die 1. Ableitung als: f(x) = -0,0062x. Nullsetzen der 1. Ablei-
tung ergibt:

f(x) =0 & -0,0062x =0 <= x=0

mit f(0) = 0 am Hochpunkt H(0|8). Hier ist die Ableitung (betragsmaBig) am kleinsten, der Grabh(-
gel also eben. Die betragsmaBig gréBte Steigung liegt fir x = -51 bzw. x = 51 vor mit:

f(-51) = |f'(51)| = |-0,0062-51| = 0,3137 = m.
Der Steigungswinkel ¢ an den Stellen x = -51 bzw. x = 51 betragt wegen tan(¢) = m:
¢ =tan"(0,3137) = 17,42°.

Il. Die durchschnittliche Steigung am Grabhigel bestimmt sich mit dem Differenzenquotienten aus
den Punkten N(-51|0) und H(0|8) mit:

das sind prozentual 15,69 %.

l1l. Wir bestimmen bzgl. f(x) = -0,0031x® + 8 die Punkte auf der Hiigelkuppe, die in einer Hohe von
4 m liegen und haben:

f(x) = 4 & -0,0031x* + 8 = 4 <> -0,0031x* = -4 <> x* = 1290,32 <> x = 35,92,
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so dass die Punkte P¢(-35,92|4), P»(35,92|4) auf Funktion f(x) und Higelkuppe liegen. Wir erhalten
als Steigung:

f'(-35,92) = |f'(35,92)| = |-0,0062-35,92| = 0,2227 = m,

d.h. prozentual 22,27 %.

d) Die zentrale Querschnittfliche Aq berechnet sich im oben definierten x-y-Koordinatensystem als

Flache bzw. Integral zwischen Funktion f(x) und x-Achse. Somit gilt vermége A, = If(x)dx:

51
0,0;)31 N sx}

0

A, = ff (x)dx = 2 Eff (x)dx =2 Ej (-0,0031x> +8)dx =2 EE—

Achsensymmetrie
=51

2[@— 0,0;)31 31° +8E51j—0 =541,85 m?.

Die Querschnittflache des Grabhiigels ist damit Aq = 541,85 m? groB.

Michael Buhimann, Mathematikaufgaben > Analysis > Grabhiigel Magdalenenberg 4



e) |. Wir drehen das x-y-Koordinatensystem, indem wir die Umkehrfunktion f'(x) zu y = f(x) =
-0,0031x? + 8 bestimmen und diese um die neue x-Achse rotieren lassen, um das Volumen eines
Rotationskérpers zu erhalten. Es gilt:

y = f(x) =-0,0031x% + 8 (Vertauschen von x und y)
x =-0,0031y* + 8 | -8

x=8 = -0,0031y? | :(-0,0031)

X8 y? (Ausrechnen)

-0,0031

2580,65 — 322,58x = y* |V

y =f7(x) = 4/2580,65 —322,58x

Die Umkehrfunktion f'(x) = \/2580,65 —322,58x ist definiert auf dem Intervall [0; 8] (maximale H6-
he des Grabhugels), so dass das durch Rotation entstehende Volumenintegral von der Form

V= ’TJ- (f‘1 (x))2 dx wie folgt berechnet werden kann:

X

V= nj () ax= nj' (/2580.65-322.58x ) dx = nj'(2580,65 —~322,58x)dx =
0 0 0

8

n[zssomx —&2’584 = [2580.65x ~161,29x2]} = 72580,65 8 -161,29(8?)-0 =

0

10322,6471 = 32429,53 m°,
Der Rauminhalt des Grabhiigels betragt damit: V = 32429,53 m®.

Il. Eine andere Vorgehensweise zur Volumenbestimmung geht in einem x-y-z-Koordinatensystem
von einer zweidimensionalen Funktion f(x,y) als Fortsetzung von f(x) = -0,0031x? + 8 aus. Es ist
dabei f*(x,y) = 8 — 0,0031x% — 0,0031y” die Funktion, die ein zur z-Achse symmetrisches Parabo-
loid im Dreidimensionalen beschreibt. Das Volumen des Grabhlgels lasst sich als Integral zwi-
schen f*(x,y) und einem Kreis auf der x-y-Ebene beschreiben. Der Kreis hat gemafi Aufgabe a)
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den Radius r = 51 m, so dass das Kreisgebiet K mit x* + y* < 512 umschrieben werden kann. Das

Volumenintegral V = If *(x,y)d(x,y) kann dabei am besten durch Einfihrung der Zylinderkoor-
K

dinaten:
X =rcos¢@
y=rsing

7=8-0,0031{rcos@)”> —0,0031[{rsin@)* =8 —0,0031F (cos’ @ +sin” ¢) =8 —-0,0031F>
fir z = f*(x,y) bei: d(x,y) = derdr errechnet werden als:
51| 2mr 2m 51
v [fE@pdeen =] { | zd¢}rdr = j"{ I —0,0031r2)rdr}d¢ =
0

x2+y?ss1? 0 oLo
2

51 5
ITI(Sr —0,0031r3)dr}d¢ - J‘”[Mz _%’"4}
0 0

0

51

d¢ = ?”[4 31* -

0,0031
4

31 —ojd¢ =

0
2
[5160.97d¢ =[5160.97¢])" =5160,97 277~0 = 32427,33 m’,
0

womit ein anndhernd gleiches Ergebnis zu |. erzielt wurde.

f) Wir verwenden die zweidimensionale Funktion f*(x,y) = 8 — 0,0031x? — 0,0031y? weiter, um den
Oberflacheninhalt der Higelkuppe zu berechnen. Zur Ermittlung des Inhalts einer Oberflache S
einer Funktion f*(x,y) ist das Oberflachenintegral unter Benutzung der 1. partiellen Ableitungen

f*x(x,y), f*y(x,y) als: IdO = I\/l +(f*, () +(f (s y))*d(x,y) zu verwenden. Wir haben
S (S)
damit gemas d), II. das Integrationsgebiet K = (S) mit x? + y? < 512, weiter die 1. partiellen Ablei-
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tungen f*,(x,y) = -0,0062x, f*,(x,y) = -0,0062y sowie Zylinderkoordinaten:

X=rcosg

y=rsing

mit:

1+ (f*, (x5, y)* +(f *, (x,y)* =1+0,00003844.x> +0,00003844 y* =

1+0,00003844 [{r cos ¢)* +0,00003844 [{rsin @)* =1+0,00003844 > (cos” ¢ +sin* @) =

1+0,00003844r°.
Das Oberflachenintegral berechnet sich als:

0= [YI+(f* y)* +(f*, xy)dxy) = [J1+(-0.00620)° +(-0,0062y)*d(x,y) =

)cz+yzSSl2 )cz+yzSSl2

51| 2mr
j J1+0,00003844x> +0,00003844 y> d(x, y) = j { j J1+0,000038447> d¢}ra’r =
0

x2+y2<51? 0

274 51 2 11
5 dZ
N 2 — Nyg— =
! }[r\/l 0,00003844r dr}d¢ z:1+0,00003844r2} -([”I:J. ¢ (),O()()O7688}d¢

dz _ 1
=rdr
0,00007688

2

1 211 1 5 2 11 (s 35
—j jzzczz d¢ =13007,28 Dj =22 d¢=13007,2smj 012 -S0dg =
0,00007688 1 | 1 2137 '\ 3 3

2T 2T
13007,28 Dj 0,1025d¢ =1332,72 Dj dg =1332,72[p|2" =1332,72 27 = 8373,75 m?.
0 0

Wegen der relativen Flachheit des Grabhugels bei einer Hohe von 8 m und einem Durchmesser
von 102 m ist der Oberflacheninhalt der Higelkuppe nur wenig gréBer als der Inhalt der Grundfla-
che. Das Verhéltnis der Inhalte von Higelkuppen- und Grundflache betréagt dann mit O = 8373,75
m? und gemaB a) G = 8171,28 m?:

O _ 837375
G 817128
so dass die Oberflache der Hiugelkuppe um 102,48 % — 100 % = 2,48 % gréBer als die Grundfla-
che des Grabhlgels ist.

=1,0248 = 102,48 %,

Abkirzungen: m = Meter, m? = Quadratmeter, m® = Kubikmeter.
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