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Aufgabe : a) Beweise: Jede ganz rationale Funktion 3. Grades hat mindestens eine Nullstelle.

b) Beweise: Jede ganz rationale Funktion 3. Grades besitzt genau einen Wendepunkt. Unter wel-
cher Bedingung ist der Wendepunkt ein Sattelpunkt?

c) Beweise: Jede ganz rationale Funktion 3. Grades ist punktsymmetrisch zum Wendepunkt.

Losung : a) Eine ganz rationale Funktion 3. Grades f: R -> R habe die Form: f(x) = ax*+bx*+cx+d
fur reelle a, b, ¢, d mit aZ0. Gemafls dem Schema:

a,>0 nungerade ngerade

X->-00.  f(X) ->-00  f(X) -> +00

X->+00; f(X) -> 400 f(X) -> 400

a,<0 nungerade ngerade

X->-00;  f(X) -> +o0 f(x) -> -0

X->+00; f(X) ->-00  f(X) -> -0

(mit f(x) =a,x"+a,,X"™" +...+a,x* +a X+ a, ganz rational) gilt fur die hier betrachtete Funktion
f(x) = ax®+bx*+cx+d mit ungeradem Grad 3:

a>0: X -> -0 => f(X) -> -0, X -> +0 => f(X) -> +
a<0: X -> -e0 => f(X) -> +o0, X -> +00 => f(X) -> -0,

woraus folgt, dass es (mindestens) zwei reelle Zahlen x; und x, gibt mit: f(x;) < 0 und f(x,) > 0. Es
gibt mithin zwei Punkte P(xy|f(x1)) und Q(x,|f(x2)) auf der Funktionskurve, die unterhalb bzw. ober-
halb der x-Achse des kartesischen x-y-Koordinatensystems liegen. Mithin muss es wegen der Ste-
tigkeit von ganz rationalen Funktionen eine Nullstelle N(x,|0) geben, die gemaf dem sog. Zwi-
schenwertsatz (Nullstellensatz) fur stetige Funktionen zwischen den Punkten P und Q auf der x-
Achse liegt mit: X; < Xo < X bzw.: X3 > X > X, und: f(xy) < 0 = f(xg) < f(X,). Damit existiert mindestens
eine Nullstelle der Funktion f(x), was zu beweisen war.

b) I. Eine ganz rationale Funktion 3. Grades f: R -> R habe die Form: f(x) = ax*+bx*+cx+d fiir reelle
a, b, ¢, d mit a#0. Wendepunkte einer Funktion f(x) bestimmen wir durch Nullsetzen der 2. Ablei-
tung *(x) und Uberprifung der gefundenen x-Werte mit Hilfe der 3. Ableitung f**(x). Wir leiten die
Funktion f(x) = ax*+bx*+cx+d ab und erhalten:

f(x) = 3ax*+2bx+c

f“(xX) = 6ax+2b

f*(x) = 6a.

Nullsetzen der 2. Ableitung fuhrt auf:

f(x) = 0 ¢ 6ax+2b =0 ¢ 6ax =-2b & x = _A»__b
6a 3a
Einsetzen von x = _b in die 3. Ableitung ergibt:

3a

b
f(-—)=6a#0,
( 3a)
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b . : : :
so dass an der Stelle x = —— in der Tat ein Wendepunkt vorliegt mit:

3a
3
w- 2 22 -2
3a 27a° 3a
b b b b b® b® bc 2b°  bc
wegen: f(——) = a(—— )*b(—— )*+c(——)+d = — + -—+d = -—+d. Die
gen: f Sa) ( Sa) ( 3a) ( Sa) 27a®> 9a* 3a 27a®* 3a
ganz rationale Funktion 3. Grades besitzt mithin genau einen Wendepunkt. Wir kiirzen noch ab:
= _£ o —E+d
°7 3’’’ 278 3a

Il. Ein Sattelpunkt liegt vor, wenn der Wendepunkt der ganz rationalen Funktion 3. Grades
f(x) = ax®+bx*+cx+d an der Stelle x, eine waagerechte Tangente besitzt, d.h., es gilt: f(X;) = 0 mit

Xo = —33 . Wir erhalten damit auf Grund von f'(x) = 3ax?*+2bx+c die Gleichung und Umformung:
a
2
f‘(—ﬂ) =0® 3a(—£)2+2b(—£)+c =0 £—£+c =0 & -2b*b+3ac =0 &
3a 3a 3a 3a 3a
3ac = 2b%-b © 3ac = b(2b-1) © c= @.
a
Erfiillen die a, b, ¢ der ganz rationalen Funktion f(x) = ax*+bx*+cx+d die Bedingung:
o= b(2b-1) ,
3a

so ist der einzige Wendepunkt der Funktion auch ein Sattelpunkt.

c) I. Allgemein haben wir bei der Punktsymmetrie einer Funktion f(x) hinsichtlich eines Punktes

W(Xolyo) die folgende Situation:
/ fxg*x)-¥
Lo TN\W

Bl']

fixg+x)-yp = yi-fixg-x)

Yo fixgx)

Punktsymmetrie um einen Punkt W (Xo|yo) besteht also, wenn fir alle reellen x (aus dem Definiti-
onsbereich der Funktion) die Bedingung:

f(Xo+X) — Yo = Yo — f(Xo-X) (*)

erfallt ist. Umformen von (*) ergibt noch:

f(Xo+X) = Yo = Yo — f(Xo-X) & f(Xo+X) = 2y — f(Xo-X) & f(Xg+X) + f(Xo-X) = 2y (**).
Die Bedingung (**) werden wir im Folgenden verwenden.
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Il. Wir weisen die Punktsymmetrie der ganz rationalen Funktion 3. Grades f(x) = ax®+bx*+cx+d fiir

3
20 —E+d nach, indem

reelle a, b, ¢, d mit a#0 zum Wendepunkt W (Xg|yo) mit X = —3 , Yo = 5
3a 27a

wir zunachst f(xo+x) und f(xo-x) bestimmen als:

b b b b
f(xo+X) = f(—— +x) = a( — — +X)*+b(— — +x)*+c(— — +X)+d =
(Xotx) = f( 33 x) = a( 3 X)"+b( 3 X)“+c( 33 X)
3 2 2 2
_b +bX—bX +x3 [+b b —2—bx+x2 +c(—£+x]+d
27a® 3° a 9a° 3a 3a
b b b b
f(xo-X) = f(= — X) = a(— — -X)*+b( = — -X)2+c(—— -x)+d =
(Xo-x) = f( 33 x) = a( 33 X)"+b( 33 X)“+c( 33 X)

b®  b*x bx* b*> 2bx b
- s =X |+ —5+——+X" |+¢ -—-Xx|+d.
27a® 3a a 9a 3a 3a

Addition der Terme f(xo+x) und f(x,-X) ergibt:
f(Xo+X) + f(Xo-X) =

b®  b®x bx* b> 2bx b
- st~ +Xx° |+Db S tX[+C - +X +d +
27a° 3a a 9a° 3a 3a
3 2 2 2
SO i S SOV Y S +C(_£_X]+d=
27a® 3a a 9a 3a 3a

3 2 2 3 3
a(— 2 _ 2D ]+b(2b +2x2]+c[—2—bj+2d == o ® +2bx2—23—bc+2d =

27a® a 9a’® 3a 27a’® 9a? a
3 3
M ag=g 2 ]2y,
27a 3a 27a- 3a

Die Punktsymmetrie ist damit nachgewiesen.
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