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Aufgabe : Bekanntlich ist eine Funktion f(x) achsensymmetrisch zur y-Achse des x-y-
Koordinatensystems (gerade), wenn gilt:
f(x) = f(-x) fur alle xeDy,
punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems (ungerade), wenn gilt:
f(x) = -f(-x) fur alle xeDs.
Beweise:

a) Das Vielfache einer zur y-Achse achsensymmetrischen bzw. zum Ursprung punktsymmetri-
schen Funktion ist wieder achsensymmetrisch zur y-Achse bzw. punktsymmetrisch zum Ursprung.

b) Die Summe von zur y-Achse achsensymmetrischen bzw. zum Ursprung punktsymmetrischen
Funktionen ist wieder achsensymmetrisch zur y-Achse bzw. punktsymmetrisch zum Ursprung.

¢) Das Produkt von zwei zur y-Achse achsensymmetrischen bzw. zwei zum Ursprung punktsym-
metrischen Funktionen ist achsensymmetrisch zur y-Achse. Das Produkt einer zur y-Achse ach-
sensymmetrischen mit einer zum Ursprung punktsymmetrischen Funktion ist punktsymmetrisch
zum Ursprung.

d) Der Quotient von zwei zur y-Achse achsensymmetrischen bzw. zwei zum Ursprung punktsym-
metrischen Funktionen ist achsensymmetrisch zur y-Achse. Der Quotient aus einer zur y-Achse
achsensymmetrischen und einer zum Ursprung punktsymmetrischen Funktion ist punktsymmet-
risch zum Ursprung.

e) Ist eine auf D; differenzierbare Funktion f(x) zur y-Achse achsensymmetrisch bzw. zum Ur-
sprung punktsymmetrisch, dann ist deren Ableitung punktsymmetrisch zum Ursprung bzw. ach-
sensymmetrisch zur y-Achse (Symmetriewechsel beim Ableiten).

f) Ist eine Funktion f(x) zur y-Achse achsensymmetrisch, auf Dy differenzierbar und an der Stelle
x = 0 definiert, so besitzt die Funktion auf der y-Achse einen Extrempunkt.

Losung : a) I. Es sei u(x) eine zur y-Achse achsensymmetrische Funktion mit: u(-x) = u(x). Dann ist
fur eine beliebige reelle Zahl r die Funktion f(x) = r-u(x) zur y-Achse achsensymmetrisch wegen:

f(-x) = r-u(-x) = r-u(x) = f(x).

II. Es sei u(x) eine zum Ursprung punktsymmetrische Funktion mit: u(-x) = -u(x). Dann ist fir eine
beliebige reelle Zahl r die Funktion f(x) = r-u(x) zum Ursprung punktsymmetrisch wegen:

f(-x) = r-u(-x) = r-(-u(x)) = -r-u(x) = -f(x).

b) I. Es seien u(x), v(x) zur y-Achse achsensymmetrische Funktionen mit: u(-x) = u(x), v(-x) = v(x).
Dann ist die Funktion f(x) = u(x) + v(x) zur y-Achse achsensymmetrisch wegen:

f(-x) = u(-x) + v(-x) = u(x) + v(x) = f(x).

II. Es seien u(x), v(x) zum Ursprung punktsymmetrische Funktionen mit: u(-x) = -u(x), v(-x) = -v(x).
Dann ist die Funktion f(x) = u(x) + v(x) zum Ursprung punktsymmetrisch wegen:

f(-x) = u(=x) + v(-x) = -u(x) = v(x) = -(U(x)*+Vv(x)) = -f(x).
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c) I. Es seien u(x), v(x) zur y-Achse achsensymmetrische Funktionen mit: u(-x) = u(x), v(-x) = v(x).
Dann ist die Funktion f(x) = u(x)-v(x) zur y-Achse achsensymmetrisch wegen:

f(-x) = u(-x)-v(-x) = u(x)-v(x) = f(x).

II. Es seien u(x), v(x) zum Ursprung punktsymmetrische Funktionen mit: u(-x) = -u(x), v(-x) = -v(x).
Dann ist die Funktion f(x) = u(x)-v(x) zur y-Achse achsensymmetrisch wegen:

f(-X) = u(=x)-v(-x) = (-u(x))- (-v(x)) = u(x)-v(x) =f(x).

lll. Es sei u(x) zur y-Achse achsensymmetrisch, v(x) zum Ursprung punktsymmetrisch mit: u(-x) =
u(x), v(-x) = -v(x). Dann ist die Funktion f(x) = u(x)-v(x) zum Ursprung punktsymmetrisch wegen:

f(-x) = u(=x)-v(-x) = u(x)- (-v(x)) = -u(x)-v(x) = £(x).

d) Jeder Quotient zweier Funktionen f(x) = u(x)/v(x) kann als Produkt f(x) = u(x)- (1/v(x)) dargestellt
werden, so dass die folgenden Uberlegungen geniigen und c) angewendet werden kann. Es gilt
namlich:

v(X) zur y-Achse achsensymmetrisch mit: v(-x) = v(x) => 1/v(-x) = 1/v(x) => 1/v(X) zur y-Achse ach-
sensymmetrisch

V(X) zum Ursprung punktsymmetrisch mit: v(-x) = -v(x) => 1/v(-x) = 1/(-v(X)) = -1/v(x) => 1/v(x) zum
Ursprung punktsymmetrisch.

e) |. Die Funktion f(x) sei differenzierbar und zur y-Achse achsensymmetrisch. Es ist wegen der
vorausgesetzten Achsensymmetrie der Funktion f(x): f(-x) = f(x), f(-x-h) = f(-(x+h)) = f(x+h) fur alle
xeDy, h reell. Dann gilt fUr den Differenzenquotienten und die Ableitung an einer Stelle x:

f(-x-h) - f(-x) —lim f(x+h)-f(x) — _lim f(x+h)-f(x) - —f' (%),

h->0 -h h->0 h

f'(-)=lim

d.h.: die Ableitungsfunktion f/(x) ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

Il. Die Funktion f(x) sei differenzierbar und zum Ursprung punktsymmetrisch. Es ist wegen der vo-
rausgesetzten Punktsymmetrie der Funktion f(x): f(-x) = -f(x), f(-x-h) = f(-(x+h)) = -f(x+h) fur alle
xeDy, h reell. Dann gilt fUr den Differenzenquotienten und die Ableitung an einer Stelle x:

f(=x—-h)-f(-x) —lim = f(x+h)+ f(x) =|im—(f(x+h)— f (X)) —lim f(x+hr)]— f(x) _ £(x).

h h->0 -h h->0 -h h->0

f (_X):Lm
d.h.: die Ableitungsfunktion f'(x) ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

f) Die Funktion f(x) sei differenzierbar und zur y-Achse achsensymmetrisch. Wir betrachten die
Ableitungen an der Stelle x = 0; es gilt auch auf Grund der Achsensymmetrie fir den Wert der Ab-
leitung f(0):

f-(o):,hmf(0+hr)]—f(0):“m f(h)—f(O):g

h->0 h
0= lim f (O_E)h_ f(0) _ im f(—h:1 f(0) _ im f(h)_—hf © _ im (-1 __

d.h.: g = -g, woraus g = f/(0) = 0 folgt. An der Stelle x = O besitzt also die zur y-Achse achsensym-
metrische Funktion f(x) eine waagerechte Tangente. Da nach e) die Ableitungsfunktion zum Ur-
sprung punktsymmetrisch ist, muss die Ableitung f'(x) eine Nullstelle x = 0 (f'(0) = 0) mit Vorzei-
chenwechsel besitzen. Das bedeutet aber die Existenz eines Extrempunktes (Hoch-, Tiefpunkt)
der Funktion f(x) auf der y-Achse.
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