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Aufgabe : Bekanntlich ist eine Funktion f(x) achsensymmetrisch zur y-Achse des x-y-
Koordinatensystems, wenn gilt:
f(x) = f(-x) fur alle xeDy,
punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems, wenn gilt:
f(x) = -f(-x) fur alle xeDs.
Zeige: Ist f(x) eine zum Ursprung des Koordinatensystems punktsymmetrische Funktion, so gilt fur
jede reelle Zahl a > 0:
a
j f (x)dx=0.

—a

Losung : I. Sei f(x) eine zum Ursprung des Koordinatensystems punktsymmetrische Funktion.
Dann gilt laut Definition: f(-x) = -f(x). Jede Stammfunktion F(x) von f(x) ist aber zur y-Achse ach-
sensymmetrisch. Denn ist F(x) differenzierbar und zur y-Achse achsensymmetrisch, dann gilt:
F(-x) = F(x), F(-x-h) = F(-(x+h)) = F(x+h) fur alle xeDy, h reell, und daher fir den Differenzenquoti-
enten und die Ableitung an einer Stelle x:

F(-x-h) - F(-x) —lim F(x+h)-F(x) — _jim F(x+ hr)] F() _

h->0 -h h->0

f(-x)=F'(-x) =lim —-F'(x)=-1(x),

d.h.: die Ableitungsfunktion f(x) ist punktsymmetrisch zum Ursprung. Die Umkehrung gilt — Diffe-
renzierbarkeit vorausgesetzt — auf Grund der obigen Gleichungskette ebenfalls.

a
Il. Das bestimmte Integral I f (x)dx fir beliebiges reelles a > 0 errechnet sich mit zum Ursprung
—a
punktsymmetrischer Funktion f(x) und zur y-Achse achsensymmetrischer Stammfunktion F(x) wie
folgt:

F(a)=F(-a)

Tf(x)dx:[F(x)]fa:F(a)—F(—a) = F(a)-F(@=0

und verschwindet wegen der aus der Achsensymmetrie folgenden Identitat: F(a) = F(-a) in der Tat,
womit alles bewiesen ist.
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