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Aufgabe: Beweise: Ist eine nicht konstante, Gberall differenzierbare Funktion f(x) zur y-Achse des
x-y-Koordinatensystems achsensymmetrisch und an der Stelle x = 0 definiert, so besitzt die Funk-
tion auf der y-Achse einen Extrempunkt.

Gehe dazu wie folgt vor:

1) Zeige, dass die Ableitungsfunktion zum Ursprung des x-y-Koordinatensystems symmetrisch ist.
2) Weise fur die Ableitungsfunktion eine Nullstelle bei x = 0 mit Vorzeichenwechsel nach.

Lésung: |. Bekanntlich ist eine Funktion f(x) achsensymmetrisch zur y-Achse des x-y-
Koordinatensystems (gerade), wenn gilt:

f(x) = f(-x) fur alle xeD,
punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems (ungerade), wenn gilt:

f(x) = -f(-x) far alle xeDx.
Il. Die Funktion f(x) sei differenzierbar und zur y-Achse achsensymmetrisch. Es ist wegen der vor-
ausgesetzten Achsensymmetrie der Funktion f(x): f(-x) = f(x), f(-x-h) = f(-(x+h)) = f(x+h) fir alle
xeDy, h reell. Dann gilt fir den Differenzenquotienten und die Ableitung an einer Stelle x:
f(=x—h)— f(=x) =limf(x+h)—f(X) :_hmf(x+h)—f(X) =—f'(0),

-h h=>0 -h h=>0 h

d.h.: die Ableitungsfunktion f‘(x) ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

f'(=2)=lim

lll. Die Funktion f(x) sei differenzierbar und zur y-Achse achsensymmetrisch. Wir betrachten die
Ableitung an der Stelle x = 0 und verweisen auf die Punktsymmetrie der Ableitungsfunktion f(x)
zum Ursprung des Koordinatensystems. Dann ist: f(0) = 0 auf Grund von:

f'(0) = -f(-0) = -f(0) & 2:f(0) =0 < f(0) = 0.

An der Stelle x = 0 besitzt also die zur y-Achse achsensymmetrische Funktion f(x) eine waage-
rechte Tangente. Wegen der Punktsymmetrie muss zudem die Ableitung f(x) eine Nullstelle x = 0
(f(0) = 0) mit Vorzeichenwechsel besitzen, denn aus der Nichtkonstanz der achsensymmetrischen
Funktion f(x) folgt auch die der Ableitung f‘(x), so dass es auf der x-Achse in der Umgebung von

x = 0 eine Stelle x; # 0 mit f(x;) > 0 und daher mit: f(-x;) = -f(x4) < 0; die Umgebung von x = 0 stellt
sich dabei dar als Intervall (-a; a) (a>0), das auB3er bei x = 0 keine Stellen mit waagerechter Tan-
gente enthalt (ein solches Intervall existiert wegen der Differenzierbarkeit von f(x) an der Stelle
x=0).

Alles in allem bedeutet das die Existenz eines Extrempunktes (Hoch-, Tiefpunkt) der Funktion f(x)
auf der y-Achse.
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