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Aufgabe : Eine allgemeine Parabel 2. Grades verlauft durch die Punkte A(-4|-19), B(-2|-7), C(6|21).
Wie lautet die Funktionsgleichung der Parabel?

Losung : I. Allgemein gilt bei Bestimmungsaufgaben fur Funktionen y = f(x), dass die in der Aufga-
benstellung angegeben Eigenschaften der Funktion in mathematische Gleichungen Ubertragen
werden missen. Die Funktion wird dabei im Funktionsansatz als Funktionsterme mit noch zu be-
stimmenden Koeffizienten angegeben. Die mathematischen Gleichungen bilden dann ein (linea-
res) Gleichungssystem, das mit geeigneten mathematischen Verfahren (Gaul3-Algorithmus u.a.)
nach den zu bestimmenden Koeffizienten umgeformt werden muss. Einsetzen der Koeffizienten in
den Funktionsansatz liefert die gesuchte Funktion. Fir ganz rationale Funktionen 2. Grades ergibt
sich die folgende Ubersicht und Vorgehensweise:

Funktionsansatz (ganz rationale Funktion vom Grad 2, Koeffizienten a, b, c):  f(x) = ax’+bx+c

Punkt P(x4]y1) (Punktprobe fiir vorgegebenen Punkt): f(x) = y1
Punkt Q(x»]y») (Punktprobe fur vorgegebenen Punkt): f(x2) = ¥y
Punkt R(xs|ys) (Punktprobe fiir vorgegebenen Punkt): f(X3) = y3

Aufstellen eines linearen Gleichungssystems mit den noch unbekannten Koeffizienten a, b, ¢

Losen des linearen Gleichungssystems, bestehend aus den Gleichungen der Punktproben; Berechnung der
Koeffizienten a, b, ¢

Einsetzen der Koeffizienten a, b, ¢ in den Funktionsansatz; Funktionsgleichung: f(x) = ax*+bx+c

Il. Ein lineares Gleichungssystem z.B. aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten l&asst sich mit
dem GaufR-Algorithmus I6sen fir ein lineares Gleichungssystem allgemein mit n Gleichungen und
n Unbekannten der Form:

X1 + a;pXp + ...+ 1nXn = by (1)
Ap1Xy + AoXp + ...+ AxXn = b2 (2
AnmX + apXe + ... + apnXy = by, (n)

mit den reellen Variablen xy, ... X, den reellen Koeffizienten a1, ... a,, und reellen Ergebnissen
(rechten Seiten) by, ... b,. In abgekirzter tabellarischer Darstellung (Matrixdarstellung) lautet das
lineare Gleichungssystem in der Form der durch die rechte Seite erweiterten Koeffizientenmatrix:

a, @, .. a,[b
By 8y o Byl

a"nn a“n2 ann bn

Der GauR3-Algorithmus lauft dann wie folgt ab:

Zur Loésung komplexer linearer Gleichungssysteme verwendet man den Gaul3-Algorithmus, d.h. folgende
Vorgehensweise: 1) Das lineare Gleichungssystem aus Gleichungen und Unbekannten wird in Matrixdarstel-
lung umgeschrieben; eine Gleichung entspricht eine Zeile, einer Unbekannten einer Spalte in der Matrix, die
rechte (Zahlen-) Seite des Gleichungssystems bildet die letzte Spalte der Matrix; die Anzahl der Gleichungen
und Unbekannten kann auch verschieden sein. 2) Beim Gaul3-Algorithmus werden, beginnend vom An-
fangstableau, Nullen unter der Hauptdiagonalen wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 1.
Spalte, beginnend mit der Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element in
Zeile 2, so werden alle Matrixelemente in Zeile 2 mit a multipliziert, alle Matrixelemente in Zeile 1 mit b multi-
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pliziert und Produkt minus Produkt als neue Matrixelemente der Zeile 2 gebildet (Vorgehensweise (*), auch
unter Beachtung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Zahlen a und b). Ist a das erste Element in
Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 3, so gilt die analoge Vorgehensweise (*) usw., bis die letzte Matrix-
zeile erreicht ist. / 2. Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend mit der Gleichung in Zeile 3; ist
a das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 3, so gilt die analoge Vorgehensweise (*),
und dies weiter fir Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 3. Schritt usw., bis die letzte Matrix-
spalte erreicht ist. Es entsteht dadurch das Endtableau des Algorithmus in Stufen- oder Dreiecksform, das
auf die Loésungen des linearen Gleichungssystems hinweist gemaR: 3) Ist im Endtableau des Gaul3-
Algorithmus die Dreiecksgestalt (Stufenform) gegeben, so gilt fiir die Variable x, der letzten Spalte mit dem
dazugehdrenden Matrixelement az0 und dem Element b der rechten Seite: ax, = b & x,= b/a. / Fiur die Vari-
able x,, der vorletzten Spalte mit dem dazugehdrenden Matrixelement c£0, dem Matrixelement d und dem
Element e der rechten Seite gilt: cx,.1+dx, = e <& cX,.1 = € — db/a <& x,; = elc — db/(ac) / usw., bis die Variab-
le der ersten Matrixspalte errechnet ist. 4) Die Losungsmenge besteht — wegen der Eindeutigkeit der Lésung
— aus einem Zahlentupel, also: L = {(Ijm]...|t)} mit reellen Zahlen |, m, ... t.

lll. Der Funktionsterm einer allgemeinen Parabel 2. Grades (Normalform) mit reellen Koeffizienten
a, b, ¢ folgt dem Ansatz:

f(x) = ax® + bx + ¢ (*).

IV. Einsetzen (Punktprobe) der vorgegebenen Punkte A, B, C in den Ansatz fir den Funktionsterm
(*) (x-f(x)[=y]-Koordinaten der Punkte) fihrt auf:

Punkt A(-4|-19): a-(-4)* + b-(-4) + ¢ = -19

Punkt B(-2|-7): a-(-2)* + b-(-2) + ¢ = -7

Punkt C(6]21): a-6° + b-6 + ¢ = 21

V. Es ergibt sich ein mit dem GauR3-Verfahren lésbares lineares Gleichungssystem zur Berechnung
der Koeffizienten a, b, c:

Lineares Gleichungssystem:
+ 16a - 4b + 1c = -19
+ 4a - 2b + lc -7
+ 36a + 6b + 1c = 21

Anfangstableau:

16 -4 1| -19
4 21| -7
36 61| 21

1. Schritt: 4*(2) - 1*(1) / 4%(3) - 9*(1) /
16 -4 1| -19
0 4 3| -9
0 60 -5 | 255
2. Schritt: 1*(3) + 15*(2) /
16 -4 1| -19
0-4 3| -9
0 0 40 | 120
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 16a - 4b + 1lc = -19

-4b + 3c = -9
+ 40c = 120
Losungen des linearen Gleichungssystems:
c=3
b=45
a=-0.25

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Bestimmungsaufgabe 2



VI. Das Einsetzen der ermittelten Koeffizienten a, b, c in den Ansatz (*) ergibt den gesuchten Funk-
tionsterm:

f(x) = -0.25-x% + 4.5-x + 3
und damit:
f(x) = -0.25x% + 4.5x + 3.

V. Funktionsgraph: f(x) = -0.25x* + 4.5x + 3
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