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Aufgabe : Lose die lineare Bernoullische Differenzialgleichung:

y'= L+ x*y)xy, y(0) = 1.

Losung : I. Allgemein gilt: Eine Differenzialgleichung der Form
y'=f(x)y+g(x
heil3t lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung mit g(x) als Stérfunktion. Ist g(x) = 0, so ist die Diffe-

renzialgleichung homogen, ansonsten inhomogen. Die homogene lineare Differenzialgleichung 1.
Ordnung hat die Losung:

l f d
y - C @ Goex y

y= J. g(X) ‘jf(x)dxdx @If(X)dX +C @If(x)dx |

1. Die Bernoullische Differenzialgleichung ist von der Form:
y'=f(X)y+g(x)y", r#0, r#1.

Division mit y" und Substitution ergeben:

y=f(x)y+g(x)y’ BY%

Lr = f(X)y"™" +g(x) (Substitution: z = y*', z' = (1-)y"y" = (1-r)y'ly’ [Kettenregel])

=02+ 9 (1)
2= (1-1)(f (0 z+g(x))

und damit eine lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung. Die Substitution fiihrt noch auf die Bezie-

hungen:
2=y e Y=z, y(x,) =2(x)

u.a. bei vorgegebener Anfangsbedingung y(xo) = Yo.

l1l. Die Bernoullische Differenzialgleichung: y'= (L+ xzy)xy lasst sich durch Ausmultiplizieren

schreiben als: y'= xy + X?’y2 (mit den Funktionen f(x) = x, g(x) = x°). Die daraus folgende lineare
Differenzialgleichung 1. Ordnung hat vermége der Substitution z = y*? = y* die Form:

z'= (—1)(xz+ x3): —xz- X3,

so dass die Losung:

2= _I X3 dexdx GEJ‘_XdX + C GE_IXdX
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greift. Wir betrachten zunachst das Integral Ix3 Edexdx und haben mit Produktintegration und
Substitution:

el le le 1. 1.
jxe’@I dx=jx32 dx:szD<2 dx = x?e? —J'Zx2 dx =
u=x? u'=2x
12 12
v'=xe2  v=e2
200" X 200" il 2 i
xX‘e —2jx dx = x°e? -2e? =(x"-2e? .

7==x? ,z'=x}
2

e
Wegen el = 62" st die Lésung z:
le le e )
z=-(x*-2)e? @2 +C[e? =-(x*-2)+C[e 2
1.
mit homogenen Anteil C[&2 und inhomogenen Anteil -(x*-2). Riicksubstitution ergibt wegen z =
-1 -1
y-&ey=2z"

1

1
y:—:

5 .

N
~(x2-2)+C[ 2

IV. Wir bestimmen noch auf Grund der Anfangsbedingung y(0) = 1 die Konstante C. Es gilt:

1

0) = = =l®1=2+C® C=-1.

yO ) o2 2+4C *
-(0°-2)+Cl[e 2

Die gesuchte L6sung der Differenzialgleichung lautet damit:

_ 1 _ 1
y= VI EV

-(x*-2)-e?2 (x> -2)+e?2
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