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Aufgabe : Lose die Differenzialgleichung:

Losung : I. Allgemein gilt: Eine exakte Differenzialgleichung der Form:
P, y) +a(x,y)y'(x) =0 (%)
liegt vor, wenn fur eine stetig differenzierbare Funktion ®(x,y) die Beziehungen:

0P (x,y) 0P (x,y)
=p(x.y),

ox oy
gelten, d.h. wenn sich die Differenzialgleichung (*) als verschwindendes totales Differenzial dar-

stellt;

=q(x,y)

dd(x, ) = "“’éﬁ’ Y) g+ aq’g’ Y dy = p(x, y)dx+ q(x, y)dy = 0.

In dem Fall gilt die Integrabilitatsbedingung:
apOsY) _ 0d(x,y)
ay 0X

)
? (g);’ Y) dy =0 lasst sich die Stammfunktion ®(x,y) (erstes Integ-

Aus dD(x,y) = aq’éx’ Y) g +
X

ral) vermoge Integration berechnen als:

O(x,y) = [ p(x, y)ex+ | [q(x, Y) —f—y [ ptx y)dedy =C.

mit: P(X,y) :I p(x, y)dx+@y), ¢y) = I[q(x, y) _aiyj p(X, y)dxjdy. Die Losung der Differenzi-

algleichung (*) ist damit als: ®(x,y) = C implizit ermittelt. Bei vorgegebenem Anfangswert y(Xo) = Yo
liefert die Anfangsbedingung den Wert fur C als: C = ®(Xo,Yo)-

Il. Jede Differenzialgleichung der Form:
y'(x)=f(x)la(y),

die mit Hilfe der Trennung der Variablen geldst werden kann, ist auch eine exakte Differenzialglei-
chung auf Grund von:

Y= f()lg(y) @ ﬁy‘(x) = £(x) @ - f(x)+$y‘(x) =0

und der Integrabilitatsbedingung 6pgx, Y) = 9q(x.y) =0. Die L6-

1
it DY) = £, AOxy) =
mit p(x,y) = -f(x), q(x,y) o) ox

sung der exakten Differenzialgleichung ist wegen aij p(X, y)dx = 0:
y

®(x,y) = [ p(x, y)dx+ [q(x y)dy =C.
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[Il. Wir 16sen die vorgegebene Differenzialgleichung zunachst durch Trennung der Variablen:

_dy 2
:d_:(l :X—Z | :(2y)
i ﬂ = ig | -dx
2y dx X
ﬂ :d_)g( (Integration)
2y X
Iﬂ = Id_)g( +C (Stammfunktionen)
2y X
1 1
ZInlyj=z=—-———+C 2
2 & 2x? |
1
Infy|=-—=+2C "
X
-i2+2c
y=e~

Einsetzen der Anfangsbedingung y(1) = 1 ergibt:
1

- _17+2C —_ -1+2C _ _ _ _
yd) =e =e =1®-1+2C=0&2C=1<< C=0,5,

so dass sich die gesuchte Funktion y darstellt als:

_i +1

y=e*

IV. Wir fassen die vorgegebene Differenzialgleichung als exakte Differenzialgleichung auf und ha-
ben:

.2
y=2Y |:(2y)
X
1 1
— == -1/%°
2yEy x3 -1
1 1 ,
- 4+ —
x 2

mit p(x,y) = -1/x3, q(x,y) = 1/(2y) und der Integrabilitdtsbedingung

oP(x.y) _ 94X Y) _ o wir er-
oy ox
mitteln die Stammfunktion zur exakten Differenzialgleichung ®(x,y) vermoge:
1 1 1 1
d(xy) = X, y)ax+ | q(x, =|—-—dx+ =——+—=Inly|=C
06) = [ POx Y+ [ax, )y = [ = jz—ydy oAU
und haben mit der Nebenbedingung y(1) = 1:
1

1 1
d(1,1) = +=Inll==+0== =C.
D 2012 2 M 2 2
Wir stellen noch um:
1 L a

1 1 1 1 ot
P +§In|y|=E & ?+In|y|:1 & In|y|:—?+1 & y=ex

und erhalten damit die Loésung der Differenzialgleichung:

_i +1

y=e”
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