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Aufgabe : Bestimme die allgemeine L6sung der linearen Differenzialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten:

y‘+2y +y=e”
Losung : I. Allgemein gilt: Eine Differentialgleichung der Form

y" +ay"? +. +a y+ay=g(x) ()

heildt lineare Differentialgleichung n. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und g(x) als Stoérfunkti-
on. Ist g(x) = 0, so ist die Differentialgleichung homogen, ansonsten inhomogen. Die Gleichung

A+alt+..+a A+a, =0

heil3t charakteristische Gleichung der Differentialgleichung (*) und hat n reelle bzw. komplexe L6-
sungen A4, ... An. Im Falle reeller Lésungen, die paarweise verschieden sind, ergibt sich die allge-

meine Losung: y = C,e* +C,e™ +...+ C_e™ . Tritt eine Nullstelle A; mit Vielfachheit m; auf, so
gilt: y=...+C,pe™ +C;xe" +..+C, x" e + ... fir gewisse i = 1, ... n-1. Die partikuldre Lo-

sung y, der inhomogenen Differentialgleichung (*) lasst sich gemaf des Typs der Storfunktion g(x)
durch einen speziellen Losungsansatz bestimmen; d.h. mit g(x) = e als Exponentialfunktion und
falls A=c keine Losung der charakteristischen Gleichung ist: y, = Ae™, falls A=c eine Losung der
charakteristischen Gleichung ist: y, = Axe®™ oder y, = Ax’e™ usw. je nach Vielfachheit der Lésung
A=c.

Il. Die Losung der homogenen Differenzialgleichung y* + 2y’ + y = 0 bestimmt sich durch die cha-
rakteristische Gleichung:

NMH2A+1=0®A=-1

als doppelte Nullstelle der charakteristischen Gleichung. Die allgemeine Lésung lautet damit:

y = (C1+Cyx)e™.

Fir die Inhomogenitat g(x) = e™ ergibt sich wegen der doppelte Nullstelle A = -1 der Ansatz:

Yy, = Ax’e™

da g(x) = e™ Teil der homogenen Loésung y = (C;+C,x)e™ ist. Einsetzen in die inhomogene Diffe-
renzialgleichung fiihrt wegen:

Yo' = 2Axe™ — Ax’e™ = A(2x-x%)e™

Yo' = A(2-2x)e™ — A(2x-Xx%)e™ = A(2-4x+x°)e”

(Produktregel fir das Ableiten, Zusammenfassen) auf Ansatz und Umformungen:

A(2-Ax+x%)e™ + 2 A(2x-x?)e™ + Ax’e™ = e™ | :e™
A(2-4x+x3) + 2 A(2x-x?) + Ax? = 1 (Sortieren)
2A + Ax(-4+4) +AX*(1-2+1) = 1

2A=1

A=0,5.

Damit ist die partikulare Losung:

yp = 0,5x%™.

Die gesamte Losung der Differenzialgleichung lautet damit:
y = (C1+C,x)e™ + 0,5x%e™ = (C,+C,x+0,5x%)e™.
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