Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Differenzialgleichungen
> linear, konstante Koeffizienten

Aufgabe : Bestimme die allgemeine L6sung der linearen Differenzialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten:

y" + 4y + 5y =e?® y(0) =0, y'(0) = 0.

1. Losung : I. Allgemein gilt: Eine Differenzialgleichung der Form
y® +ay" +. +a,y+ay=9() ()

heildt lineare Differenzialgleichung n. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und g(t) als Storfunkti-
on. Ist g(t) = 0, so ist die Differenzialgleichung homogen, ansonsten inhomogen. Die Gleichung

A+alt+..+a A+a =0

heil3t charakteristische Gleichung der Differenzialgleichung (*) und hat n reelle bzw. komplexe L6-
sungen A4, ... An. Im Falle reeller Lésungen, die paarweise verschieden sind, ergibt sich die homo-

gene Lésung: y, =C,e™ +C,e™ +...+ C _e™ . Treten paarweise verschiedene komplexe Lésun-
gen als Losungen der charakteristischen Gleichung (*) auf, so ist mit zwei zueinander konjugierten
Losungen a+iB, o—ip zudem: y, =...+€"(C, cos(R) + C,,, sin(x)) +... fur gewisse i=1, ... n-1. Die
partikulare Lésung y, der inhomogenen Differenzialgleichung (*) lasst sich gemaf des Typs der
Stoérfunktion g(t) durch einen speziellen Lésungsansatz bestimmen; d.h. mit g(t) = e® als Exponen-

tialfunktion und falls ¢ keine Losung der charakteristischen Gleichung ist: y, = Ae®, falls c=A fur ein
gewisses i=1, ... n eine einfache Lésung der charakteristischen Gleichung ist: y, = Ate® usw.

II. Die Losung der homogenen Differenzialgleichung y* + 4y’ + 5y = 0 bestimmt sich durch die cha-

rakteristische Gleichung:
—4+4-ANB _ -4+~-4 -4%2
201 2 2

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung lautet mit den konjugiert komplexen Lésungen
der charakteristischen Gleichung:

Vi = €%(C,cos(t)+Cssin(t)).

Fir die Inhomogenitat g(t) = e ergibt sich der Ansatz:

yp = Ae’,

da g(t) = e nicht Teil der homogenen Lésung y ist. Einsetzen in die inhomogene Differenzialglei-
chung fuhrt wegen y,’ = -2Ae™®, y,* = 4Ae™ auf:

4Ae® + 4.(-2Ae?) + BAxe? = e? &> Ae P =e?,

so dass

A=1

gilt und damit:

Yp = et

Die allgemeine Ldsung der Differenzialgleichung lautet damit:
y = e?(Ccos(t)+C,sin(t)) + e = e?(C,cos(t)+Casin(t)+1).

—2+i.

N +4N+5=0 A, =

lll. Einsetzen der Anfangsbedingungen y(0) = 0, y‘(0) = O fuhrt noch wegen
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y' = -2e?(C,cos(t)+C,sin(t)+1) + e(-Cysin(t)+C,cos(t)) = e((C-2C;)cos(t)+(-C1-2Cy)sin(t)-2)
auf:

y(0) = €°(C;c0s(0)+C,sin(0)+1) =0=>C; +1=0=>C; = -1

y'(0) = €°((C,-2C4)c0s(0)+(-C1-2C,)sin(0)-2) = 0, C, = -1 =>C+2-2=0=>C, = 0.

Damit erfillt die bestimmte Lsung:

y = e?(-cos(t)+1) = e?(1-cos(t))

Differenzialgleichung und Anfangsbedingungen.

2. Losung : I. Innerhalb der (reellen, komplexen) Analysis kommt der sog. Laplace-Transformation
insofern eine Rolle zu, dass mit ihrer Hilfe (physikalisch-) mathematische Probleme z.B. bei Diffe-
rentialgleichungen gelést werden kdnnen. Durch Zuweisung einer Laplace-Transformierten (Bild-
funktion) F(s) zur Originalfunktion  (Urbildfunktion) f(t) vermittels des Laplace-
Transformationsoperators £ gilt:

FO) SFE) = [ F(o)-e=ar

2
fur (reelle, komplexe) Parameter s. Die Transformation < heil3t Korrespondenz ©—#®, es gilt da-
mit: f(ty ©——® F(s) oder: F(s) = £{f(t)} (Transformation) bzw. f(t) = £ *{F ()} (Riicktransformati-
on). Die Laplace-Transformation setzt die Existenz des die Bildfunktion F(s) definierenden (Lapla-
ce-) Integrals voraus, so dass etwa F(s) -> 0 bei s->« folgt. Das (uneigentliche) Integral existiert,
wenn f(t) stiickweise stetig und [f(t)/e®| < K mit reellem positiven K gilt.

Allgemein gelten fir reelle Zahlen a, b und natirliche Zahlen n die folgenden besonderen Laplace-
Transformationen laut Transformationstabelle:

Originalfunktion f(t),t =20 Laplace -Transformierte F(s)
t" (n-1)!
Sn-¢-1
1
at
€ S—a
nl
n_at
t e (S_a) n+l
: a
sin(at) Pial
. sinbls+acosh
sin(at+b) T oial
s
cos(at) penpe
cosbls+asinb
cos(at+h) T P2+a
b
at_..
e”sin(bt) (s-2)2 +b?
at bt _ s-a
e“cos(bt) (5-2)2 +b?
: a
sinh(at) P
s
cosh(at) 732

Es gelten dabei die nachstehenden Rechenregeln fir Originalfunktionen f(t) und Laplace-
Transformierte F(s):

a) 8{kf(t)} = k2{f(t)} = k - F(s) (konstanter Faktor)

b) £{f(t) + g(t)} = L{f ()} + L{g(t)} = F(s) + G(s) (Summenregel)
¢) 2{f(at)} ==F (2) (Annlichkeitssatz)

d) 2{f(t —a)} = e~ - 2{f(t)} = e " - F(s) (Verschiebungssatz)
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e) e{f(t + a)} = e®*- (F(s) — [ f(t)e~** dt) (Verschiebungssatz)

f) 2{e™ - f(t)} = F(s + a) (Dampfungssatz)

9) 2{F (1) * 9(1)} = LF (D} 2{o(D)} = F(s) - 6 (s) (Faltungssatz)

h) 8{f'(£)} = s+ F(s) = f(0), 8{f"(£)} =s* - F(s) — s f(0) = f'(0), ..

e{f"™(t)} =s"-F(s) =I5 s™ " £19(0) (Ableitungen)

) F'(s) = 8{—t- F(D}, F'(s) = &{£> - F(1)), ... F™(s) = &{(—-0)" - F()},

e{t" - f(£)} = (—1)" - F™ (s) (Ableitungen)

) &{J f(dr} = gi F(s), [ f(Ddr} = gi (F(s) — J7 f(x)dr) (Integral)

k) 7 F(o)do = E{%-f(tj} (Integral)

) lim, ., f(£) = lim__..(s - F(s)), lim, ., f(t) = lim__,(s- F(s)) (Grenzwertsatze)

fur reelle Zahlen a>0, t=0, k. Dabei ist die Faltung zweier Funktionen f(t) und g(t) definiert vermoge
des Faltungsprodukts f(t)*g(t) = _Ir[: f(r)g(t = 1)dr. Zu beachten ist noch die Rucktransformation
27! der Laplace-Transformation £, die sich aus den Rechenregeln und obiger Tabelle ergibt.

Il. Die Differenzialgleichung

y“+4y +5y=e? y(0)=0,y(0)=0

lasst sich auf Grundlage der Laplace-Transformation mit £{y} = F(s), Z{y'} = sF(s) — y(0) = sF(s),
£{y"} = s’F(s) — sy(0) — y(0) = s*F(s) (auf Grund der Anfangsbedingungen y(0) = 0, y*(0) = 0),

- 1
L{e?} =
e} e

(gemal der Tabelle in I.) umwandeln in die Gleichung:

S°F(s) + 4sF(s) + 5F(s) =

s+2
Auflésen nach F(s) ergibt:
s?F(s) + 4sF(s) + 5F(s) = 1 5 (Ausklammern)
s+
(s2+4s+5)F(s) = _* | :(s2+45+5)
s+2
F(s) = !

" (s+2)(s? +45+5)

ll. Wegen s*+4s+5 > 0 gilt fiir die nun folgende Partialbruchzerlegung der Ansatz:

— 1 _ A Bs+C
F(s) = = +
(s+2)(s®* +4s+5) s+2 s°+4s+5
mit:
1 - _A , Bs+C | - (s+2)(s*+4s+5)
(s+2)(s®* +4s+5) s+2 s®+4s+5
1 = A(s*+4s+5) + (Bs+C)(s+2) (Klammern auflésen)
1 =As®+ 4As + 5A + Bs® +2Bs + Cs + 2C (Sortieren, Ausklammern)

1 = (A+B)s? + (4A+2B+C)s + (5A+2C).
Koeffizientenvergleich ergibt:

A+B =0

4A+2B+C =0

5A+2C = 1.

Das lineare Gleichungssystem mit den Variablen A, B, C kann mit dem GauR3-Algorithmus geldst
werden:

Lineares Gleichungssystem:

+ 1A + 1B =0
+ 4A + 2B + 1C =0
+ 5A +2C =1
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Anfangstableau:

110]0
4211|0
5021
1. Schritt: 1*(2) - 4*(1) / 1*(3) - 5*(1) /
1 10]0
0-21]0
0521
2. Schritt: -2*(3) + 5*(2) /
1 10] 0
0-211] 0
0 01]-2
Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1A + 1B =0

- 2B+ 1C = 0

+ 1C = -2

Lésungen des linearen Gleichungssystems:
C=-2
B=-1
A=1

Somit gilt die Partialbruchzerlegung:

F(s) = 1 _ 1 s+2

(s+2)(s® +4s+5)  s+2 $2+4s+5

IV. Die Rucktransformation in die die Differenzialgleichung I6sende Funktion y = y(t) erfolgt (ge-
maf der Tabelle in I.) mit:

1

£-1 - e—2t
{ s 2}
+ + +
-1 S 2 — -1 S 2 — -1 S 2 } — e_ZICOS(t),
s? +4s+5 s +4s+4+1 (s+2)%+1
so dass sich
+
y=ry 1 3 [1{25—2} = e — e?cos(t) = e?(1-cos(t))
s+2 s +4s+5

als Losungsfunktion ergibt.
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