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Mathematikaufgaben
> Differenzialgleichungen
> linear, konstante Koeffizienten

Aufgabe : Bestimme die allgemeine L6sung der linearen Differenzialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten:

y@ — 2y + 2y —y = 8e*.

Losung : I. Allgemein gilt: Eine Differenzialgleichung der Form

y® +ay™™ +.+a y+ay=g(x) (%)

heildt lineare Differenzialgleichung n. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und g(t) als Storfunkti-
on. Ist g(t) = 0, so ist die Differenzialgleichung homogen, ansonsten inhomogen. Die Gleichung

A+alt+.+a A+a, =0

heil3t charakteristische Gleichung der Differenzialgleichung (*) und hat n reelle bzw. komplexe L6-
sungen A4, ... An. Im Falle reeller Lésungen, die paarweise verschieden sind, ergibt sich die homo-

gene Lésung: y, =C,e™ +C,e™ +...+C_e™*. Tritt eine Losung A; mit Vielfachheit m; auf, so gilt:

Yo =t (Cp +Cx+...+C x™)eM +... fur gewisse i = 1, ... n. Die partikuldre Lésung y, der

inhomogenen Differenzialgleichung (*) lasst sich gemaf des Typs der Storfunktion g(t) durch einen
speziellen Lésungsansatz bestimmen; d.h. mit g(x) = ae™ als Exponentialfunktion und falls ¢ keine
Losung der charakteristischen Gleichung ist: y, = Ae®, falls c=A; eine Losung der charakteristi-

schen Gleichung mit der Vielfachheit m; ist: 'y, = Ax™Me*.

Il. Die Losung der homogenen Differenzialgleichung y® — 2y*” + 2y* — y = 0 bestimmt sich durch
die charakteristische Gleichung:

A =2\ +2A-1=0.

Eine Losung der Gleichung ist: A = 1, so dass zweimalige Polynomdivision ergibt:

A =20+ 20— 1):(A-1) =N - AN —A+1

(N =N =-A+1):(A1) =N -1.

Die quadratische Gleichung:

N-1=0eN=1&A=%1

fuhrt auf die Loésungen: A = 1, A = -1, so dass mit A = 1 eine dreifache, mit A = -1 eine einfache L6-

sung der charakteristischen Gleichung vorliegt. DemgemaR ergibt sich als der homogenen Diffe-
renzialgleichung:

y = Cie™ + (C+Copx+Cpax?)e”.

[Il. Fir die Inhomogenitat g(x) = 8e* ergibt sich wegen der Vielfachheit 3 bei der Losung A = 1 der
charakteristischen Gleichung der Ansatz:

yp = AX%e%,

da g(x) = e* Teil der homogenen Losung y ist. Einsetzen in die inhomogene Differenzialgleichung
fuhrt wegen:

Yo = ABX+x)e,

Yo' = A(BX+6X°+x%)e,

Yo' = A(6+18x+9x°+x%)e”,

Yo' = A(24+36x+12x%+x°)e"
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auf:

A(24+36x+12x°+x%)e* — 2A(6+18x+9x*+x%)e* + 2A(3x*+x%)e* — Ax’e* = 8¢*,
so dass nach dem Einsetzen von x=0 ergibt:

24A -12A =8 & 12A =8 & A=2/3.

Damit ist die partikulare Losung der inhomogenen Differenzialgleichung

Yp = 2 e

3

IV. Die allgemeine Ldsung der Differenzialgleichung lautet also:

y = Cie™ + (Cp+Copx+Cpsx?)e* + gxg’eX =Ce”+ (Cgl+CQZX+Cg3X2+§ x3)e*.
V. Wir fihren noch die Probe durch und haben:
y=Ce™+ (C21+C22X+023X2+§ x°)e”
y' = -Cie™ + (Co+2Cx+2x°)e" + (C21+C22X+C23X2+§ x°)e*
=-C,e” + (021+c22+(sz+2czs)x+(c23+2)x2+% x%)e”

y* = Ci€™ + (Cpp+2C 3+ (2C5+4)x+2X%)€" + (Cop+Copt+(Copt2C,3)x+(Coat2)X° + 3 x%)e*

=C.e™ + (C21+2022+2Czs"‘(sz+4C23+4)X+(C23+4)X2+g x°)e”
Y = -C1€7 + (Cpp+4Co+4+(2C5+8)x+2X%)e" + (Cz1+2C22+2C23+(sz+4C23+4)X+(C23+4)X2+% x°)e* =

2
=-Cie” + (C21+3C22+6C23+4+(C22+6C23+12)X+(C23+6)X2+5 x°)e’
y(4) = C.e”
+ (Cpp+6C,3+12+(2C5+12)x+2x%)e* + (C21+3CZZ+6C23+4+(C22+6023+12)x+(023+6)x2+g x%)e*

=Cie™+ (C21+4CZZ+12023+16+(ng+8C23+24)x+(023+8)x2+% x)e¥,
so dass in der Tat:
y@ -2y + 2y —y =
Cle_x + (C21+4C22+12C23+16+(C22+8C23+24)X+(C23+8)X2+% )(3)6X

— 2(-Cie™ + (C21+3022+6C23+4+(C22+6023+12)X+(C23+6)X2+g x°)e")
+2(-Ce™ + (C21+C22+(sz+2023)X+(C23+2)X2+g x%)e%)

—(Ce™+ (C21+C22X+C23X2+§ x%)e*) =

(C1+2C1—2C1—C1)e_x
+ ((C21—2C51+2C51—Cp1+4C5—6Cp+2C5,+12C53—12C53+16-8)
+ (C22—2C22+2C22—C22+8C23—12C23+4C23+24—24)X

+ (C23—2C3+2C55—Coa+8-12+4)X° + (= —g +§_§) x°)e’

0 + (8+0x+0x*+0x’)e* = 8e”.
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