Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Differenzialgleichungen
> linear, konstante Koeffizienten

Aufgabe: Bestimme die allgemeine LOsung der linearen Differenzialgleichung mit konstanten
Koeffizienten:

y“ =3y +2y =1,y(0) =0, y(0) = 1.

Loésung: I. Innerhalb der (reellen, komplexen) Analysis kommt der sog. Laplace-Transformation
insofern eine Rolle zu, dass mit ihrer Hilfe (physikalisch-) mathematische Probleme z.B. bei Diffe-
rentialgleichungen gelést werden kénnen. Durch Zuweisung einer Laplace-Transformierten (Bild-
funktion) F(s) zur Originalfunktion  (Urbildfunktion)  f(t) vermittels des Laplace-
Transformationsoperators £ gilt:

] i
£ SR = [ fl-eat

Y
fur (reelle, komplexe) Parameter s. Die Transformation < heif3t Korrespondenz ©——#®, es gilt da-
mit: f(t) ©——® F(s) oder: F(s) = 2{f(t)} (Transformation) bzw. f(t) = £ *{F (s)} (Riicktransformati-
on). Die Laplace-Transformation setzt die Existenz des die Bildfunktion F(s) definierenden (Lapla-
ce-) Integrals voraus, so dass etwa F(s) -> 0 bei s->« folgt. Das (uneigentliche) Integral existiert,
wenn f(t) stiickweise stetig und |f(t)/e*'| < K mit reellem positiven K gilt.

Allgemein gelten fir reelle Zahlen a, b und natlrliche Zahlen n die folgenden besonderen Laplace-
Transformationen laut Transformationstabelle:

Originalfunktion f(t), t=0 Laplace-Transformierte F(s)
o (n=1!
snﬂ
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n_at n!
t e (S _a)n+1
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sin(at) gl
) sinbls+acosbh
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cos(at) m
cosbls+asinb
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e“'sin(bt) (s—a) +b
at s—a
e”cos(bt) 7(3 —a) +b?
sinh(at) yzfcﬂ
cosh(at) B ja2

Es gelten dabei die nachstehenden Rechenregeln fir Originalfunktionen f(t) und Laplace-
Transformierte F(s):
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a) 8fkf(t)} = k2{f(t)} = k - F(s) (konstanter Faktor)
b) {f(t) + g(t)} = 2{f ()} + 2{g(t)} = F(s) + G(s) (Summenregel)
¢) 2{f(at)} =2 F () (Ahnlichkeitssatz)
d) ¢{f(t —a)}= e~ - 2{f(t)} = e~ - F(s) (Verschiebungssatz)
) 8{f(t + a)} = e* - (F(s) — [T f(£)e™* dt) (Verschiebungssatz)
f) 8{e™*" + f(t)} = F(s + a) (Da&mpfungssatz)
0) 2{F(£) * g(£)} = SLF (1)} - 2{g (D)} = F(s) - G (s) (Faltungssatz)
h) 2{f'(t)} =s-F(s) — f(0), e{f"()} =s* - F(s) — s - f(0) — f'(0), ...
e{f ()} =s"-F(s) — L+ s" 17 £ (0) (Ableitungen)
i) F'(s) = 8{—t- F(D)}, F''(s) = &{t>- (1)}, ... F™(5) = &{(-B)" - (D)},
o{t" - (1)} = (—1)" - F™ (s) (Ableitungen)
) o)y fF(@dr} == F(s), &[] F(D)dr} ==- (F(s) — [ f(x)dr) (Integral)
k) J° F(o)do = 2 £(£)} (Integral)
) lim, L, () = lim,__.(s - F(s)), lim,_ ., f(t) = lim__,(s- F(s)) (Grenzwertsatze)
fir reelle Zahlen a>0, t=0, k. Dabei ist die Faltung zweier Funktionen f(t) und g(t) definiert vermdge
des Faltungsprodukts f(t)*g(t) = f; f(r)g(t — 1)dr. Zu beachten ist noch die Rlcktransformation
271 der Laplace-Transformation €, die sich aus den Rechenregeln und obiger Tabelle ergibt.

(©)

Il. Die Differenzialgleichung

y“ =3y +2y=1,y(0) =0, y(0) =1

lasst sich auf Grundlage der Laplace-Transformation mit Z{y} = F(s), Z{y‘'} = sF(s) — y(0) = sF(s),
L£{y“} = s?F(s) — sy(0) — y'(0) = s?F(s) — 1 (auf Grund der Anfangsbedingungen y(0) = 0, y'(0) = 1

),

L{1} = 1 (geman der Tabelle in I.: 1 = e”) umwandeln in die Gleichung:
N

$2F(s) — 1 — 3sF(s) + 2F(s) = .

h)
Auflésen nach F(s) ergibt:
$?F(s) — 1 — 3sF(s) + 2F(s) = + | +1

h)
s2F(s) — 3sF(s) + 2F(s) = * +1 (Ausklammern)

h)
(s2-3s+2)F(s) = 211 | :(s2-35+2)
S

F(s) = s+1 _ s+1

s(s> =3s+2) s(s=D(s=2)
Letzteres wegen: s2-35+2 = (s-1)(s-2).

[ll. FOr die nun folgende Partialbruchzerlegung gilt der Ansatz:

FS)=—S+1 =é+ B + C

s(s—D(s—2) s s—-1 s-2

mit:

s+1 _ é B C
s(s—D(s—2) s s—-1 s-2
s+1 = A(s-1)(s-2) + Bs(s-2) + Cs(s-1).
Einsetzen bestimmter Werte fir s fuhrt auf die Unbekannten A, B, C:
$s=0:0+1=A(-1)(-2)+0+0~1=2A A=0,5
s=1:1+1=0+B-1-(-1)+0&®2=-B& B=-2
2+1=040+C-213=2C C=1,5.

| -s(s-1)(s-2)

2]
Il
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Somit gilt die Partialbruchzerlegung:
Fe)o_ st _05 2 15 _ 1 2 3

ss—=D(s=2) s s—-1 s=2 25 s—-1 2(s-2)

IV. Die Rucktransformation in die die Differenzialgleichung I6sende Funktion y = y(t) erfolgt (ge-
maf der Tabelle in I.) mit:

a1 1,41 1 ot 1
£17 =i£ = —8e = —,
{2s} 2 {s} 2 2

2 1
LH{——}=2.r{—}=2¢
s—1 s—1

1
i Gy G S
2(s—2) 2 s—2 2
so dass sich
y=£'1{i}—£"{i} +L07Y > j= 1 ety 32
2s s—1 2(s—2) 2 2

als Lésungsfunktion ergibt.

V. Mity = 0,5 —2e' + 1,5¢* folgen:

y = -2¢e' + 3e?,

y“ =-2¢e' + 6

und damit die erfolgreich durchgefiihrte Probe:

y“ =3y + 2y = (-2¢' + 6?) — 3(-2¢' + 3e?) + 2-(0,5 — 2¢' + 1,5€%) =
-2¢' + 6e” + 6e'—9e” + 1 —4e' + 3™ =1,

y(0)=0,5-2+1,5=0,

y'(0)=-2+3=1.
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