Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Differenzialgleichungen
> Substitution, Trennung der Variablen

Aufgabe: Lise die Differenzialgleichung:

Y +1=0.

Lésung: I. Mit der Substitution u = y* folgt:
= du :ﬂﬂ:ﬂ@;':ﬂ

Ijt!
dx dy dx dy dy

so dass die Differenzialgleichung y* 3''+1=0 zu:
Vi msi=0
dy

wird.

Il. Auf die Differentialgleichung mit u und y lasst sich nun die Trennung der Variablen anwenden;
es gilt:

v G 1=0 B
dy
5 du
i =-1 y°
y dy |y
du 1
- Dl = —_3 | dy
dy y
1
u ldu = ——Ldy (Integration, Integrationskonstante C;)
y

Iu i = —Iy_S [dy +C, (Stammfunktionen)
1 2 -2

Sut = —(——y ) +C

5 (— )+C,

luz = 12 +C,

2 2y

[ll. Ricksubstitution y* = u ergibt:
I ,_ 1

27 T2y

und weiter:

+C1
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2=l R
y

y 1

, [1

y==% —2+2C1
y

LIS I Yo

dx y?

IV. Die Differentialgleichung mit x und y I&sst sich ebenfalls mit der Trennung der Variablen I6sen,
und zwar fir den Fall C, # 0:

d 1
D=y | =420 | -dx
dx y
1 1
dy =% |—+2C dx | > +2C,
y
d
Y = +dx (Termumformungen)
1
— +2C,
y
dy =*dx
1+2C,y
y2
7 dy =+dx
1+2C,y’
It
|)’| Ly . . - 2
———— = *dx (Integration mit Substitution: v = 1+2C1y*, dv = 4C,|y|-dy)
J1+2C,y?
LTS
4C, .
I— = ijdx +C, (Termumformung im Integranden)
Jv
| Dy fax+c,
4C v
1 1
—|v 2dv= ifdx +C, (Stammfunktionen)
4C,
R
— =tx+C,
4c, 1
2
1 _ . o 2
E v=xx+C, (Racksubstitution: 1+2C1y“ = v)
1

%\/quyz =+x+C, | -2C;

1
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J1+2C,y* =+2Cx+2C,C, (Quadrieren)

1+2C,y* =(#2C,x+2C,C,)’ | -1
2C,y* =(£2C,x+2C,C,)* -1 | :(2Cy)
+2C,x+2C,C,)* -1
y2 - ( 1 X 1G) K
2C,
- (£2C,x+2C,C,)* -1 |
2C,

d [ 1
V. Fir den Fall C; = 0 erhalten wir aus der Beziehung d_y e 2C, und mit Trennung der
X y

Variablen:

ﬂ = i Lz
dx y
dy_, 1 |
dx i|y| | -1yl
d
Iyld—)yc = %1 | -dx
|y|dy = +dx (Integration)
j|y|dy =i_|Aabc+C2
%yz =tx+C, | -2
y? =+2x+2C, K

y =%+ 2x+2C, .
VI. Damit gelten fiir die Differenzialgleichung y’ "'+1 =0 die allgemeinen Ldsungen:

y=+,+x2x+2C, (C;=0)

y=4 (£2C,x+2C,C,)* -1
2C,

(C1#0).
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