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Aufgabe : Gegeben sei das lineare homogene Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung:
Yi'= Y t2y, “
Yy, =3y, +2Y,

der reellwertigen Funktionen vy, Y.

a) Bestimme die allgemeinen Lésungen yi, y» des Differenzialgleichungssystems (*).

b) Wie lauten die Lésungen des Differenzialgleichungssystems (*), wenn die Anfangswertbedin-
gungen y;(0) = 2, y»(0) = 1 gelten?

c¢) Das Differenzialgleichungssystem wird nun um einen inhomogenen Anteil erweitert und lautet:
Yi'= Y, 2y, +2x-1 )
Y,'=3y, +2y, '

Bestimme nun die Losungen y,, Y, des Differenzialgleichungssystems (**).

1. Losung : I. Allgemein gilt: Ein lineares homogenes Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung mit
zwei Funktionen y;, y, und konstanten Koeffizienten ist von der Form

Y. =any, tasy,
Yo' = an Y tayY,’

also:

mit der Koeffizientenmatrix A = (aﬂ a“j und den Vektoren _3; = [le . _y =(y1 J .
1 2 Y, Y,

Mit der charakteristischen Gleichung der Determinante
det(A-AE) = (au1—A)(aze—A) — apan = 0
und deren Lésungen A4, A, hat das homogene Differenzialgleichungssystem die Losungen:
y, = C, [&" +C, & (falls \;#\, reell)
y, = (C, +C,x) @™ (falls A;=A,=A reell)
y, = e®(C, sinfox) + C, cospx)) (falls A, » = atib konjugiert komplex)

sowie:

Y, = i (yll_a11Y1) .
a

1 2
Il. a) Das homogene Differenzialgleichungssystem (*) besitzt die Koeffizientenmatrix: A= (3 2) ,

die charakterische Gleichung ergibt sich aus der Determinante:
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1-1 2
de( j=(1—/])(2—/])—2[3:2—/1—2/]+/]2—6:/]2—3/]—4=0,

3 2-/
so dass
N-3\-4=0 (pg-Formel: p=-3, q=-4)
A, =15%4/15% +4=15+,/625=15+ 25
)\1 = ‘1, )\2 =4

gilt und damit der Fall verschiedener reeller Losungen Az, A,. Die Funktion y; ergibt sich als Losung
aus:
yl = Cl @_X + C2 @4)(
mit beliebigen reellen Zahlen C;, C, (als Integrationskonstanten). Die Funktion y, lautet dann auf
Grund von y,'= -C, [&™ +4C, [&*

1 1 1 —X X —X X — 1 =X X | =
Y, ZE(yl_yl)ZE((_Cl & +4C, 2% )-(C, ™ +C, [&* ))_E(_ 2C, [&™ +3C,e" )=

-C, [+ g C,e™.

b) Bei den gegebenen Anfangswertbedingungen y;(0) = 2 und y»(0) = 1 sind noch zuséatzlich zu
den allgemeinen Lésungen des Differenzialgleichungssystems (*) die Konstanten C; und C, zu
ermitteln. Dies geschieht Uber ein lineares Gleichungssystem auf Grund von:

y1(0) = C1+C2 = 2, y,(0) = -C;1+1,5C, = 1

und:

C,=2-C, =>-C;+1,5(2-C,) =-C;+3-1,5C, =3-25C; =1=>-25C;=-2=>C;=0,8
C;=08=>08+C,=2=>C,=1,2.

Wir haben damit:

y, = 08[&™* + 12 [&"

y, =-08&* + 18[&"

als Losungsfunktionen des Differenzialgleichungssystems mit den vorgegebenen Anfangsbedin-
gungen.

c¢) Erweitert sich das homogene Differenzialgleichungssystem (*) zu dem inhomogenen Differen-
zialgleichungssystem (**), so sind zusatzlich zu den Lésungen des homogenen Differenzialglei-
chungssystems partikuldre Losungen zu finden. So sei nun:

Y’ =y, 2y, +2x-1

Y,'=3y, +2Y,

mit dem inhomogenen Anteil g1(x) = 2x—1 (bei g.(x) = 0). Es gilt dann der Ansatz flr Polynome,
wonach als partikulare Losungen Lésungen vom Typ yi, = ax+b, y,, = cx+d zu finden sind. Damit
gilt wegen yi,' = a, Yz, = ¢ und durch Einsetzen in die Gleichungen des Differenzialgleichungssys-
tems:

a = (ax+b) + 2(cx+d) + 2x-1 => ax +2cx —a + b + 2d = -2x+1 => (a+2c)x + (-a+b+2d) = -2x+1

¢ = 3(ax+b) + 2(cx+d) => 3ax + 2cx + 3b—c + 2d = 0 => (3a+2c)x + (3b—c+2d) = 0
Koeffizientenvergleich ergibt zunéchst:

a+2c =-2; -a+b+2d = 1; 3a+2c = 0; 3b—c+2d = 0.

Das lineare Gleichungssystem der Gleichungen a+2c = -2 und 3a+2c = 0 fihrt nach Gleichungs-
subtraktion auf: -2a = -2 => a = 1, so dass sich ergibt; 1+2c = -2 => 2¢ = -3 => ¢=-1,5. Das Glei-
chungssystem der Gleichungen -a+b+2d = 1 und 3b—c+2d = 0 fuhrt nach Einsetzen von a=1 und
c=-1,5 auf:

-1+b+2d =1 => b+2d = 2; 3b+1,5+2d = 0 => 3b+2d =-1,5

und damit nach Gleichungssubtraktion auf: -2b = 3,5 => b =-1,75, so dass folgt: -1,75+2d = 2 =>
2d = 3,75 => d = 1,875. Als partikulare Loésungen erhalten wir damit:

Y1p = X=1,75
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Yop = -1,5x+1,875.
Die Gesamtldsung des inhomogenen Differenzialgleichungssystems (**) lautet also:
y, =C,[&" +C, @™ +x—-175

y, =-C, &~ +gCZe“X ~15x + 1875.

2. Losung : Allgemein gilt: Ein lineares inhomogenes Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung mit
zwei Funktionen y;, Yy, und konstanten Koeffizienten ist von der Form

yl': ailyl + a12y2 + gl(x)
Yo' = ayY, +a,Y, +0,(X)

also:
- >

y=Aytg

mit Koeffizientenmatrix A= (aﬂ %J und Vektoren _y = (ylj , ; = ( Y J , 5 = [glj .
Ay Y. Y, g,

Eliminierung der Funktion y, im Differenzialgleichungssystem ergibt die nur noch von y; abhangige
inhomogene lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

y:i" +ay:’ + by: = g*(x)
mit: a = -a;;—axn, b = det(A) = apjar—aar;, g*(xX) = g1'(X) — (a2201(X)—a1202(x)). Die homogene Diffe-
renzialgleichung y,” + ay,” + by, = 0 ist dann lésbar Uber die charakteristische Gleichung
NM+ah+b=0
und deren Lésungen Ay, A,, so dass y; die Form hat:

y, =C, [&" +C, ™ +y,, (falls A\i#, reell)
¥, = (C, +C,x) [&™ +y, (falls A;=A,=A reell)
y, =™ (C1 sin(x) +C, COSbX)) +Y,, (falls Ay, = atib konjugiert komplex)

mit der partikularen Losung yi, der inhomogenen Differenzialgleichung. Fur die zweite Funktion y,
des Differenzialgleichungssystems gilt:

1/,
Y, = g(yl —a,Y, ~ gl(x))'

1 2
Il. a) Zum linearen Differenzialgleichungssystem (*) lautet die Koeffizientenmatrix: A= [3 ZJ ,

Eliminierung der Funktion y, fuhrt mit: a = -1-2 = -3 und b = 1-2-2-3 = -4 zur (ebenso homogenen)
Differenzialgleichung:

yi“=3y:' =4y =0.

Die zur Differenzialgleichung gehdrende charakteristische Gleichung lautet:

N-3\-4=0

so dass

N-3\-4=0 (pg-Formel: p=-3, q=-4)
A, =15%4/15% +4=15+./625=15+ 25

)\1 =-1, )\2 =4

gilt und damit der Fall verschiedener reeller Losungen A4, A,. Die Funktion y; ergibt sich als Lésung
aus:

y, =C, [ +C, e
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mit beliebigen reellen Zahlen C,, C, (als Integrationskonstanten). Die Funktion y, lautet dann auf
Grund von y,'=-C, [@ +4C, [&"
1 1

v, :%(yl'—yl) :E((_ C, B +4C, % )-(C, @™ +C, E@“X)):E(— 2C, [ +3C,e" )=

~C, &+ g C,e™.

b) Bei den gegebenen Anfangswertbedingungen y;(0) = 2 und y»(0) = 1 sind noch zusatzlich zu
den allgemeinen Lésungen des Differenzialgleichungssystems (*) die Konstanten C; und C, zu
ermitteln. Dies geschieht Uber ein lineares Gleichungssystem auf Grund von:

y1(0) = C1+C; = 2, y»(0) = -C1+1,5C, = 1

und:

C, =2-C, =>-C;+1,5(2-C,) =-C;+3-1,5C,; =3-25C; =1=>-25C; =-2=>C; =0,8
C;=08=>08+C,=2=>C,=1,2.

Wir haben damit:

y, = 08 + 12[&"

y, =-08&* +18[&"

als Losungsfunktionen des Differenzialgleichungssystems mit den vorgegebenen Anfangsbedin-
gungen.

c¢) Erweitert sich das homogene Differenzialgleichungssystem (*) zu dem inhomogenen Differen-
zialgleichungssystem (**), so sind zusatzlich zu den Lésungen des homogenen Differenzialglei-
chungssystems partikulare Losungen zu finden. So sei nun:

y1I: Yi +2y2 +2x -1

Y, =3y, +2y,

mit dem inhomogenen Anteil g;(x) = 2x—1 (bei g»(x) = 0). Es gilt dann der Ansatz fiir Polynome,
wonach als partikuléare Losungen Losungen vom Typ yi, = ax+b, y,, = cx+d zu finden sind. Damit
gilt wegen yi,' = &, Y, = ¢ und durch Einsetzen in die Gleichungen des Differenzialgleichungssys-
tems:

a = (ax+b) + 2(cx+d) + 2x-1 => ax +2cx —a + b + 2d = -2x+1 => (a+2c)x + (-atb+2d) = -2x+1
¢ = 3(ax+b) + 2(cx+d) => 3ax + 2cx + 3b— ¢ + 2d = 0 => (3a+2¢)x + (3b—c+2d) =0
Koeffizientenvergleich ergibt zunachst:

at2c =-2; -a+b+2d = 1; 3a+2c = 0; 3b—c+2d = 0.

Das lineare Gleichungssystem der Gleichungen a+2c = -2 und 3a+2c = 0 fihrt nach Gleichungs-
subtraktion auf: -2a = -2 => a =1, so dass sich ergibt: 1+2¢c = -2 => 2¢ = -3 => c=-1,5. Das Glei-
chungssystem der Gleichungen -a+b+2d = 1 und 3b—c+2d = 0 fuhrt nach Einsetzen von a=1 und
c=-1,5 auf:

-1+b+2d =1 =>b+2d = 2; 3b+1,5+2d =0 =>3b+2d =-1,5

und damit nach Gleichungssubtraktion auf: -2b = 3,5 => b =-1,75, so dass folgt: -1,75+2d = 2 =>
2d = 3,75 =>d =1,875. Als partikulare Losungen erhalten wir damit:

Yip = X=1,75

Yop = -1,5%+1,875.

Die Gesamtlésung des inhomogenen Differenzialgleichungssystems (**) lautet also:
y, =C, [ +C, @™ +x-175

y, =—C, &~ +gCZe“X —15x + 1875.
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