Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Differenzialgleichungen
> Lineares Differenzialgleichungssystem

Aufgabe : a) Bestimme die allgemeine Losung der Differenzialgleichung (*):
y'"-6y'+5y = -13sinx (*)
b) Bestimme die allgemeinen Losungen yi, Y. des Differenzialgleichungssystems (**).

y,' =4y, +3Y,

Y,'= Y1 +2Y, -%sinx o

Losung : a) I. Allgemein gilt: Eine Differenzialgleichung der Form

y(n) + aly(n—l) + o+ an_ly-+any — g(x) (**%)

heildt lineare Differenzialgleichung n. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und g(x) als Storfunkti-
on. Ist g(x) = 0, so ist die Differentialgleichung homogen, ansonsten inhomogen. Die Gleichung

A+alt+.+a A+a =0

heil3t charakteristische Gleichung der Differenzialgleichung (***) und hat n reelle bzw. komplexe
Losungen A4, ... A, Im Falle reeller L6sungen, die paarweise verschieden sind, ergibt sich die all-

gemeine Losung: y = C,e™ + C,e™ +...+ C_e™*. Die partikulare L6sung y, der inhomogenen Dif-

ferenzialgleichung (***) lasst sich gemalR des Typs der Storfunktion g(x) durch einen speziellen
Lésungsansatz bestimmen; d.h. mit ganz rationalem g(x) vom Grad n und falls A=0 keine Ldsung
der charakteristischen Gleichung ist: y, = A + Bx + ... + Zx" und lasst sich Uiber die Methode des
Koeffizientenvergleichs bestimmen.

Il. Wir errechnen die Losungen der charakteristischen Gleichung der Differenzialgleichung (*):

A -61+5=0 (pg-Formel: p=-6, q=5)

A=3+32-5=3+./4=3+2

A=1 A=5.

Die errechneten A sind verschieden, die allgemeine Lésung der homogenen Differenzialgleichung:
y'"—=6y+5y =0

lautet:

y, =C,e* +C,e> =Ce* +C,e>

(mit beliebigen reellen Zahlen C,, C, als Integrationskonstanten).

lll. Betrachten wir die inhomogene Differenzialgleichung (*) und suchen nach einer partikularen
Losung, soisty = yp als:

y =asinx+bcosx

mit:

y'=acosx—bsinx, y"=-asinx—-bcosx

anzusetzen. Einsetzen in die Differenzialgleichung (*) ergibt:

y'=6y+5y = —-13sinx (Einsetzen)
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(—asinx—bcosx) —6(acosx —bsinx) + 5(asinx + bcosx) = —13sinx
—asinx—bcosx —6acosx + 6bsin X + 5asin X + 5bcosx = —13sin X
4asin X+ 6bsin X —6acosx + 4bcosx = —13sin X

(4a+6b)sinx+ (—6a+ 4b) cosx = —13sinx

Koeffizientenvergleich ergibt nun das lineare Gleichungssystem in a und b:

4a + 6b =-13
-6a +4b = 0.

Die zweite Gleichung des Gleichungssystems Iésen wir nach b auf:
-6a+4b=0=>4b=6a=>b=1,5a,

so dass mit Einsetzen in die erste Gleichung folgt:
4da+6b=-13=>4a+6-1,5a=-13=>4a+9a=-13=>13a=-13=>a="-1.
Mit a = -1 erhalten wir: b = 1,5-(-1) = -1,5. Die partikuldre Lésung lautet somit:

Y, =—sinx—15cosx.

Eine Probe mit ¥, = —sinX—15co0sx, y', = —cosx+ 15sinX, y", =sinx+15c0sx bestatigt
die Richtigkeit des Ergebnisses, da:

y', =6y, +5y, =

(sinx+15c0osx) —6(—cosx + 15sinx) + 5(—sinx —15cosx) =

sinx + 15cosx + 6c0osx — 9sinx — 5sinx — 7,5C0SX =

sinx— 9sinx — 5sinx +15cosx + 6cosx — 7,5c0sx = —13sinXx

gilt.

[ll. Die allgemeine L6sung der inhomogenen Differenzialgleichung (*) lautet wegen y =y, + yp:

y =C,e* +C,e”™ —sinx—15cosx.

b) I. Allgemein gilt: Ein lineares inhomogenes Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung mit zwei
Funktionen vy, y, und konstanten Koeffizienten ist von der Form

yl': ailyl + a12y2 + gl(x)
Yo' = ayY, +a,Y, +0,(X)

also:
y=Ay+g
mit Koeffizientenmatrix A= (aﬂ %J und Vektoren _y = (ylj , ; =(y1 J , 5 = [glj .
1 Ay 2 Y2 0,

Eliminierung der Funktion y, im Differenzialgleichungssystem ergibt die nur noch von y; abhangige
inhomogene lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

y:" +ay: + by, = g*(x)

mit: a = -a;;—axn, b = det(A) = apjar—aar;, g*(x) = g1'(X) — (a2201(X)—a1202(x)). Die homogene Diffe-
renzialgleichung y,” + ay,” + by, = 0 ist dann lésbar Uber die charakteristische Gleichung

M+ah+b=0
und deren Lésungen Ay, A,, so dass y; die Form hat:
y, =C, [&" +C, [ +y,, (falls A\i#, reell)
¥, = (C, +C,x) [&™ +y, (falls A;=A,=A reell)
y, =™ (C1 sin(x) +C, COSbX)) +Y,, (falls Ay, = atib konjugiert komplex)
mit der partikularen Lésung yi, der inhomogenen Differenzialgleichung. Fur die zweite Funktion y,
des Differenzialgleichungssystems gilt:
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1, ,
Y, =;(y1 —a,y; — ,(X).

2

4

II. Zum linearen Differenzialgleichungssystem (**) lautet die Koeffizientenmatrix: A=[ ZJ' Eli-
minierung der Funktion y, fihrt mit: a = -4-2 = -6 und b = 4-2-1-3 = 5 sowie mit:

13 . .
g*(x)=0- (0—3EQ—§S|n X)) = —13sinx
zur Differenzialgleichung (*):
y',—6y', +5y, = -13sinX.
Laut Aufgabe a) ist aber die allgemeine Losung der Differenzialgleichung (*):
y, =C,e* +C,e> —sinx—15cosx.

Die Funktion y, lautet dann auf Grund von y,'= C,e* +5C,e™ —cosx + 15sinx:
Yy, = :—t(y1 ~dy,)= ;_13((CleX +5C,e™ —cosx + 15sin x)— 4(CleX +C,e™ —sinx— L5cosx)) =

%(— 3C,e* +C,e™ + 55sinx + SCosx) =-C,e* + % C,e™ + 1Elsin X+ 2 COSX

lll. Die allgemeinen Lésungen yi, Y. des Differenzialgleichungssystems (**) lauten also:

y, = C,e* +C,e> —sinx—15cosx

y, =—C,e" +%Cze5X +sinx+ 2cosx.

Mit ', =C,e* +5C,e”™ —cosx+ 15sinx, y',=-Ce" +§C2e5x +%1cosx—gsinx fihren wir

noch die Probe durch und erhalten in der Tat:
1. Gleichung des Differenzialgleichungssystems Y, '= 4y, +3y,:

4y, +3y, = 4(C1eX +C,e™ —sinx - lScosx)+ 3(— ce+ %’Cze5X + %lsin X+ gcosxj =

, 11 .
4C.e* +4C,e™ — 4sinx—6cosx—3C.e* +C.e™ + ~ sinx+ 5cosx =
C,e* +5C,e™ + 15sinXx—cosx = y',
13 .
2. Gleichung des Differenzialgleichungssystems Y,'= Yy, +2Y, —ESInX:

13 .
y, +2y, —Esmx:

C,e* +C,e™ —sinx—15cosx + 2(— ce’+ %Cze5X + lElsinx +§cosxj —%gsin X =

C.e* +C,e™ —sinx—15cosx—2C,e" —%Cze5X +1—1$inx+%)cosx—1—§’sinx =

-C,e” +%C2e5X -sinx - lScosx+%)cosx—§sinx =

. 5. . 11 5
-Ce +§C2e5 +€cosx—:—3smx—y2
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