Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Differenzialgleichungen
> Lineares Differenzialgleichungssystem

Aufgabe : Gegeben sei das lineare homogene Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung:

Yi'=YitYs
Y, =Y, Y5 (%)
Ya'= Y1+ Y,

der reellwertigen Funktionen yi, Y», Y.
a) Bestimme die allgemeinen Lésungen yi, y» des Differenzialgleichungssystems (*).

b) Wie lauten die Lésungen des Differenzialgleichungssystems (*), wenn die Anfangswertbedin-
gungen y;(0) = 1, y,(0) = 2, y5(0) = 3 gelten?

Losung : Allgemein gilt: Ein lineares homogenes Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung mit drei
Funktionen vy, Y, ys und konstanten Koeffizienten ist von der Form

Vi =any, ta,y, tasys
Yo' =@y, tayy, tasys,
Vs = 8yY; a5, tagY;

also:
y'=Ay
a; ap a3 N Yi| yi'
mit der Koeffizientenmatrix A=|a,, a,, a,;|unddenVektoren y=|y, |, y'=|VY,'
A3 83 QAgg Y3 Ys'
Mit der charakteristischen Gleichung der Determinante
det(A-AE) =0

und deren Losungen Ay, A;, Az als Eigenwerte der Koeffizientenmatrix hat das homogene Differen-
zialgleichungssystem die Losungsvarianten fir y;:

y, =C, [@" +C, [@" + C, [&" (falls A, A, A; reell, paarweise verschieden)
y, = (C, +C,x) @™ (falls A;=A,=A # A reell)
y, = (C, +C,x+C,x*) @™ (falls A;=A,=As=A reell)
y, = e®(C, sinfox) + C, cospx)) (falls A, = aib konjugiert komplex),

wahrend sich die Lésungen von y,, ys; durch Einsetzen von y; und y;‘ in das Differenzialglei-
chungssystem und durch Umstellen nach y,, y; ergeben. Im Falle von Anfangswertbedingungen
y1(0) = a, y2(0) = b, y5(0) = c ist ein lineares Gleichungssystem auszurechnen, das die Unbekann-
ten C4, C,, C; bestimmt.
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a) I. Im homogenen Differenzialgleichungssystem (*) mit der Koeffizientenmatrix: A =

N o B
=)
o R K

errechnen sich die Lésungen der charakteristischen Gleichung:

det(A-AE) =0
mit:
1 01 1 00 1-4 0 1
A-ANE=]/0 1 1|-40 1 0|=] 0 1-4 1
110 011 1 1 -
als:

det(A—AE) = - A(1-A)? + 0 — (1-A) — (1-A) =0 = - A(1-A)?* = 2(1-A) = 0

(Determinantenentwicklung gemal der Sarrusregel). Die Gleichung lasst sich wie folgt nach A um-
stellen:

-AM1-A?-2(1-A) =0 (Ausklammern)
(2-N[-AM1-AN)—-2]=0 (Satz vom Nullprodukt)
1-A= 0, -A(1-\) = 2 |+ A
1=AN-A-2=0 (abc-Formel)

A=1,A=-1,A=2.

A=-1,A=1, A= 2 sind Lésungen der charakteristischen Gleichung und damit Eigenwerte der Mat-
rix A.

Il. Die Eigenwerte sind paarweise verschieden. Somit gentigt y; der Lésung:

y, =C,e”* +C,e* +C,e™.

Wir berechnen nun auf Grund von (*) die Losungen fir y,, y; wie folgt:

y; =Ce* +C,e* +C,e™ => y,'=-C,e™ +C,e* + 2C,e*

Vi= Yty =>

Y5 = ¥y, = (-C,e™ +C,e" +2C,e™) - (C,e™ +C,e* + C,e™) = -2C,e™* +C,e™
y, =—2C,e* +C,e™* => y.'=2C.e™* + 2C e*

Y3 =Y tYy, =>

Yo = Y5y, = (2C,e7 +2C,e™) - (Cie ™ +C,e* +Cie™) =Cie ™ —C,e" + Cie™
y, =C,e”* -C,e* +C,e”* =>y,'=-C,e”* —-C,e* +2Ce*.

Als Losungen des homogenen Differenzialgleichungssystems haben wir damit:

y, =Ce* +C,e* +Ce”

y, =Cie™ ~Ce" +Cie™ ().

y, = —2C,e”* +C,e”*

b) Die Anfangswertbedingungen y;(0) = 1, y»(0) = 2, y3(0) = 3 setzen wir in die Beziehungen (**)
ein und erhalten:

;0 =C, +C,+C, =1
¥,(0)=C,-C,+C; =2,
ys(o) :_2C1+C3 =3

ein lineares Gleichungssystem, das wir mit dem Gaul3-Algorithmus lésen:
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Lineares Gleichungssystem:
+ 1C; + 1C; + 1Cs
+ 1C; - 1C, + 1C3
- 2C; + 1C3 =

Anfangstableau:
1 111
1-11]2
2 013
1. Schritt: 1*(2) - 1*(1) / 1*(3) + 2*(1) /
1 11]1
0-20]1
0 23|65
2. Schritt: 2*%(1) + 1*(2) / 1*(3) + 1*(2) /
2 023
0-20]1
0 03 |6
3. Schritt: 3*(1) - 2*(3) /
6 00| -3
0-20] 1
0 03] 6
Teilen: (1):6/ (2):(-2) / (3):3/
100]| -05
010] -05
001 2
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ 1C = -0.5

+ 1C; = -0.5

+ 1C3 = 2

| 1o
w N

Losungen des linearen Gleichungssystems:
C1 =-0.5

Cz =-0.5

C3 =2

Einsetzen von C;, C,, C; in (**) fuhrt auf die Losungen des homogenen Differenzialgleichungssys-
tems unter Anfangswertbedingungen:

y, =-05e™ — 05e* +2e*
y, =-05e™ + 05e* + 2™
y, =€ +2e™
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