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Aufgabe : Gegeben sei das lineare homogene Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung:
Y:.'= 2y, +5Y, “
y,'=2y,

der reellwertigen Funktionen yi, y,. Bestimme die allgemeinen Ldsungen yi, Y, des Differenzial-
gleichungssystems (*).

Losung : I. Allgemein gilt: Ein lineares homogenes Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung mit
zwei Funktionen y;, Yy, und konstanten Koeffizienten ist von der Form

Vi = agy; +asy,
Yo' = ayy; tayy,

also:
->

y'=Ay

A 8y

mit der Koeffizientenmatrix A= (aﬂ aﬂj und den Vektoren ; = (ylj , S/ :[yl j :

Die charakteristische Gleichung der Determinante

det(A-AE) = (au1—A)(az—A) — apaz = 0
fuhrt auf reelle bzw. komplexe Lésungen A;, A, als Eigenwerte der Koeffizientenmatrix. Sind
a1 = ax und a,; = 0, so ist A;=A,=A reell und der einzige Eigenwert der Koeffizientenmatrix mit al-

- X
gebraischer Vielfachheit 2. Zum Eigenwert A gehoren die Eigen- bzw. Hauptvektoren x; :[ “J,
X12

S (x . . 2/
X, = (xﬂj' Die Vektoren fiihren auf das Fundamentalsystem {€** (X, , xe&™ [X, } bzw. {e* X, ,
22

>

S
e’ [{x[X,+ X,) } und auf die Lésungen des linearen homogenen Differenzialgleichungssystems:

- - -
y = Cl @AX D(1+ C2 D(e/]x D(Z (fa”s )\1=)\2=)\ I’eell, ajp—ayo, a.]_g:az]_:O)
-

y = Cl @AX D(1+ C2 @AX [ﬁx D(1+ XZ] (fa”S )\1:)\2:)\ ree”, dj =adoo, a12¢0, a.21=0)
mit reellen C,, C..
II. Das homogene Differenzialgleichungssystem (*) besitzt die Koeffizientenmatrix: A= (0 4}, die

charakteristische Gleichung ergibt sich aus der Determinante:
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de(z_/] > j: 2-)(2-1)-50=(2-1)2 =0,

0 2-A
so dass
(2-N?=0 |V
2-A=0 | +A
A=2

gilt und damit der Fall einer reellen Losung A als Eigenwert (mit Vielfachheit 2).

lll. Zum gefundenen Eigenwert A = 2 berechnen wir die Eigenvektoren:

5\ —»

05 > _(0 z
)\:Z:A_ZE:[O Oj => (A_ZE)D&:[O OJD(l:0=>X11=t,X12=O

-> 1 - 1
=> Eigenvektoren x; :t(oj, t reell => ganzzahliger Eigenvektor x, = (Oj

Die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts ist 2, die Dimension des Eigenraums 1. Daher ist als

- 0O 5\ - - 1 - 0
weiterer Vektor auf Grund von (A-2E)[X, 2(0 Oj (X, =X, :(Oj der Hauptvektor x, :[E}
5

heranzuziehen.

V. Mit _y = (ylj ergibt sich der die Funktionen y, y, enthaltende Lésungsvektor:
Y,

. 1 1 (0
y - Cl ®2X + C2 IEEZX + 1 ,
0 0 5

so dass die gesuchten Funktionen
y1 = Cie% + Cxe®™ = (C,+Cox)e?,

V. Wir fihren noch die Probe durch. Es ist zunachst:
Y1 = (C1+C2X)ezx =>y' = C.e™ + 2(C1+C2X)ezx = (2C1+C2+2C2X)92X.

1 X 3 2 X
Y2 = gczez =>y, = ngez :
Damit gilt:

1
2y, + 5y, = 2(C1+Cx)e™ + 5(g C.e™) = 2C.e% + 2C,xe™ + C,e¥* = (2C,+C,+2Cx)e? = vy,

2
2y, = E Ce™ = Yo'
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