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Aufgabe : Gegeben sei das lineare homogene Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung:
Y:'=2y,t3Y, ~ Y,
Y, ==Y, *
Y=Y,

der reellwertigen Funktionen y, y,, y3. Bestimme die allgemeinen Lésungen vy, Y., Y3 des Differen-
zialgleichungssystems (*).

Losung : I. Allgemein gilt: Ein lineares homogenes Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung mit
drei Funktionen ys, y,, y3 und konstanten Koeffizienten ist von der Form

Vi =any, ta,y, tasys
Yo' =@y, tayy, tasys,
Vs = 8yY; a5, tagY;

also:
y=Ay
a; ap a3 N Yi| yi'
mit der Koeffizientenmatrix A=| a,, a,, a,;|unddenVektoren y=|vy, |, y'=|VY,'
A 83 Qg Y3 Ys'
Die charakteristische Gleichung der Determinante
det(A-AE) =0

fuhrt auf reelle bzw. komplexe Losungen Ay, A, A als Eigenwerte der Koeffizientenmatrix. Nachfol-
gend gibt es einen reellen und zwei komplexe Eigenwerte, die zueinander konjugiert sind. Es gilt
also: reeller Eigenwert A;, komplexe Eigenwerte \,3; = atib. Zum reellen Eigenwert A; gehort der

- Xy - >
Eigenvektor x, =| x,, | als Lésung des linearen Gleichungssystems: (A—-A,E) X =0, zu den
X3

Z21 Z31
-> -
komplexen Eigenwerten A, ; gehdéren die (komplexen) Eigenvektoren z, =| z,, |, z, =| z,, |- Alle
223 233

->

drei Eigenvektoren sind Grundlage des komplexen Fundamentalsystems {€** [k, , e®? g,

e®@™? [, }, wobei das eine komplexe Element konjugiert zum anderen ist. Das reelle Fundamen-
talsystem ergibt sich, wenn von einem komplexen Element der Real- und Imaginarteil gebildet

wird, also: {€™ [X,, e™ [Re™ D;), e m(e™ dz)}; dies geschieht auch unter Verwendung
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der Eulerschen Gleichung: e®*™? = ¢e*(cosfpz) +isin(z)) . Die reellwertigen Lésungen des linea-
ren homogenen Differenzialgleichungssystems lauten nun:

y =C, [@" +C, @™ [Re@™ [Z,) +C, & Om(e™ [Z,)
(falls A; reell. A, 3 = axib konjugiert komplex)
mit reellen C,, C,, Cs.

Il. Das homogene Differenzialgleichungssystem (*) besitzt die Koeffizientenmatrix:

2 3 -1
A=|-1 -1 0 |[,die charakteristische Gleichung ergibt sich aus der Determinante der Matrix
0O 1 O
als:
2-1 3 -1) |12-4 3 -1 2-4 3
det -1 -1-4 O |=|-1 -1-A4 O -1 -1-4 =
0 1 -A 0 1 -A 0 1

C-NE1-D(A)+0+(-)E-)A-0-0-3U-)U-A) =A(2-A)A+A)-31+1=
AR+2A=A=21)=3A+1=A(-A +A1+2) -3 +1=-L +  +21 -3 1 +1=
-+ -21+1=0
mit A;=1 als Loésung und Polynomdivision:
(-N+A%-A+1):(A-1) = -A%-1
_(_)\3+)\2)

0-A+1

~(-A+1)
0

sowie:

-A-1=0 | +
1=\ |V
)\213 =+,

Wir haben damit als Eigenwerte die reelle Zahl A;=1 und die (konjugiert) komplexen Zahlen
)\2’3 =+,

AZ

lll. Zu den gefundenen Eigenwerten A\; = 1, A, =i, A;s = -i berechnen wir die Eigenvektoren:

1 3 -1 R - et A I
M=1A+E=|-1 -2 0 |=(A+E)x=|-1 -2 0 |X=0 =
o 1 -1 o 1 -1

Lineares Gleichungssystem:

+ Ixy1 + 33Xz - Ixiz = 0

- IXy1 - 2X12 =0
+ IXp - Ixiz3 = 0

Anfangstableau:

X11 X12 X3 | R.S.

1 3 -1| 0
-1 -2 0] 0
0 1 -1| 0
1. Schritt: 1*(2) + 1*(1) /
13-1]0
01-1]0
01-1]0
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2. Schritt: 1%(3) - 1*(2) /

13-1]0
01-1]0
00 0]0

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 1Ix11 + 3X12 - 1xiz3 = 0
+ 1X12 - 1x13 = 0

0=0
LOésungen des linearen Gleichungssystems:
X13 =1
X12 = 1t
X11 = -2t
) -2 ) -2
=> Eigenvektoren x, =t| 1 |, treell =>ganzzahliger Eigenvektor x, =| 1
1 1
2-i 3 -1 2-i 3 -1
- -> ->
MziiA—E=| -1 -1-i 0 |=>(A-iE)z,=| -1 -1-i 0|z, =0 =>
0 1 —i 0 1 -1
Lineares Gleichungssystem:
+ (2-i)221 + 322 - 123 = 0
- 1751 - (1+i)222 =0

+ 1z - lz,3 = 0

Anfangstableau:
Z21 Z2 723 | R.S.

24 3 -1 0
-1 -1 0| 0
0 1 -] 0
1. Schritt: (2-i)*(2) + 1*(1) /
() 3-1]0
0-i-1]0
01 -i|O
2. Schritt: i*(3) + 1*(2) /
13-1]0
0-i-1]0
00 0] O

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ (2-i)221 + 3222 - 1223 =0
- i222 - 1z,3 = 0

0=0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
Zo3 =1t
Zop = it
Zo1 = (l-i)t

u.a. auf Grund von:
Zoz =t =>-izgp —t=0=>-izpp =t => zpp = t/(H) = it/(-iz) =ijt/l =it
723 =t, 22 = it => (2-i)z21 + 3it— t = 0 => (2-i)z21 = t-3it = (1-3i)t => 221 = (1-3i)t/(2-i) = (1-3i)(2+i)t/(2-i)/(2+i) =
(2+i-6i-3i°)t/(2%-i%) = (2-5i+3)t/(4+1) = (5-5i)t/5 = (1-i)t.
) 1-i ) 1-i
=> Eigenvektoren z, =t| i |, tkomplex =>ganzzahliger Eigenvektor z, =| i
1 1

As = -i: Auf die Berechnungen zu diesem Eigenwert kann laut I. verzichtet werden.
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-2 1-i 1+i

iX —ix

IV. Das komplexe Fundamentalsystem lautet dann: {€*| 1 |, €*| i |, €| —i |}. Die Um-
1 1 1
wandlung in ein reelles Fundamentalsystem erfolgt tber die Eulersche Gleichung:
1-i 1-i (L-1i)(cosx +isinx) COsX +sinX+i(sinx — cosx)
e*| i |=(cosx+isinx)| i |=| i(cosx+isinx) |= —sinx+1icosx
1 1 cosx +isinx cosx +isinx

und die Bildung von Real- und Imaginarteil:

COsX +sinXx+i(sinx — cosx) Cosx +sinx
Re —sinXx+icosx = —-sinx
cosx +isinx COSX

cosx +sinX +i(sinXx — cosx) SinXx — cosx

Im —sinx+1icosx = COSX
COSX +isinx sinx
- 2¢e* COSX +SinX) (Sinx—Ccosx
Das reelle Fundamentalsystem lautet damit: {{ e* |, —-sinx , COSX }
e” COSX sinx
L[N
V. Mit y =| vy, | ergibt sich der die Funktionen y, y,, y; enthaltende Lésungsvektor:
Y3
- 2¢” COSX +sinx SinX—cosx
-
y=C, 0 e [+C, -sinx |[+C, COSX
e” COSX sinx

so dass die gesuchten Funktionen

y; = -2C,e* + C,(cos(x)+sin(x))+Cs(sin(x)-cos(x)) = -2C,e* + (C»-C3)cos(x) + (C,+Cs)sin(x),
y, = C1e* — Cysin(x) + Cscos(x)

ys = C1e* + C,c0s(X) + Cssin(x)

lauten.

VI. Wir fihren noch die Probe durch. Es ist zunachst:
y; = -2C,€* + (C»-C3)cos(x) + (C,+C3)sin(x) => y;‘ = -2C1e* + (C3-Cy)sin(x) + (C,+Cs)cos(x),
y, = C1e* — Cysin(x) + Cscos(x) => y,' = C,e* — C,c0s(X) — Cssin(x),
y3 = C1e* + C,c0s(x) + Cssin(x) => y3' = C1e* — C,sin(x) + C3cos(X).
Damit gilt:
2y1+3y2—Yy3 =
2(-2C,€"* + (C,-C3)cos(x) + (Co+Cs)sin(x)) + 3(C.e* — Cysin(x) + Cscos(x))
— (C1e* + Cycos(x) + Cssin(x)) =
(-4C1+3 C1-C1) e+ (2(02-C3)+3C3-02)COS(X) + (2(C2+C3)-3CQ-C3)Sin(X) =
-2C,e" + (C,+C3)cos(x) + (C3-Cy)sin(x) = y1',
Y1 — Y2 = -(-2C1€* + (C,-C3)cos(x) + (C,+C3)sin(x)) — (C1e* — C,sin(x) + Czcos(x))
(2C1-C1)ex + ((C3'Cg)-C3)COS(X) + (-(C2+C3)+Cg)5in(X) = Clex - C2COS(X) - C3Sin(X) = yg‘,
y, = C1e* — C,sin(x) + Cscos(X) = ys'.
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