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Aufgabe : Lose die Differenzialgleichung mit Anfangsbedingung:

(X* +4x+5)y'= (X" +X)y, y(-2)=e”.

Losung : I. Allgemein gilt: Eine Differenzialgleichung der Form:
y'(¥) = f(x)[a(y)

ist bei Trennung der Variablen vermoége der unbestimmten Integrale:

d

[ =] fodx+cC
a(y)

mit der Integrationskonstante C allgemein I6sbar. Die Integrationskonstante bestimmt sich, falls

vorhanden, aus der Anfangsbedingung der Differenzialgleichung y(a) = b, so dass sich in eindeuti-

ger Weise eine spezielle Losung fir die Funktion y(x) ergibt.

Il. Wir formen unter Trennung der Variablen wie folgt um:

(X* +4x+5)y'= (x> +X)y (Ersetzen: y'= %)
X
(x2+4x+5)%:(x2+x)y | -dx
(X* +4x+5)dy = (x* + X) ydx |1y
(x* + 4x+5)ﬂ = (x* + x)dx | :(X*+4x+5)
y

dy _ x*+X v
y X°+4x+5

X2 + X
I -[x +4x+5 x0)

(Variablen getrennt, Integration)

2

+ X : ,
Wir wenden uns nun dem unbestimmten Integral ITS dx einer gebrochen rationalen
X" +4X+

Funktion zu und haben zunachst mittels Polynomdivision die folgende Darstellung des Integran-
den:

2
zxi:(xz+x);(x2+4x+5):1—23x—+5.
X +4x+5 X +4x+5

+b

Daraus folgt mit Hilfe der Grundintegralej dx = In‘x +bx+c‘ J. dx arctanx:

X% +bx+c

2
J~ 2x +X dx:I(l— 23x+5 jdx Ildx J~ 3x+5 dx =
X +4x+5 X +4x+5 X? +4x+5

7(2X+4) i (2x+ 4) +J : dx =

Ildx J.x +4x+5 xzjldx -[x +4x+5 X2 +4x+5
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X +4x+5 (x+2)°+1 {Zde} X~ +4x+5 z°+1
3 (2 _ 312
x—zln(x +4x+5) +arctarz = x—zln(x +4x+5) +arctank + 2).
Wir fahren mit der Gleichung (*) fort und integrieren:
Iny:x—gln(xz+4x+5)+arctané<+2)+C1 | eV
X In(x?+4x+5)+arctani+2)+C,
y=e ? (Potenzgesetze)
2In(x +4x+5) arctang+2) C, . c
y=¢e"[& (& (& (Logarithmengesetze, C=€e™)

3
y= Ce* (XZ +Ax + 5) ) earctan§<+2)
1. Die Bestimmung von C aus der Anfangsbedingung y(-2) =e erfolgt mit:
3 _3
y(-2) =Ce?((-2)* +4[(-2) +5) 2e¥?>2 =g . Ce?’M2@°=e? » C=1.
Die gesuchte Losung der Differenzialgleichung, die die Anfangsbedingung erfillt, lautet:

3
y - ex (XZ + 4X+ 5) 2 earctané<+2) .
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