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Aufgabe : Lose die Differenzialgleichung mit Anfangsbedingung:
Y _9
y-==x*, y==.
X 2

Losung : I. Allgemein gilt: Eine homogene Differenzialgleichung der Form:
y()+f(x)ly=0
ist durch Trennung der Variablen vermdge der unbestimmten Integrale:

j“'—;’:—jf(x)olxﬂ:1

mit der Integrationskonstante C; allgemein I6sbar. Es ergibt sich die allgemeine Lésung der Diffe-
renzialgleichung:
y — Ce—j f (x)dx

mit Integrationskonstante C, CeR.
Il. Far eine Differenzialgleichung der Form:

y(x)+f(x)ly=9(x)
ist: y'(X)+ f(X)[y =0 die homogene Differenzialgleichung; die Lésung ist: yn(x) = Ce™ ™™ mit
Integrationskonstante C. Fur die inhomogene Differenzialgleichung: y'(X) + f(X)[y = g(x) mit
g(x) # 0 gilt dann durch Variation der Konstanten C zu einer Funktion C(x) die Beziehung:

Y() = C(Ye % = y'(x) = (C'(x) - F(ICEYJe” ",
so dass sich eine Differenzialgleichung in C(x) ergibt:
(C - FACE)e™ ™™ + f (Y [T(x)e” ™ = g(x),

die, nach C'(x) umgestellt:

C'(x) = g(x) &',

durch Integration von C'(x) zu C(x) zur partikularen Lésung y,(x) = J'g(x) &/ "™%dx der inhomo-

genen Differenzialgleichung fuhrt. Die Gesamtlosung ist: y(X) = yn(X) + Yp(X). Die Integrationskon-
stante C der Losung der homogenen Differenzialgleichung bestimmt sich, falls vorhanden, aus der
Anfangsbedingung der Differenzialgleichung y(a) = b, so dass sich in eindeutiger Weise eine spe-
zielle Losung fur die Funktion y(x) ergibt.

= x> kann so nicht durch Trennung der Variablen

lll. Die vorgegebene Differenzialgleichung y'—%

geldst werden. Wir betrachten daher die homogene Differenzialgleichung y'—% =0 und schreiben

sie um:
y'—X = O | +X
X X
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Y dz
== Ersetzen: y'=—
Y= ( V=5
dy _y
— = -dx
dx X |
dy = Y g |y
X
dy _ dx
7y = ~ (Variablen getrennt, Integration mit Integrationskonstante C,)
d dx
I—y = 'f— +C, (Berechnung der Integrale)
y X
In|y| = In|x +C, | 0 (mit: C = €)
y=Cx

und erhalten damit y,(x) = Cx als Lésung der homogenen Differenzialgleichung.

IV. Zur inhomogenen Differenzialgleichung y'—% = X’ fuhren wir eine Variation der Konstanten

durch, indem wir in der Losung der homogenen Differenzialgleichung yn(x) = Cx die Konstante C
zu einer Funktion C(x) machen. Es gilt der Ansatz: y(x) = C(x)x bei: y'(x) = C'(x)x + C(x) gemal der

y

Produktregel. Die Differenzialgleichung y'—; = x> wird damit zu:

y-Y =3 = cx+ ) - % = (xx+ C(x) - C(¥) = C' (X = X
X

Teilen durch x und anschlieRende Integration fuhrt auf:

C'(x)x = X | :x

C'(x) =x (Integration)

C(x) = dex (Stammfunktion)

1
C(x) = =x>.
(x) >

: 1 1 . . . . . :
Dann ist: y,(x) = C(X)x = Exz (X =§x3 die partikulare Losung der inhomogenen Differenzialglei-

chung. Als Gesamtlésung ergibt sich: y(x) = yn(X) + yp(x) = CX +%x3.

V. Einsetzen der Anfangsbedingung in die Losung y(x) = Cx+%x3 ergibt:

y(1):CEL+lEL3:C+1:E & Cc=2.
2 2 2

Die spezielle Lésung der Differenzialgleichung y'—% =

x>, y@) = g lautet damit:

y(x) = 2X+%X3.
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