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Aufgabe: Bestimme den Abstand des Punktes P(5|5|3) zur Ebene E: 2x; + 2x, + X3 = 8.

1. Losung: I. Allgemein gilt die folgende Vorgehensweise:

1) Zu einer vorgegebenen Ebene E: ax; + bx, + cx3 = d in Koordinatenform und einem vorgegebe-
nen Punkt P(p4|p2|ps) wird eine auf der Ebene E senkrecht stehende (Lot-) Gerade h durch den

-> —> —> P a
Punkt P gebildet. Die (Hilfs-) Gerade ist damit von der Form: h: x =OP+tn =| p, |+t b | mit
Ps ¢

dem Ortsvektor von P als Stitzvektor und dem Normalenvektor der Ebene E als Richtungsvektor
(der Normalenvektor steht ja senkrecht zur Ebene).

2) Gerade h und Ebene E schneiden sich im LotfuBpunkt F, dem Ebenenpunkt, der wegen der
Orthogonalitat von Gerade und Ebene den kiirzesten Abstand zum Punkt P besitzt. Einsetzen der
Komponenten x; = py + ta, X» = p2 + tb, X3 = p3 + tc der Geraden h in die Koordinatenform der Ebe-
ne E fuhrt auf die Gleichung:

a(ps +ta) + b(p2 + tb) + c(ps + tc) =d &

t(a®+b%+c?) + (api+bpat+cps) =d &

t(a®+b+c?) = d — (ap;+bpa+cps) &

to =t = [d — ap; — bp, — cps)/ (@*+b*+c?)

mit existierendem Parameter t,. Mit t = to ergibt sich der LotfuBpunkt F(pi+toalp2+tob|ps+toc) auf der

-> -> -> pl a
Geraden h gemaB: OF =OP+t,n =| p, |+1,| b |.
Ds ¢

3) Der Abstand zwischen der Ebene E und dem Punkt P kann nun ermittelt werden als Betrag des
Differenzvektors zwischen den Punkten P und F. Fir den Abstand gilt dann:

d(P,E) = d(P,F) =

N P Hia=p, lya

PF|=| p, +tb=p, | =| tub | =1/(1,@)7 +(15h)* +(1,0)> =12 (a*> +b* +¢?) =|yWa® +b7 +¢?
p; ti,c— p; e

also:

d(P.E) = [t,Na® +b* +c* (*)

—>|

mit: [n| =+va® +b* +¢* als Betrag des Normalenvektors der Ebene E.
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[I. Der Normalenvektor der Ebene 2x; + 2x, + X3 = 8 lautet: n =| 2 |, die zur Ebene senkrechte

1
o i 5 2
Lotgerade h durch den Punkt P(5|5|3) hei3t: h: x =OP+tn =|5 |+¢| 2 |. Der LotfuBpunkt F als
3 1

Schnittpunkt von Gerade und Ebene errechnet sich mit:

Gerade h -> Koordinaten: x; =5 + 2t, xo =5 + 2t, X3 = 3 + t -> Ebene E (Einsetzen der Koordinaten)
-> 2(542t) + 2(5+2t) + (3+1) =8 = 10+ 4t+10+4t+ 3 +1=8 N +283=8 = 9t=-15 = t=-5/3

5
(5 () |3
-> Gerade h (Einsetzen von t = -5/3) -> 0;7 =5 —% 2= % -> LotfuBpunkt F(5/3|5/3|4/3).
3 1 4
3
Als Abstand zwischen Punkt P und Ebene E ergibt sich mit Hilfe des LotfuBpunktes F:
5 _10
3 5 3 2 2 2
d(PE) =d(P, F) = |PF = 2 |-|5] =] -2 :\/(-Ej +(_Ej +(_§j e
3 3 3 3 3 9 3
41 3 5
3 3

[ll. Kirzer geht es mit der Formel (*), ohne dass der Lotfu3funkt zu errechnen ware (es kommt laut
Aufgabenstellung ja nur darauf an, den Abstand auszurechnen). Dann gilt mit t =ty = -5/3:

5

V27 +27 417 :EB =5LE
3 3

d(P,E) =

fr den gesuchten Abstand.
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2. Lésung: |. Uberlegungen zur (relativen) Lage eines Punktes P zu einer Ebene E miinden ein in
eine Abstandsformel, wonach sich der Abstand d(P,E) zwischen Punkt P(pi|pz|ps) und Ebene
E: ax; + bxo + cx3 = d letztlich auf der Differenz ap; + bp, + cps — d grindet, deren Betrag
|aps + bp2 + cps — d| und dessen Normierung durch den Betrag des Normalenvektors der Ebene

—>|
n

=|| b | =va®> +b*> +c* . Es gilt damit die (den absoluten Abstand in Langeneinheiten [LE] mes-

c

sende) Abstandsformel, die sog. Hessesche Normalform:

|ap1 +bp, +cp, _dl
Na® +b* +¢?

[l. Anwendung der Hesseschen Normalform durch Einsetzen des Punktes P(5|5|3) und der Ebene
E: 2xy + 2x2 + X3 = 8 in die obige Formel ergibt:

205+2[5+1(3-8] _|15] _15
_ IR P

V22427 417 33

fir den gesuchten Abstand.

d(P,E) =

d(P,E)

(LE = Langeneinheiten)
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