Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Extremwertaufgabe

Aufgabe : Durch einen Punkt P(Xolyo), X0>0, Yo>0, soll eine Gerade so gelegt werden, dass das von
Gerade, nichtnegativer x- und y-Achse begrenzte Dreieck minimalen Flacheninhalt hat.

Losung : I. Gerade: Allgemeine Geradengleichung: y = mx +c mit Steigung m und y-
Achsenabschnitt c. Also Gerade durch Punkt P(Xo|yo): Y, = Y(X,) =MX, +C = C=Y, —MX,, d.h.:
Yy =mMX+Y, —MX,.

[I. Elacheninhaltsfunktion fur durch Gerade und Achsen begrenztes Dreieck A mit den Eckpunkten
Ursprung O(0]0), Q(O|a), R(b|0) und den y- bzw. x-Achsenabschnitten a und b der Geraden y ge-

maf y-Achsenabschnitt: a=y =m0+ Yy, —mx, =Yy, — MX, sowie x-Achsenabschnitt:
MX, ~ Yo
m

O=mb+y,-MX, « MX,—Yy,=mb « b= mit m<0.

Damit ergibt sich die Flachenfunktion:
_ mMX, ~ Yo
ap (Yo =MX)—

_ao_ m (Yo = MXo)(MX, — Yo)
A= 2 2m

(mxo - yo)(mxo - yo) (mxo B YO)2
= - = - = m
2m 2m A (m)
in Abhéngigkeit von der Geradensteigung m.

lll. Extremwertberechnung: Ableiten (hach der Quotientenregel) ergibt:
. 2(mx, = ¥p) %o 2m— (mx, — y,)° [2
A, (m) = - 0 0/ %o - 0 0
(2m)

—_ 2(mxo B yo)[zmxo B (mxo B yo)] —_ (mxo B yo)(mxo + yo)
4m? 2m?

__MX Y
2m?
A (m) = - 2mx; [2m?* - (n;z>2<§ - y¢) [@m
(2m°)
_ _2mxg 2m’ N (M*xZ - y2) [@m
4m* 4m*
X2 (M - y2) am
m 4m’*
1. Ableitung gleich 0 setzen ergibt:
- +
AC(M) =0 = _(mx, yo)(rznx0 Yo) - ..
2m
(mxo_yo)(mxo"'yo)zo = MX, =Y, :ODWO+yO =0 <

mx, =Y, Umx, = -y, < [m:%]mmz_ﬁ
0 0
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2 2 D( 3
wegen m<0 und Xo, yo>0. Bei m= Yo liegt wegen: A, "(—ﬁ) == % %K % 50
Xo Xo _Yo Yo Yo
XO
(absoluter) Tiefpunkt vor. Die dazugehorige Gerade durch P(xg|yo) lautet dann (Einsetzen!):
y= _ﬁx"' Yo +ﬁxo e Y= —ﬁx+2y0.
0 Xo Xo

Die dazugehoérige Flache hat wegen m= _Yo den Wert:

XO
Yo 2
(=77 % = Yo)
A Yy=o % (Yo Yo) L (2¥0) _ Aye _ AYeX = 2x.y..
2(- Yo _ D e 2y i
XO XO XO XO

IV. Spezialfall: Fir z.B. P(2|3) ergibt sich als Gerade: y = —gx+ 6, als minimaler Flacheninhalt:

A, =2[2[B=12 FE, als Dreieck AQOR mit O(0]|0), Q(0|6) und R(4|0).
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