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Aufgabe : Aus einem Kegel mit Radius und Hohe r¢ = hg = a (> 0) soll ein Zylinder mit maximalem
Volumen herausgearbeitet werden. Wie grof3 ist das maximale Volumen des Zylinders?

Losung : I. Aus der Geometrie erhalten wir die Volumenformeln fir Kegel und Zylinder:

_1
— 2
VZyIinder =m°h,
Il. Als Volumen des Kegels ergibt sich mit rq = hg = a:
1 1
Viea ==B’a==78"°
3 3

Der Zylinder mit Radius r; und Hohe h, ist im Kegel eingepasst:

hz

a-hy

Die Volumenformel fur den Zylinder:
—_ 2
VZyIinder - nZ hZ

a—-h,

r
wird auf Grund der Strahlensétze (2. Strahlensatz) wegen: = EZ und damit: a—hz = r; bzw.:

a—fz = hz zu:
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Vv

— 2
Zylinder — ]TZ (a_ r‘Z) .

V(r,)

[0; a]

V(r2) = Tr72(a—rz)

1. Fir die Funktion V. =V(r,)=m/(a-r,) ermitteln wir das lokale bzw. globale Maximum

Zylinder
im Intervall [0; a]. Als Ableitungen ergeben sich auf Grund von: V(r,) = 717 (a—r,) = 7ar; — 1, :
V'(r,) =2rmr, -3m;,
V'(r,)=2m-6rm,.
Nullsetzen der 1. Ableitung fuhrt auf:
V'(r,)=2mr, -3m7 =0 < 2ar, -3/ =0 < r,(2a-3r,)=0 = r, =002a-3r, =0 =
2

r,=002a=3r, « r, =00r, :ga
Einsetzen der gefundenen Werte in die 2. Ableitung ergibt:
V"(0)=2m-6110=2/ma>0 => Tiefpunkt beir; = 0

2
V"(ga) = 273—67'[%&: 27— 4/ = -278 < 0 => Hochpunkt bei r; = %a.

Wir betrachten noch die Randstellen des Intervalls [0; a] mit:

V(0) = 0 (Tiefpunkt laut 1. und 2. Ableitung)
V(a) =0,

. 2 . . :
so dass das lokale Maximum r; = ga global ist. Das maximale Volumen des Zylinders errechnet

sich dann als:

2 2\ 2 4 4
VZyIinder :V(ga):ﬂ(gaj (a_ga):ﬂ%az%azﬁmg.

Ein Vergleich von Kegel- zu maximalem Zylindervolumen ergibt dann noch:
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4o 44

szlinder — 27 — 27 :ﬂ :ilj’%:ﬂ

VKegel }m‘o’ EIT } 2119
3 3

Das Volumen des maximalen Zylinders macht also 4/9 des vorgegebenen Kegels aus.

www.michael-buhlmann.de / 09.2016 / Aufgabe 256

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Extremwertaufgabe 3



