Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Funktionsgraphen

Aufgabe: Skizziere den Graphen folgender ganz rationaler Funktionen:

a) f(x)=%x2+2x—6 b) f(x) =—x(x+3) C) f(x)=—%x3+8x d) f(x)Zixz(x—S)

e) f(x)=x’+5x> —6x f) f(x)=—§x4+6x2 g) f(x)=x*-10x>+9 h) f(x)=%x3(x+2)
Verwende dazu als Eigenschaften der Funktionen: das Verhalten der Funktion f(x) flir x -> - und x -> +«, die eventuell vorhandene Punktsymmetrie zum
Ursprung O bzw. Achsensymmetrie zur y-Achse des x-y-Koordinatensystems, das Vorhandensein und die Art der Nullstellen.

Lésungen: |. Flr eine ganz rationale Funktion (Polynomfunktion) n. Grades sind folgende Aussagen wahr:

a) Funktion: f(x)=a,x" +a, x"" +..+ax+a,=a,(x—x)" (x—x,)"” .0x-x,)™ (als Summe von Potenzen bzw. mit Linearfaktorzerlegung [ny+ny+... = n;
n = grad(f(x)) als Grad der ganz rationalen Funktion, Vielfachheiten n4, n,, ...der Nullstellen x4, Xo, ...]).

b) Fiir das Verhalten fiir x -> - und x -> + gilt die nachstehende Ubersicht:

a>0 nungerade n gerade an<0 nungerade n gerade
X->00 f(x) -> 0 f(x) -> 0 X->00 f(x) -> -o0 f(x) -> -0
X->-00  f(X) -> -o0 f(x) -> 0 X->-00  f(X) -> o0 f(x) -> -0

c) Es gilt hinsichtlich der Symmetrie:
f(-x) = -f(x) oder: f(x)=a, x" + an_lx”'l +...+a,x + a, nur mit Potenzen mit ungeraden Exponenten -> f(x) ist punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems.
f(-x) = f(x) oder: f(x)=a, x" + an_lx”’1 +...+a,x +a, nur mit Potenzen mit geraden Exponenten -> f(x) ist achsensymmetrisch zur y-Achse des Koordinatensystems.

d) Es gilt hinsichtlich der Nullstellen (Anzahl maximal n; Gleichung f(x) = 0 I&sen [lineare Gleichungen, quadratische Gleichungen und a-b-c-Formel, Ausklammern und Satz
vom Nullprodukt, Substitution z = X u.a.]): f(x) = 0 -> xy, Xz, ... -> N(x4]0), N(x2|0), ... (Nullstellen mit gerader Vielfachheit als Hoch-/Tiefpunkte ohne Vorzeichenwechsel; Null-
stellen mit ungerader Vielfachheit mit Vorzeichenwechsel).

[I. FUr die Funktionen f(x) der Aufgabenstellung gilt (Aufgabe | Funktion | Verhalten fir x -> £« | Symmetrie | Nullstellen | Funktionsgraph):
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a) [f(x) = 0,5x°+2x-6 a;=0,5>0, keine Symmetrie zum f(x)=0
f(x) = 0,5(x+6)(x-2) grad(f(x)) = 2 gerade -> Ursprung oder zur y- 0,5x%+2x-6 = 0
Verhalten: Achse des Koordinaten-  [x*+4x-12 = 0
X -> -0 f(X) -> +0 systems (abc-Formel)
X >+ f(X) -> + Xx=-6,x=2->
Nullstellen:
N(-6]0) (1-fach)
N(2/0) (1-fach)
b) [f(x) = -x$x+3) a,=-1<0, keine Symmetrie zum f(x)=0
f(x) = -x"+3x grad(f(x)) = 2 gerade ->  |Ursprung oder zur y- -X(x+3) =0
Verhalten: Achse des Koordinaten-  |(Satz vom Nullprodukt)
X -> -0 f(X) -> -o0 systems x=0,x+3=0
X -> +o0: f(X) -> - x=0,x=-3->
Nullstellen:

N(-30) (1-fach)
N(0]0) (1-fach)
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-0,5x°+8x
-0,5x(x+4)(x-4)

c) |f(x)
f(x)

az = '0,5 < 0,

grad(f(x)) = 3 ungerade ->
Verhalten:

X -> =00 f(X) -> +

X -> 4+ f(X) -> -

f(-x) =

-0,5-(-X)%4+8:(-x) =
0,5x%-8x =

-(-0,5x%+8x) =

-f(x) ->

Symmetrie:

f(x) punktsymmetrisch
zum Ursprung des Koordi-
natensystems

f(x)=0
-0,5x°+8x = 0
x>-16x = 0
(Ausklammern)
X(x?-16) = 0
(Satz vom Nullprodukt)
x=0,x-16=0
x =0, X2 =16
x=0,x=14 ->
Nullstellen:
N(-4|0) (1-fach)
N(0|0) (1-fach)
N(4|0) (1-fach)

d) [f(x) = 0,25x°(x-5)
f(x) = 0,25x>-1,25x°

az=0,25>0,

grad(f(x)) = 3 ungerade ->
Verhalten:

X -> -0 f(X) -> -

X -> +o0: f(X) -> +0

keine Symmetrie zum
Ursprung oder zur y-
Achse des Koordinaten-
systems

fx)=0

0,25x%(x-5) = 0

(Satz vom Nullprodukt)
x*=0,x5=0
x=0,x=5->
Nullstellen:

N(0]0) (2-fach)

N(5/0) (1-fach)
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X -> 4+ f(X) -> 4+

e) [f(x) = x>+5x°-6x as=1>0, keine Symmetrie zum f(x) =
f(x) = x(x+6)(x-1) grad(f(x)) = 3 ungerade -> |Ursprung oder zur y- x>+5x2 6x =
Verhalten: Achse des Koordinaten- (Ausklammern)
X -> -o0; f(X) -> - systems (X +5x-6) =0

(Satz vom Nullprodukt)
X =0, X*+5x-6 = 0
(abc-Formel)
x=0,x=1,x=-6->
Nullstellen:

N(-6]0) (1-fach)

N(0|0) (1-fach)

N(1]0) (1-fach)

f(x) achsensymmetrisch
zur y-Achse des Koordina-
tensystems

f) [f(x) =-0, 375x +6x° a,=-0,375 < 0, f(-x) = f(x) =0
f(x) = -0,375x%(x+4)(x-4)  |grad(f(x)) = 4 gerade ->  |-0,375-(-x)*+6:(-x)? = -0,375x*+6x% = 0
Verhalten: -0,375x*+6x% = (Ausklammern)
X -> -1 f(X) -> - f(x) -> x%(-0,375x%+6) = 0
X -> 4+ f(X) -> - Symmetrie: (Satz vom NuIIErodukt

x2 = 0, -0,375x +6 0
x=0,6=0, 375x°
x=0,x*=16
x=0,x=%4->
Nullstellen:
N(-4|0) (1-fach)
N

N

(0[0) (2-fach)
(4]0) (1-fach)
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9) [f(x) =x*10x"+9 as=1>0,
f(x) = (x+3)(x+1 )(x-1)(x+3) |grad(f(x)) = 4 gerade ->
Verhalten:

X -> =00 f(X) -> +
X -> 400 f(X) -> +0

Symmetrie:

f(x) achsensymmetrisch
zur y-Achse des Koordina-
tensystems

f(x)

X'- 10x +9=0
(Substltutlon zZ= x)
72210z+9=0
(abc-Formel)
z=1,z=9

( cksubstltutlon X = 2)
x*=1,x*=9

X = 1-1 =13 ->
Nullst eIIen

N(-3]0) (1-fach)
N(-1|0) (1-fach)
N(1]0) (1-fach)
N(3]0) (1-fach)

h) [f(x) = 0,1x°(x+2) a;=0,1>0,
f(x) = 0,1x"+0,2x grad(f(x)) = 4 gerade ->
Verhalten:

X -> - f(X) -> +
X -> +o0: f(X) -> +0
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keine Symmetrie zum
Ursprung oder zur y-
Achse des Koordinaten-
systems

f(x) =0

0,1x3 (x+2) =0

(Satz vom Nullprodukt)
x*=0,x+2=0
X=0,x=-2->
Nullstellen:

N(-2|0) (1-fach)
N(0|0) (3-fach)
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