|[Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Mehrdimensionale Funktionen

Aufgabe : Gegeben ist die Funktion

|X|—y (x,y) # (0,0

F =1 xi+y?

0 x=0,y=0

a) Zeige, dass die Funktion f(x,y) auf ganz R? stetig ist.

b) Bilde fiir (x,y) # (0,0) die 1. partiellen Ableitungen f,(x,y) und fy(x,y), den Gradienten gradf sowie
das totale Differenzial df.

c) Weise durch Bildung geeigneter Richtungsableitungen die (partielle) Differenzierbarkeit bzw.
Nichtdifferenzierbarkeit der Funktion f(x,y) auf den Achsen des x-y-Koordinatensystems nach.

Losung : @) I. Graphisch lasst sich die Funktion f(x,y) darstellen wie folgt (Graph):

Funktion f(x,y) = [XIy/(x 2+y?)“2, x, y beliebig bzw. x,y 20

Il. Die Stetigkeit der Funktion f(x,y) ergibt sich fur alle (x,y) # (0,0) aus der Stetigkeit der Teilfunkti-
onen in Zahler und Nenner, so dass auch der Quotient aus Zahler- und Nennerfunktion im Definiti-
onsbereich D = R\{(0,0)} stetig ist.

lll. Zur Betrachtung der Stetigkeit der mehrdimensionalen Funktion f(x) an einer Stelle xo bendti-
gen wir die Eigenschaft der Stetigkeit, die da z.B. fir mehrdimensionale Abbildungen lautet:

Die Funktion f: R" -> R ist stetig an der Stelle x,eR", falls es fiir jedes €>0 ein 5>0 gibt, so dass
|IX-Xol| < & => [f(x)-f(xo)| < €
(]I.]| euklidische Norm auf R", |.| Betragsnorm auf R) (g-3-Kriterium bzw. -Definition der Stetigkeit).
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IV. Als Vorbereitung fiir den Nachweis der Stetigkeit der Funktion f(x,y) an der Stelle (x,y) = (0,0)
haben wir fur reelle x, y zunachst:

Ixy| < [x-x| = ¥ < x® + y?, falls y < x

IXy| < ly-y| =V <x2 +y? falls x <y,

so dass fur beide Falle, also insgesamt fiir alle x, y die Ungleichung:

Xyl < x* +y* (%)

richtig ist.

V. Zur Betrachtung der Stetigkeit der Funktion f(x,y) an der Stelle (x,y) = (0,0) sei also €>0 als be-

liebig klein, aber positiv angenommen. Wir wahlen & = € und beachten die euklidische Norm ||.||
auf R? mit:

I6Y)-0,0) = (x=0)% +(y=0)2 = /X% +y* <&.
Dann folgt:

{(x.y)-(0.0)] = If(xy)-0)| = If(xy)| = % \/x|:l-|3-/y2% - JXLX}j o \/sziyyz = x4y’ =

I(x,y)-(0,0)[| <5 =€,
womit die Stetigkeit der Funktion f(x,y) an der Stelle (x,y) = (0,0) bewiesen ist.

b) I. Partielle Ableitungen an einer Stelle x=(x;, X, ... X,)€R" heilRen bei reellem h Ableitungen einer
Funktion f: R" -> R mit:

f(X, X+, X)) = (XX X,)
h

und damit Ableitungen nach einer Variablen x; bei als konstant angesehenen Variablen x;, j#i, i,
j=1,...n. Die partiellen Ableitungen werden damit nach den Ableitungsregeln der eindimensionalen
Differenzialrechnung gebildet. Der Vektor der partiellen Ableitungen heil3t Gradient gradf (Nabla-
Operator) als:

of .
f, (X) = &(X) = L'_rjg

of
a (X)

of
gradf = | gx, 01,

e
— X
ox,,

Partielle Ableitungen hdherer Ordnung sind als partielle Ableitungen von partiellen Ableitungen
definiert. Partiell differenzierbare Funktionen missen dabei nicht notwendigerweise stetig sind.
Dies gilt aber fur total differenzierbare Funktionen, die alle auch partiell differenzierbar sind. Eine

Funktion heiR3t total differenzierbar, wenn es eine (im Ubrigen eindeutig bestimmte) Ableitungsmat-
rix (Jacobi-Matrix) A gibt, mit der bei h=(hy, h,, ... h,)eR" gilt:

Feer) = f() - AN _

| 0.
[n
Im Fall der totalen Differenzierbarkeit ergibt sich das totale Differenzial als:
5 Of
daf =) —dx .
; ox,

[I. Wir leiten Funktion f(x,y) fur alle (x,y) # (0,0) partiell nach der Quotienten-, Ketten- und Potenz-
Xy Xy

g ey
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(partielle Ableitungen):

WX HYE =y fx 2 2,2 2 3
ZXTHY _YyXEHY) =Xy Y x>0
X2 +y? 3 3
f(x y) _ (X2 + y2)2 (XZ + y2)2
h 2X
WXyt Hxy O
X HY -y Y)Y -y g
x2+y2 - 3 - 3
(X* +y%)? (X* +y%)?
x/x2+y2—xyE fy 2
/X Ty :X(X2+y2)—Xy2 = X’ x>0
X2+ y? 3 3
f(xy) = R LN S 2k
—X\/X2+y2 +xy[<|27y
2 X2+y2 __X(X2+y2)+xy2_ _X3 <0
x2+y2 - 3 - 3 X
(x* +y%)? (X* +y*)?

[Il. Die Funktion f(x,y) fur alle x # 0, y # 0 als Quotient von total differenzierbaren Funktionen total
differenzierbar mit dem totalen Differenzial:

df = f,06y)dx + f,00y)dy = + 3 Ox+ 7|
(*+y?)2 (X +y?)2

IV. Der Gradient der Funktion f(x,y) bestimmt sich dann als:
3

T xy) s

T (x, s,

gradf = SIZ( =+ (x +3y )*
—(xy) X

ay , 0

(X*+y?)?

c) I. Richtungsableitungen entstehen, wenn zu einer vorgegebenen Richtung v=(vi, Vs, ... V,)eR"
und fir reelles h der Ausdruck:

[f(x+hv) - f(x)

D.f(x) = [im

existiert. Bei Richtungsableitungen konnen zum Nachweis von Nichtdifferenzierbarkeit auch der
linksseitige und rechtsseitige Grenzwert herangezogen werden, also:

[f(x+h¥) - f(x) [f (x=h) - f(x)|
h h '

D..f(x) = lim  DuI() = lim

h>0 h>0

II. Die linksseitigen und rechtsseitigen Richtungsableitungen fur Punkte auf der x-Achse, x # 0,
errechnen sich mit Hilfe der partiellen Ableitung. Hier unterscheiden sich die links- und rechtsseiti-
gen Grenzwerte nicht wegen:
3 3
. : X X X
D.f(x,0) = lim f_(x,y) =lim = =—=1,
y—->0 y—>0

3
EJNE
Oy (X4 0)?

38
2

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Mehrdimensionale Funktionen 3



D(x,0) = lim f,(x,y) = lim X T = . 3 :X—3:1
y—> = 5 2
y<0 YO (x*+y%)2  (x*+0)2 X
fur x > 0 bzw.:
— 3 —_— 3 - 3
D+f(X,O): ||mfy(x’y):||m X = - X - = ); =-1,
y—SO y—SO 2 N 2 5
y> O (x“+y9)2  (x°+0)2
Df(x,0) = Iirrgfy(x,y):Iing X T = X 3 - ); =-1
y=> == 5 2
y<0 Y0 (x*+y?)2 (x*+0)2

fur x < 0, so dass die partielle Differenzierbarkeit gewahrleistet ist.

lll. Die linksseitigen und rechtsseitigen Richtungsableitungen fir Punkte auf der y-Achse, y # 0,
sind verschieden auf Grund von:

3 3

3
D.f0Y) = lim f(x y) =lim—F—— = =G =1
x>0 x>0 (X2 +y2)2 (O+y2)2
—_ 3 3 .
DA(OY) = lim f,(x,y) = lim y ;= y 5= y{ -1
O (xPy)E (0+y?)?

mit Nichtdifferenzierbarkeit der Funktion in diesen Punkten.

IV. An der Stelle (x,y) = (0,0) ist die Funktion ebenfalls nicht differenzierbar. Wir bilden dazu alle
Richtungsableitungen entlang den Geraden y = mx, m reell, und haben:

h(x) = f(x,mx) = me = n1x|x = WMX MX

= = => h‘(x) =

m
\/x2+(mx)2 \/(m2+1)x2 _|x|x/m2+1_\/m2+1 vm? +1

so dass verschiedene Geradensteigungen m auch auf verschiedene Richtungsableitungen fihren.

= h%(0),

'Funktion f(x,y) = IX|y/(x 2+y'-2)1’2, -0,255x, y<1, -1sz51

m
Betrachten wir noch y(m) = ﬁ , SO0 haben wir fuirm = 0 (->y = 0 als x-Achse) y(0) = 0, so
m°+1

dass hier die Fortsetzung der 1. partiellen Ableitung f,(x,0) = 1 unstetig ist. Betrachten wir y(m) fur
m -> +e (-> x = 0 als y-Achse), so gilt:
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M > =>y(m) = ——— >-1

m
m -> + =>y(m) = — -> 1.

Die Funktion y(m) hat dementsprechend das Aussehen:

2 12

Funktion y(m) =m/(m %+1)

oder Ubertragen auf den Einheitskreis im x-y-Koordinatensystem vermoge der Parameterfunktion

cost _
w(t) = sint , O<t<21 (Wegen m = Snt _ tant am Einheitskreis):
tant cost

Vtan?t +1
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