Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Mehrdimensionale Funktionen

Aufgabe : Gegeben ist die Funktion
f(xy)=x*+(2x+5)y+y* +2.

a) Bilde die 1. und 2. partiellen Ableitungen fy(x,y), f,(X,y) und f(X,y), fy(X,y), fy(X,y), den Gradien-
ten gradf, das totale Differenzial df sowie die Hesse-Matrix.

b) Bestimme die Richtungsableitungen der Funktion f(x,y) in den Punkten (0,0), (-2,1).

Losung : a) I. Graphisch lasst sich die Funktion f(x,y) darstellen wie folgt (Graph):
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Funktion f(x,y) = x 2+(2x+5)y+')-/-2-+2, -25x, y<2, -100sz£100

. Partielle Ableitungen an einer Stelle x=(x;, X, ... X,)éR" heiRen bei reellem h Ableitungen einer
Funktion f: R" -> R mit:

f. (%) :i(x) = lim f (XX 0, X) = (XX ,0X)
I aXi h->0 h

und damit Ableitungen nach einer Variablen x; bei als konstant angesehenen Variablen x;, j#i, i,
j=1,...n. Die partiellen Ableitungen werden damit nach den Ableitungsregeln der eindimensionalen
Differenzialrechnung gebildet. Der Vektor der partiellen Ableitungen heil3t Gradient gradf (Nabla-
Operator) als:
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Partielle Ableitungen hdherer Ordnung sind als partielle Ableitungen von partiellen Ableitungen
definiert. Partiell differenzierbare Funktionen missen dabei nicht notwendigerweise stetig sind.
Dies gilt aber fur total differenzierbare Funktionen, die alle auch partiell differenzierbar sind. Eine

Funktion heiR3t total differenzierbar, wenn es eine (im Ubrigen eindeutig bestimmte) Ableitungsmat-
rix (Jacobi-Matrix) A gibt, mit der bei h=(hy, h,, ... h,)eR" gilt:

|f(x+h)= ()~ Ah
m =
"0 ll

Im Fall der totalen Differenzierbarkeit ergibt sich das totale Differenzial als:

5 Of
daf = > —dx .
iZ:1:<3xi '
Die 2. partiellen Ableitungen werden noch zusammengefasst in der Hesse-Matrix:
9°f 9°f 9°f
> (%) (GO (X
0X; 0X,0X, 0X,0X,
9°f 9°f 9°f
T v v GRS (%)
X,0%; 0X; 0X,0X, :
02%.. 02%.. 02%..
X X) .. X
axnaxl( ) axnaxz( ) ox? 9

lll. Wir leiten Funktion f(x,y) fur alle (x,y) # (0,0) partiell nach der Summen-, Faktor- und Potenzre-
gel ab (partielle Ableitungen):

fu(X,y) = 2x+ 2y
fy(x,y) = 2x+2y+5

fx(X,y) = 2
fr(xy) = fix(xy) = 2
fyy(xy) = 2.

[ll. Die Funktion f(x,y) fur alle x # 0, y # 0 als Quotient von total differenzierbaren Funktionen total
differenzierbar mit dem totalen Differenzial:

df = fu(x,y)dx + f(x,y)dy = (2x+2y)dx + (2x+ 2y +5)dy.

IV. Der Gradient der Funktion f(x,y) bestimmt sich dann als:

% xy)

ax 2x+2
gradf = g;< =( xrey J

—(xY) 2x+2y+5

ay

V. Wir fassen die 2. partiellen Ableitungen zur Hesse-Matrix zusammen:
2 2

Hf = .
2 2

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Mehrdimensionale Funktionen 2



b) I. Richtungsableitungen entstehen, wenn zu einer vorgegebenen Richtung v=(vi, V5, ... V,)eR"
und fur reelles h der Ausdruck:

|f (x+hD) - £ ()

D.f(x) = lim

existiert. Die Richtungsableitungen kdnnen im Fall ihrer Existenz Gber den Gradienten der Funktion
berechnet werden vermdge des Skalarprodukts:

of

—(X

6x1( ) v

of

— V
va(X) - 6x2 (X) 2

af v.

a—xn(x)

mit Vektoren v mit euklidischer Norm ||v|| = 1. Der Gradient zeigt im Ubrigen die Richtung des
steilsten Anstiegs der Funktion f(x) in einem Punkt x an.

II. Im Punkt (0,0) lautet der Gradient (x=0, y=0 einsetzen):
of

%00 | 2m+2m ) (0
gradf(0,0) = of = = :
ay
Entlang der y-Achse steigt also im Punkt (0,0) die Funktion am starksten an. Fir einen Vektor
- V. -> V. ->0 V.
v :( lJ mit |v =( lj =/V2 +V; gilt damit die Normierung zu v :;( lj als Ein-
V2 vz 1/V12 +V22 Vo

heitsvektor. Die Bildung des Skalarprodukts mit dem Gradienten ergibt:

Df(oo)_(OJG#[WJ_;(OJEEWJ_;[]O*—SV)_L
o S) W2+vi\Vo) V2 +v2\S) (Vo) (V2 +V2 : JVE+V2

504
[i) [32 4 42

Schlagt man zudem auf der x-y-Ebene um den Punkt (0,0) einen Einheitskreis, so lassen sich die
Richtungsableitungen (durch den so erfolgten Ubergang zu Polarkoordinaten) als Parameterfunkti-

cost
onw(t) = | sint |, Ost<2m, darstellen:
5sint

- 3
Z.B.in Richtung v = (4] folgt damit: D, ., f(0,0) = =4 als Wert der Richtungsableitung.
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[ll. In &hnlicher Weise gilt fir den Punkt (-2,1):

of
—(=2]) _ _
gradf(-2,1) = | 9% —( 2H=2)+201 ]:( 2] =

ﬂ( n| 20-2+20+5) | 3
SRR R T IR 22
o 3 ) Jv2+v2 YV A +v2 3 VZ+VS s V2 +V2
— 2+ cost
Parametrisierung ergibt: w(t) = 1+sint , OSt211, mit:
7—2cost +3sint
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