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Aufgabe : Gegeben ist die Funktion
f(x,y,2)=2°-32° + x* +4xy + 2y + z+ 20.
Bilde das 1., 2. und 3. Taylorpolynom zum Entwicklungsmittelpunkt (x,y,z) = (0, -1, 1).

Losung : I. Zu stetig differenzierbaren mehrdimensionalen Funktionen f(x) wie Polynomen
f: R" -> R mit x = (Xy, ... X,) lassen sich Taylorpolynome T,(x) um einen Entwicklungsmittelpunkt X,
= (Xo1, ... Xon) bilden von der Form:

< D7 (x,)

T (X)) =Y =2 (x=%))”
L
mit: a = (ay, ... a,), (Ordnung) |a| = a;+...+a,, o; als naturliche Zahlen einschlie3lich 0, i=1, ...n,
(Falkutat) a! = ay!-...-a,! (mit: 0! = 1), (Potenz) x* = (X,,...,X, )@ %) = x& [.x%, (Ableitungsopera-
tor) D =% Ein Taylorpolynom hat damit das Aussehen:
ox;*...0x."
f(%)
of of
+_(Xo)(x _X01) +. +_(X0)(X _XOn)

0x, 0X,

T.(x) =

- d)_(X())(X:L Xo1) + (Xo)(x1 Xo1)(X; = Xgp) +t - &(Xo)(x _XOn)

+...

II. Wir bilden zunachst die 1. bis 3. partiellen Ableitungen und haben unter Berlicksichtigung des
Entwicklungsmittelpunkts (x,y,z) = (0, -1, 1):

f(xYy,2)=2°-32° +x* +4xy+2y+z+20 =>f(0,-1,1) = 17

af (); ya Z) - 2X + 4y = D(l,0,0) f (O,_:Ll) - af (O,_:Ll) — _4
X
af (X) y) Z) = 4X + 2 = D(O,l,O) f (O _:Ll) — af (Og_:Ll) — 2
ay ’ 0
af (X) y) Z) = 3 2 _ 62+1 = D(0,0,l) f (O,_:Ll) - af (Og_:Ll) — _2
0z 0z
92 (x,y,2) 92 (0,-11)
— = =2=> D (0-1L) = —— > =2
ox* (0~ x>
2 2 2 -
0 f(X, Y, Z) — 0 f(X, Y, Z) =4 => D(1,1,0) f (O,_:Ll) - 0 f(o! 111) —
oxoy 0yox oxoy
2 2 2 -
d f(X, Y, Z) — 0 f(X, Y, Z) =0 => D(1,0,1) f (O,_:Ll) - 0 f(o! 111) —
0Xx0z 020X 0x0z
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2 2 _
a f(X) y) Z) - O = D(O,Z,O) f (O,_ll) - a f(o,z ll) — O

ay*
azf(X) y) Z) - azf(xl y| Z) :O = D(O,l,l)f(o —ll) - azf(oa_ll) :O
0yoz 0zoy ’ 0yoz
2 2 -
Z
°f(x,y,2) 0°f(0,-10)
— 7= =0=>D®f(0-1) =——>—"=0
ox® 0-19 ox3
a3f(X, yl Z) — a3f(xl y; Z) :O = D(2,1,O)f(o _1'1) - agf(ol_ll) :O
ox*dy Oyox> ’ ox*dy
a3f(X, yl Z) — agf(X) y) Z) :O = D(Z,O,l)f(o _1'1) - agf(ol_ll) :O
0x%0z2 920%> ’ X0z
3 3 —
a f(X,sya Z) - O = D(0,3,0) f (0'_1’1) - a f(0,3 l.l) — O
oy
0°f (% Y,2) - o°f (% Y,2) =0 => D®29¢ (0 _ll) — 0°f (0-17) =0
Ay20x Axdy> ' Axdy>
*f(xy,2) _0°fF(xy.2) _ 0 => D023 £ (0-11) = 9°f(0,-11) _ 0
dy>0z 0z0y> ’ Axdy>
°f(xy,2) 0°f(0,-10)
— = =6=> D f(0-1) =——">=6
0z° 0-1D 0z°
03 f (X, Y, Z) — 63 f (X! Y, Z) =0 => D(1,0,2) f (O _:Ll) - 03 f (0,‘],1) =0
9220x %022 ’ Ox92>
0°f (% Y,2) - o°f (% Y,2) =0 => D¢ (0 _ll) — 0°f (0-17) =0
0z°dy dyoz> ’ dyoz>

I1l. Das 1. bis 3. Taylorpolynom lautet nun:
T1(xy,z) =17 — 4(x-0) + 2(y+1) — 2(z-1) = 17 — 4x + 2(y+1) — 2(z-1)
Ta(X,y,2) = 17 — 4x + 2(y+1) — 2(z-1)

+ %Q(X-O)Z +4(x-0)(y+1) + 0(x-0)(z-1) + %Eb(yﬂ)z + 0(y+1)(z-1) + %ED(Z-l)Z

=17 — 4x + 2(y+1) — 2(z-1) + X*
Ta(xy,z) = 17 — 4x + 2(y+1) — 2(z-1) + X* + éﬁl)(x-O)g +.+ % [6(z-1)°

=17 — 4x + 2(y+1) — 2(z-1) + X* + 4x(y+1) + (z-1)®
Es gilt:
Ta(x.y,2) =f(xy,2)
auf Grund der Tatsache, dass die Funktion f(X,Y,Zz) = z® —3z° + x* + 4xy + 2y + z+ 20 wie das
Taylorpolynom Ts(X,y,z) ein Polynom 3. Grades ist.
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