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Aufgabe : a) Eine ganz rationale Funktion (Polynomfunktion) 3. Grades geht durch den Ursprung
des Koordinatensystems, hat an der Nullstelle x=2 einen Tiefpunkt und lauft durch den Punkt
P(4|8). Stelle die Gleichung der Funktion auf.

Gegeben sei im Folgenden die Funktionenschar
1
f.(x)= EX(X_t)Z

mit Parameter t > 0.

b) Es sei t=6. Skizziere die Funktion fg(X) im Koordinatensystem und zeige, dass diese Funktion
monoton steigend ist fur x=6.

c) Es sei t=4. Bestimme das Intervall, in dem die Funktion f4(x) rechts gekrimmt ist.

d) Es sei t=10. Berechne die Flache zwischen der Funktion fip(x) und der x-Achse im 1. Quadran-
ten des Koordinatensystems.

e) Es sei t=5. Gegeben sei die Gerade x = u, u>0. Wie muss u gewahlt werden, damit die Gerade
die Flache zwischen der Funktion f5(x) und der x-Achse im 1. Quadranten des Koordinatensystems
im Verhaltnis 1:3 teilt?

f) FUr welches t>0 ist der Flacheninhalt zwischen Funktion fi(x) und x-Achse im 1. Quadranten des
Koordinatensystems 16/3 FE grof3.

g) Es sei t=2. Wie grol3 ist der Flacheninhalt des Dreiecks, den die Wendetangente an die Funktion
fo(X) mit den Achsen des Koordinatensystems bildet?

h) Es sei t=8. In die Flache zwischen der Funktion fg(x) und der x-Achse im 1. Quadranten des
Koordinatensystems soll ein rechtwinkliges Dreieck gréften Flacheninhalts so einbeschrieben
werden, dass eine Ecke des Dreiecks im Ursprung O des Koordinatensystems, die zweite Ecke P
auf der positiven x-Achse, die dritte Ecke Q auf der Funktion fg(X) liegt. Wie heil3en die Ecken des
Dreiecks, wie grof} ist der maximale Flacheninhalt?

1. Losung : a) Bestimmungsaufgabe: Es gilt laut Aufgabenstellung (ganz rationale Funktion 3. Gra-
des, Tiefpunkt) der Ansatz:

f(x) = ax® + bx® + cx + d => f'(x) = 3ax? + 2bx +c

mit zu bestimmenden reellen Zahlen a, b, ¢, d. Wir benétigen vier Eigenschaften der Funktion f(x)
und erhalten damit ein lineares Gleichungssystem. Zunachst zu den Eigenschaften:

Ursprung O(0|0): f(0) = a-0°+b-0*+c-0+d = 0

Nullstelle, Tiefpunkt T(2|0): f(2) = a-2%+b-2%+c-2+d = 0, f(2) = f(0) = 3a-2°+2b-2+c = 0

Punkt P(4|8): f(4) = a-4*+b-4*+c-4+d = 8

Daraus ergibt sich das lineare Gleichungssystem und dessen Losung etwa — wie nachstehend —
mit dem Gaul3-Algorithmus:

Lineares Gleichungssystem:
+ 1d

+ 8 + 4b + 2c + 1d

+ 12a + 4b + 1c

+ 64a + 16b + 4c + 1d

Anfangstableau:
0 001]O0
8 42110
12 4101]0
64 16 4 1 | 8

1
W O O O
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1. Schritt: 2%(3) - 3*(1) / 1*(4) - 8*(1) /

8 4 2 1|0

0O 0 O01]O0

0 4 -4-3]|0

0 -16 -12 -7 | 8

2. Schritt: -1*(4) + 4*(2) /

8 42 1] 0

0-4-4-3]|]0

0 00 1] O0

0 0-4-5]-8

3. Schritt: (keine Umformung) /

8 4 2 1] 0

0-4-4-3]0

0 0-4-5]-8

0 00 1] 0

Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+8a + 4b + 2c + 1d = 0
-4b - 4c - 3d =0

- 4c - 5d = -8
+1d =0
Losungen des linearen Gleichungssystems:
d=0
c=2
b=-2
a=05

Die gesuchte Funktion lautet damit: f(x) = 0,5x% — 2x? + 2x.

| Wertetabelle: ‘
|X Hy:f(x) ||f'(x) ”f"(x) Hf'"(x) H Besondere Kurvenpunkte ‘
o ol 2| 4| 3] Nulstelle N(0|0) = Schnittpunkt S,(0[0) |
| 0.67| 05926/ 0|/ -1.99|| 3| Hochpunkt H(0.67]0.59) \
| 1.34]| 02919/ -0.6666| 0| 3|/ Wendepunkt W(1.34/0.29) \
R ol o 2| 3| Nulstelle N(2/0) = Tiefpunkt T(2|0) |
|Graph |
Sy
f(x)
I [ -8
2 4w
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b) Fur t=6 ist: f,(X) = % X(x-6)% = % X(x® =12x +36) = % x% = 2x? + 6X . Wir berechnen die
ersten zwei Ableitungen als:

f,(X) :%x3 —2x% +6x => f (X) :%xz —-4x+6 => f,(X)=x-4

und erhalten mit:

fo(x)=0 = %xz —4Xx+6=0 = xX*-8x+12=0 « x=20x=6

die Stellen der Funktion mit waagerechter Tangente. Wegen fs"“(2) = -2 < 0 liegt bei x=2 ein Hoch-
punkt, wegen f"(6) = 2 > 0 bei x=6 ein Tiefpunkt vor. Monotonieintervalle der Funktion sind dann:
(-0; 2): f5(X) monoton steigend (x=2 Hochpunkt)

(2; 6): fs(x) monoton fallend (x=2 Hochpunkt, x=6 Tiefpunkt)

(6; =): fe(x) monoton steigend (x=6 Tiefpunkt).

Damit ist fg(x) in der Tat monoton steigend flr x=6.

Wertetabelle (f(x) = fs(X)):

x ||y =1(x) || f(x) || f'(x) || Besondere Kurvenpunkte

0 0 6 -4 || Nullstelle N(0]0) = Schnittpunkt S,(0]0)
2 0 2 || Hochpunkt H(2|5.33)

41 2.6867| -2 0 || Wendepunkt W(4]2.69)
6 0 2

0 Tiefpunkt T(6]0)
Graph:
_By
H
T
f(x)
I [ -8
-2 2 x

1 1 1
c) Fir t=4 lautet die Funktion: f,(x) = ZX(X_ 4)? = ZX(XZ -8x+16) = sz - 2x% + 4x. Der

Wendepunkt der Funktion f4(x) ergibt sich aus:
(%) :%x3 _2x% +4x => £.(X) =%x2 —ax+4 = £ () :gx—4 = (%) =g

und:;
f;(X):O@EX—4:O«=§X:4@ X:§
2 2 3

sowie:
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“8, 3
f,(=)==>0
4(3) >

8 2
als: W(—=|—==) (mitfs(=) = —=). Es existieren somit die beiden Krimmungsintervalle:
3 27 3 27

8
(-°°;§ ): f4(x) rechts gekrimmt

(5; =): f4(x) links gekriimmt,

.8 3
da am Wendepunkt wegen f, (5) = > > 0 die Funktion von einer Rechts- in eine Linkskrimmung
Ubergeht.

Wertetabelle (f(x) = f4(x)):
X y =1(x) || f(x) f'(x) || Besondere Kurvenpunkte

0 0 4 -4 || Nullstelle N(0]0) = Schnittpunkt S,(0]0)
1.33|| 2.3704 0 Hochpunkt H(1.33|2.37)

2
2.67|| 1.1941| -1.33 0 || Wendepunkt W(2.67[1.19)
2

4 0 0 Tiefpunkt T(4]|0)
Graph:
_8Bvy
H
W
T
f(x)

I [ -=
-2 8x

d) Es sei t=10. Fur die Funktion f;o(x) aus der Funktionenschar gilt die Funktionsgleichung:
1 1 1
fo(X) = h X(x-10)% = T X(x* = 20x+100) = 1 x® —2x* +10x. Zur Berechnung der Flache

zwischen Funktion und x-Achse ermitteln wir zunéachst die Nullstellen von f4(x), also:
f(X)=0 = %}x(x—lO)2 =0 - x=00(x-10°=0 = x=00x-10=0 = x=00x=10.

Die Flache errechnet sich dann zwischen den Grenzen x=0 und x=10 mit Hilfe der Stammfunktion

1 2
F.(X)=—x*-=x%+5x? als:
10( ) 40 3 als

10 10 1 1 2 10
A= I fLo(X)dx = I(—x3 - 2x° +10xjdx:[—x4 -=x° +5x2} =8
) 10 40" 3

0

whe

0
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) . ) . 1
Der gesuchte Flacheninhalt betragt damit: A = 835 FE.

_1i8y

[T~z

0 10x

e) Es sei t=5. Die Funktion f5(x) aus der Funktionenschar sowie eine zugehérige Stammfunktion
Fs(x) lauten:

f.(X) =éx(x—5)2 =%x(x2 —-10x + 25) =%x3 - 2x% +5x

Fs(X) =1y 24,3
2C 3 2

Weiter hat die Funktion f5(x) die Nullstellen x=0 und x=5 vermége:
f.(x)=0 = éx(x—S)2 - x=00(x-5?=0+ x=00x-5=0 x=00x=5.

Die zunachst zu berechnende gesamte Fldche zwischen Funktion und x-Achse hat damit den
Wert:

2 2(1 1., 24.5,7]
A:Ifs(x)dxzj'(—x3—2x2+5xjdx:[—x4——x3+—x2} =10,4167
) 5 200 3" 27 |

0

_8y

X=U [ -2
I x

Die Flache A = 10,4167 FE soll nun durch eine senkrechte Gerade x = u, u>0, im Verhaltnis 1:3
geteilt werden, d.h. — bei 1+3 = 4 Teilen insgesamt — gilt z.B. fur die linke Teilflache A;:

A1=A/4

Ai:J.f5(x)dX=J.(1x3—2x2+5xjdxz[ix4_zxs+§xz} Lo
0 0 5 20 3 o 20

Zu losen ist damit die Gleichung:
1 4_2 3. 5 A

= —u*-ZuP+Sut==—=26042
2C 3 2 4
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Wir erhalten unter Beachtung von u>0 als Lésung: u = 1,22. Die Gerade x = 1,22 teilt also die ge-
samte Flache in der gewiinschten Art auf.

1
f) Wir betrachten allgemein eine beliebige Funktion f,(X) = t X(x—t)? der Funktionenschar und

berechnen deren Nullstellen mit:

f.(X)=0 < %x(x—t)2 - x=00(x-1)?=0 - x=00x-t=0 < x=00x=t.

Der zunéachst zu suchende allgemeine Eldacheninhalt A errechnet sich mit Hilfe einer Stammfunkti-
on F(x) von f, (X) = %X(X—t)2 = :t—LX(X2 - 2x+1%) = %Xs - 2X+1X als:

t

t 1 2 t

t t
A:I f (x)dx = J'(}x3 - 2x? +txjdx = [ix“ _2y +—x2} =—t'-Zt*+-t*-0=
o\t 4t 3 2 , A 3 2
2 © £t
4 3 2 12
Es soll gelten: A = 16/3 FE, so dass die nachstehende Gleichung greift:
t3 _16 _

— == o t*=64-t=4,
12 3

: o : : 1 2
Das gesuchte t lautet also: t=4, die zugehorige Funktion heiRt: f,(X) = ZX(X —-4)°,

1 1 1
g) Es sei t=2. Fur die Funktion f,(X) = EX(X_ 2)? = EX(XZ —4x+4) = Exs - 2x? + 2X bilden
wir die Ableitungen:
f,(X) :%xs —2x% +2x => f,(X) :gxz —4x+2 => f,(X)=3x-4 => f, (X) =3,

so dass sich der Wendepunkt errechnet mit:

f,(X)=0 < 3x-4=0 < 3x=4 = x:g,

14,4
weiter mit: f, (—) 3#0und f (—) “HE(=-2)°%= 8 als: W(—|§) Die Wendetangente
2 33 27 3 27
besitzt dann auf Grund von:
4 4 4
tty=f(=)Xx-=o)+ f,(=
y 2(3)( 3) 2(3)
den Funktionsterm:
t: y:—3x+11852.
3
t =

f(x)
| -2
-2 4 x

y-Achsenabschnittspunkt und Nullstelle der Tangente sind: S;(0]1,19) (x=0), N«(1,78|0) (y=0), so
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dass das von Tangente, x- und y-Achse begrenzte Dreieck die Grundseite g = 1,78 und die H6he
h = 1,19 besitzt. Die Dreiecksflache bestimmt sich damit als: A = gh/2 = 1,06 FE.

1
h) Es sei t=8. Die Funktion fg(X) = §X(X_8)2 hat die Nullstellen N(0]|0) und N(8|0), wir bilden

daher, um das flachenmaximale rechtwinklige Dreieck zu berechnen, die Senkrechte x = u mit
0<u<8. Die Senkrechte schneidet die x-Achse im Punkt P(u|0), die Funktion fg(x) im Punkt
Q(ulfg(u)). Mit O(0]0) ergibt sich damit das rechtwinklige Dreieck OPQ.

10y

| ¥=u |—-5

Dieses Dreieck hat gemalR A = gh/2 (g als Grundseite, h als H6he) und mit g = u und h = f(u) die
Flacheninhaltsfunktion: A(u) = u-f(u)/2, d.h.:

A(U) :1—16u2(u -8)°.

Wir bestimmen das globale Maximum der Flacheninhaltsfunktion A(u) im Intervall [0; 8] und haben
als relativen Hochpunkt mit u=4 und A(4)=16: H(4|16).
Wertetabelle:

u y=A(u) ||A'(u) | A"(u) || Besondere Kurvenpunkte

0 0 0 8 || Schnittpunkt Sy(0[0)
1.69| 7.1074|| 6.16 0| Wendepunkt W(1.69|7.11)
4 16 0 -4 || Hochpunkt H(4|16)
6.3 7.169 | -6.16 0| Wendepunkt W(6.3|7.17)
8|| 0.0004 0 8 || Tiefpunkt T(8|0)
Graph:
_ 20y
H
Afu)
|N N
[T-3
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Der relative Hochpunkt ist das globale Maximum wegen A(0) = 0 und A(8) = 0 (Randstellen des
Intervalls [0; 8]). Die Ecken des zum Parameter u=4 gehoérenden Dreiecks heil3en: O(0|0), P(4|0),
Q(4]8), die maximale Flache ist — siehe den Hochpunkt der Flacheninhaltsfunktion — 16 FE grof3.

2. Loésung : a) a) Bestimmungsaufgabe: Es gilt laut Aufgabenstellung (ganz rationale Funktion 3.
Grades, Nullstellen, Tiefpunkt als Nullstelle) der Ansatz der Funktion f(x) in der Produktdarstellung
gemal der Existenz einer einfachen Nullstelle im Ursprung O(0|0) und einer doppelten im Tief-
punkt T(2|0):

f(x) =ax(x-2)>.
Es ist damit nur noch die Unbekannte a zu bestimmen. Da der Punkt P(4|8) auf der Funktion liegt,
folgt aus der Punktprobe mit P zudem:

8=al#(4-2)° -~ 8=16a = azé.

Die gesuchte Funktion lautet damit:
1
f(x)= EX(X -2)?

(und ist identisch mit der Funktion f,(x) der Funktionenschar der Aufgabe).

Wertetabelle:
X y =1(x) || f(x) f'(x) || f"(x) || Besondere Kurvenpunkte
0 0 2 -4 3 || Nullstelle N(0|0) = Schnittpunkt S,(0|0)
0.67|| 0.5926 0|l -1.99 3 || Hochpunkt H(0.67]0.59)
1.34|| 0.2919|| -0.6666 0 3| Wendepunkt W(1.34]0.29)
2 0 0 2 3 || Nullstelle N(2|0) = Tiefpunkt T(2|0)
Graph:
Sy
f(x)
I [ e
-z 4w

b) Fur t=6 ist: f4(X) =%x(x— 6)° =%X(x2 —-12x+36) =%x3 — 2x* + 6X. Wir berechnen die
ersten zwei Ableitungen als:
fo(X) :%x:" —2x% +6x => f (X) :%xz —4x+6 => f, (X)=x—-4

und erhalten mit:
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fo(X)=0 = %x2—4x+6:0 o X*-8x+12=0 « x=20x=6

die Stellen der Funktion mit waagerechter Tangente. Wegen f¢*(2) = -2 < 0 liegt bei x=2 ein Hoch-
punkt, wegen f¢"*(6) = 2 > 0 bei x=6 ein Tiefpunkt vor. Monotonieintervalle der Funktion sind dann:
(-o0; 2): fs(X) monoton steigend (x=2 Hochpunkt)

(2; 6): fs(x) monoton fallend (x=2 Hochpunkt, x=6 Tiefpunkt)

(6; «): fg(x) monoton steigend (x=6 Tiefpunkt).

Damit ist fg(x) in der Tat monoton steigend fr x=6.

c) Fir t=4 lautet die Funktion: f,(X) =%x(x— 4)? =%x(x2 -8x+16) =%x3 - 2x% + 4x. Der

Wendepunkt der Funktion f4(x) ergibt sich aus:
f,(%) =%x3 _2x? +4x => £.(X) =%x2 —ax+4 = £() :gx—4 = (%) =g

und:

f;(X):O@§X—4:O«=§X:4@ X:§
2 2 3

sowie:

w 8 3

f,(=)==>0

4(3) >

8 2
als: W(—|—==) (mitfs(=) = —). Es existieren somit die beiden Krimmungsintervalle:
3 27 3 27

(-w;g): f4(x) rechts gekrimmt
8 . iy
(5; =): f4(x) links gekriimmt,

.8, 3
da am Wendepunkt wegen f, (é) = E > 0 die Funktion von einer Rechts- in eine Linkskrimmung

Ubergeht.

d) Es sei t=10. FUr die Funktion fio(x) aus der Funktionenschar gilt die Funktionsgleichung:

fo(X) = 1—10 x(x-10)* = 1—:; X(x* —20x+100) = 1—10 x® = 2x? +10x. Zur Berechnung der Flache

zwischen Funktion und x-Achse ermitteln wir zunéchst die Nullstellen von f15(x), also:

f o (X)=0 = %}x(x—lO)2 =0 x=00(x-10?=0 « x=00x-10=0 = x=00x=10.

Die Flache errechnet sich dann zwischen den Grenzen x=0 und x=10 mit Hilfe der Stammfunktion
1 2

Fo(X) = 0 x* —gxe’ +5x%° als:

10 09 1 2 10
A= I fio(X)dx = I(— x® =2x° +10xjdx = {— x*—=x° +5x2} =8
) )10 40" 3

0

w e

" . " : 1
Der gesuchte Flacheninhalt betragt damit: A = 835 FE.

e) Es sei t=5. Die Funktion f5(x) aus der Funktionenschar sowie eine zugehérige Stammfunktion
Fs(x) lauten:

fo(X) :%X(X—S)Z :éx(xz —-10x + 25) :éx3 — 2x% +5x
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F. (%) =Ll 2042y
20 3 2

Weiter hat die Funktion f5(x) die Nullstellen x=0 und x=5 vermoge:
f.(X)=0 = %x(x—S)2 - x=00(x-5°=0 x=00x-5=0 x=00x=5.

Die zunachst zu berechnende gesamte Fldche zwischen Funktion und x-Achse hat damit den
Wert:

2 2(1 1., 2,.5,]
A:I 1‘5(x)dx:j(—x3 - 2x? +5xjdx:[—x4 -=x° +—x2} =10,4167
) 5 20" 3" 2

Die Flache A = 10,4167 FE soll nun durch eine senkrechte Gerade x = u, u>0, im Verhaltnis 1:3
geteilt werden, d.h. — bei 1+3 = 4 Teilen insgesamt — gilt z.B. fur die linke Teilflache A;:

A1=A/4
1 2 ) 1

A1:Jfs(x)dx:j(1x3—2x2+5xjdx:[—x4——x3+—x2} =—u*-Zu+=>u’
) )5 200 3" 27 ] "20"0 3 2

Zu lésen ist damit die Gleichung:
1 2 5 +§u2 _A

=—u*-Zu = =26042.
A 2C 3 4

Wir erhalten unter Beachtung von u>0 als Lésung: u = 1,22. Die Gerade x = 1,22 teilt also die ge-
samte Flache in der gewiinschten Art auf.

1
f) Wir betrachten allgemein eine beliebige Funktion f,(X) = EX(X —1)? der Funktionenschar und

berechnen deren Nullstellen mit:
f.(x)=0 %x(x—t)z = Xx=00(x-1)?=0< x=00x-t=0 x=00x=t.
Der zunéachst zu suchende allgemeine Eldcheninhalt A errechnet sich mit Hilfe einer Stammfunkti-

on F(x) von f,(X) =%X(X—t)2 :%X(XZ - 2tx +12) :%Xg — 2X +tX als:
t t t
A:Ift(x)dx:.[[}x3—2x2+txjdx:{ix4—gx3+—x2} Ll 2p b o
) 1 a” 3 27 3 2
3 3 3
£ 25,0 _t

4 3 2 12
Es soll gelten: A = 16/3 FE, so dass die nachstehende Gleichung greift:

3
£_16 t°=64 < t=4.
12 3

. . . . 1 2
Das gesuchte t lautet also: t=4, die zugehorige Funktion heiRt: f,(X) = 2 X(X—=4)°.

g) Es sei t=2. Fur die Funktion f,(X) Z%X(X— 2)? :%x(xz —4x+4) :%x3 - 2X* + 2X bilden
wir die Ableitungen:
f,(X) :%xe’ —2x* +2x => f,(X) :gxz —4x+2 => f,(X)=3x-4 => f, (X) =3,

so dass sich der Wendepunkt errechnet mit:
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N

f,(X)=0 = 3x-4=0 = 3x=4 = x=2.

weiter mit: f,’ (g) =3#0 und fz(g) = % Gg(g -2)% = % als: W(g |%). Die Wendetangente

besitzt dann auf Grund von:
4 4 4
ty=f,2)x-2)+ (=
y 2(3)( 3) 2(3)
den Funktionsterm:
t: y:—§x+11852.

y-Achsenabschnittspunkt und Nullstelle der Tangente sind: S;(0]1,19) (x=0), N«(1,78|0) (y=0), so
dass das von Tangente, x- und y-Achse begrenzte Dreieck die Grundseite g = 1,78 und die H6he
h = 1,19 besitzt. Die Dreiecksflache bestimmt sich damit als: A = gh/2 = 1,06 FE.

1
h) Es sei t=8. Die Funktion fg(X) = §X(X_8)2 hat die Nullstellen N(0|0) und N(8|0), wir bilden

daher, um das flachenmaximale rechtwinklige Dreieck zu berechnen, die Senkrechte x = u mit
0<u<8. Die Senkrechte schneidet die x-Achse im Punkt P(u|0), die Funktion fg(x) im Punkt
Q(ulfg(u)). Mit O(0]0) ergibt sich damit das rechtwinklige Dreieck OPQ. Dieses Dreieck hat geman
A =gh/2 (g als Grundseite, h als H6he) und mit g = u und h = f(u) die Flacheninhaltsfunktion: A(u)
= u-f(u)/2, d.h.:

A(U) :1—16u2(u -8)°.

Wir bestimmen das globale Maximum der Flacheninhaltsfunktion A(u) im Intervall [0; 8] und haben
als relativen Hochpunkt mit u=4 und A(4)=16: H(4|16). Der relative Hochpunkt ist das globale Ma-
ximum wegen A(0) = 0 und A(8) = 0 (Randstellen des Intervalls [0; 8]). Die Ecken des zum Para-
meter u=4 gehdrenden Dreiecks heil3en: O(0|0), P(4|0), Q(4]8), die maximale Flache ist — siehe
den Hochpunkt der Flacheninhaltsfunktion — 16 FE grol3.
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