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Aufgabe : Zeige: Fir jede ganz rationale Funktion 3. Grades f(x) gilt:

a) f(x) besitzt genau einen Wendepunkt.
b) f(x) ist punktsymmetrisch bzgl. des Wendepunktes.

Losung : a) |. Jede ganz rationale Funktion 3. Grades f(x) ist von der Form:

f(x) =ax®+bx*+cx+d,a#0.

Fir die Ableitungen gilt dann:

f(x) = 3ax® + 2bx + C

f“(x) = 6ax + 2b

f“'(x) = 6a.

II. Die Bestimmung eines Wendepunktes erfolgt mit Hilfe der 2. Ableitung. Es gilt (notwendige Be-
dingung fur die Existenz eines Wendepunktes):

f(x)= 0 & Bax+2b =0 < Bax=-2b & x= _ 2 =9
6a 3a
so dass an der Stelle xw = - P 0 der Tat ein Wendepunkt vorliegt vermoge der 3. Ableitung (hin-

3a
reichende Bedingung fir die Existenz eines Wendepunktes):

f“(xw) = f“‘(—ﬁ) =6a#0.
3a

Es liegt nicht zuletzt auf Grund der linearen Gleichung f“(x) = 0 also genau ein Wendepunkt der

ganz rationalen Funktion 3. Grades vor. Der Funktionswert f(xy) an der Stelle xy = —3£ errechnet
a
sich als:
b b s b ., b
fxw) =f(-—)=a-(-——)"+b-(-——)"+c:(——)+d=
(xw) = f( 3a) ( 3a) ( 3a) ( 3a)
3 2 3 3 3 3 2
_a b3+b bz_cgngd:_b2+b_2_E+d:_b2+3b2_9ab(2:+27a2d:
27a 9a 3a 27a° 9a° 3a 27a° 27a° 27a 27a
- b® + 30 —9abc + 27a*d _ 2b® - 9abc + 27a°d
27a? 27a? '

b , 2b®-9abc+27a%d

Der Wendepunkt hat also das Aussehen: W(—3— | 7o ).
a a

b) I. Eine Funktion f(x) heif3t punktsymmetrisch zu einem Punkt Z(x,|y,), wenn gilt:

fO=X) —yz =y, — f(x+x;) (*).

Die Beziehung (*) lasst sich umformen zu:

f(X+X) + f(x,+X) = 2y, (*¥),

was einfacher zu handhaben ist. Es wird daher im Folgenden mit der Gleichung (**) gerechnet.
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Il. Bei der ganz rationalen Funktion 3. Grades f(x) ax® + bx® + cx + d, a # 0, soll Punktsymmetrie

3 2
bzgl. des Wendepunktes W(— 33 | 20 9230 : 27a’d
a

) bestehen. Mit x, = xy = —33 und y, = f(Xw)
a

_ 2
= f(——) = 2b° - abe + 27a’d gilt in der Tat die Gleichung (**) u.a. bei Verwendung des binomi-

3a 27a°
schen Lehrsatzes ((x+y)® = x* + 2xy + Y% (x=y)* = x> = 2xy + Y% (x+y)® = x% + 3x%y + 3xy® + y°;
(x—y)® = x* — 3x%y + 3xy” — y°) auf der Grundlage der folgenden Berechnungen:

o) = =L = a (=P P b (=2 2= P -
(1) = f(x,~x) = f( = X) = a-( = X)” + b-( ™ X) +c( = xX)+d

b s b\, b
-a(x+—) "+ b (x+—) —-c(x+—)=
( 3a) ( 3) ( 3a)
2 3 2
—afx®+ 3 2 4 ax b—+ b - |+b0x? +2x£+b— —c[€x+£)+d=
3a 9a®> 27a 3a 9a’ 3a
2 3 2 3 2 2 3
P - L M +&x+b——cx—E+d-— U I M U
3a 272’ 3a 9’ 3a 3a 273> 3a

(2) = f(x,+X) =f(—£+x) =a-(—£+x)3 + b-(—£+x)2 + c-(—£+x) +d=
3a 3a 3a 3a

b s b ., b
a(x—-——)Y+b(x—)+c(x——)+d=
( 3a) ( = ) ( 3a)

2 3 2
alll x® -3x*— b 3xb— b s |+h NG —2x£+b— c[éx—ﬁj+d:
3a 9a? 27a 3a 9a’ 3a

b° b L . 207 b

) bc s, (b®_2b 2b®  bc
—bx® + ——X-——; X+—+cx——+d=ax’ + +C X+ ———-—+d
27a 3a 9a 3a 3a 27a° 3a
=>
fO—x) + f(xz+x) = (1) +(2) =
b>  2b° 20°  bc b2 2b® 2 bc.
—a +| ——+— —c|x+ -—+d+ax — ———+cC|x+ -——+d=
3a 3a 273> 3a 3a 3a 273> 3a
2 2 2 2 3 3
(—a+a)x’ + —b—+£ c+ b” £+c X+ ab” _20c +2d = 4b2—2—bc+2d:
3a 3a 3a 3a 27 3a 27a° 3a

4b® -18abc +54a°d _ Ezb3 —9abc + 27a°d
2 =2 2
27a 27a

= 2V,.
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