Michael Buhimann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Flachenintegral

Aufgabe: Der Inhalt der Flache zwischen den Funktionen f(x)=(x—2)>, g(x)=-x"+8x—12
und der x-Achse ist zu berechnen.

Kastchenbreite/Jhohe 1 LE

1. Lésung: I. Es gilt allgemein die folgende

Vorgehensweise:

Bestimmung der Nullstellen einer Funktion f(x): f(x) = 0 (auf einem Intervall [a; b]). (Intervallgrenzen und)
Nullstellen sind: x4, Xo, X3, ...

Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zu f(x)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

£A, = [ fdx=[F@]7 24, = [ fodx=[F@)]2 -

Aufaddieren der Teilflachen zur Gesamtflache: A=Ay + Ao + ...

Flache zwischen Funktion und x-Achse
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Il. Die in |. beschriebenen Vorgehensweisen sind indes etwas abzuwandeln, wenn wir die Flache
zwischen den Funktionen und der x-Achse in zwei Flachen aufspalten durch die senkrechte
Gerade, die durch den rechten Schnittpunkt der Funktionen f(x) und g(x) verlauft, also:

................ onel 1 L2 \ T+ [astnensoterhone| 1 L& Y = Kastnenyeternonel 1 LE

Den Inhalt der linken Flache A; erhalten wir durch Integration Uber f(x), die der rechten A, durch
Integration Uber g(x), die Summe der beiden Flacheninhalte ist der gesuchte Flacheninhalt A.

lll. Als Schnittstellen der Funktionen f(x) und g(x) berechnen wir:
fx)=g(x) & (x=2)* =—x” +8x—12 o =x> —4x+4=-x> +8x—12 = 2x* —=12x+16=0 =

6++6% —4003 :61\/36—32:61\/12612

x> —6x+8=0 = x, , = X
b2 20 b2 2 2 2

X, =§:2Dx2 2224.

IV. Wir bestimmen noch die Nullstellen der Funktion g(x) mit:

_8+487-4002

g =0 —x* +8x—12=0 = x* —8x+12=0 & x; = o0

8+/64-48 8+416 8+4 4 12
X5 = = = @X1=—22DX3 =—=6.
’ 2 2 2 2 2

V. Die Schnittstellen begrenzen als untere Grenze x; = 2 und als obere Grenze x, = 4 den
Integrationsbereich fur die Flache A;. Es gilt damit fir den Flacheninhalt:

1 1 8
=—4-2)-=(2-2)) == FE.
3( ) 3( ) 3

4

A= .[f(x)dx :g(x—z)zdx =B<x—2>3}

2

VI. Die Schnittstelle x, = 4 als untere Grenze und die Nullstelle x3 = 6 als obere Grenze begrenzen
den Integrationsbereich fur die Flache A.. Es ergibt sich als Fldcheninhalt:
6 6 1 6
Ao = [g(x)dx = [ (=x* +8x~12)dx = {—§x3 +4x> —12x} =
4 4 4

(_%%3 e —12[6)—(-%913 42 _12@1) :(—72+144—72)—(—6—34+64—48) :? FE.

VII. Der gesuchte Flacheninhalt A zwischen den Funktionen f(x) =(x—2)%, g(x) =—x" +8x—12

und der x-Achse ergibt sich somit als Summe:
8 16 _24

A=A +A;=—+—=— =8FE.
3 3 3

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Flachenintegral 2



2. Lésung: |. Es gelten allgemein die folgenden Vorgehensweisen:

Vorgehensweise:

Bestimmung der Nullstellen einer Funktion f(x): f(x) = 0 (auf einem Intervall [a; b]). (Intervallgrenzen und)
Nullstellen sind: x4, Xo, Xa, ...

Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zu f(x)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

+A = j fdx=[F(0)] £ 4, —‘j fdx =[Fl? -

Aufaddleren der Teilflachen zur Gesamtflache A=A +A+.

Flache zwischen Funktion und x-Achse

Vorgehensweise:

Bestimmung der Schnittstellen zweier Funktionen f(x) und g(x): f(x) = g(x) (auf einem Intervall [a; b]).
(Intervallgrenzen und) Schnittstellen sind: x4, Xa, X3, ... (n Schnittstellen, n-1 Flachen)

Bestimmung einer Stammfunktion H(x) zu h(x) = f(x) — g(x) (Differenzfunktion h(x) vereinfachen)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

+A = j h(x)dx =[H@)]*» £ A, = j h(x)dx=[H )" »

X

Aufaddieren der Teilflachen zur Ge“samtfléche: A=A +A+...

Flache zwischen zwei Funktionen

Il. Der Flacheninhalt A der Flache zwischen den Funktionen und der x-Achse Iasst sich ermitteln
als Differenz des Flacheninhalts A, der Flache zwischen der Funktion g( ) und der x-Achse und
des Flacheninhalts A, der Flache zwischen den Funktionen f(x) und g(x

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee V\ P A S P % P A S P V\

[ll. Wir bestimmen die Nullstellen der Funktion g(x) mit:

8++/87 —4002

g(x):0<:>—x2+8x—12:0<:>=x2—8x+12:0<:>x1’3= -0 -
8+/64-48 8+.16 8+4 4 12

X13: = = <:>X1:—:2DX3:—:6.

’ 2 2 2 2 2

IV. Die Nullstelle x4 = 2 als untere Grenze und die Nullstelle x; = 6 als obere Grenze begrenzen
den Integrationsbereich fur die Flache A;. Es ergibt sich als Fldcheninhalt:

6 6 1 6
A= [g(x)dx = [ (=x* +8x~12)dx = {—g)ﬁ +4x> —12x} =
2 2 2

[—%%3+4%2—12%)—[—%[23+4E22—12E2j (-72+144-72) - (——+16 24)_3—32 FE.

V. Als Schnittstellen der Funktionen f(x) und g(x) berechnen wir:
f(xX)=g(x) & (x=2)° ==x>+8x-12 = x* —4x+4=-x"+8x-12 = 2x* -12x+16=0 =
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6+6% —4003 :61\/36—32:61\/12612

= X
20 b2 2 2 2

X’ —6x+8=0< x, =

4
X, =5:2Dx2 2224.

VI. Die Schnittstellen begrenzen als untere Grenze x; = 2 und als obere Grenze x, = 4 den
Integrationsbereich fur die Flache A,. Es gilt damit fir den Flacheninhalt:
4

Ao = [(2(0) = f(0)dx = [ (2x7 +12x ~16)dx = [—%f +6x” —16x} =

2

[—3m3+6m2—16m (2o -t6m|=-2-[-20) 28 ke
3 3 3 3) 3

VII. Der gesuchte Flacheninhalt A zwischen den Funktionen f(x) =(x—2)%, g(x) =—x" +8x—12
und der x-Achse ergibt sich somit als Differenz:
AcA-A 28228 gpe
3 3 3
(FE = Flacheneinheiten)
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