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Aufgabe : Wie lauten die Punkte auf den Achsen des dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystems, die den Abstand 4 LE von der Ebene
E: 2x; + 11x, + 10x3 = 110

haben?
- - -> ai Vl
1. Losung : I. Allgemein lasst sich die Aufgabenstellung einordnen unter die Ermittlung von Punkten auf einer Geraden g: X =a+tv =| a, |+t] v, |, die einen
8 Vs

gewissen Abstand D zu einer Ebene E: ax;+bx,+cxs = d haben, mit Hilfe der Hesseschen Normalform:
|ap1 +bp, +cp; - d|
va®+b®*+c?
als Abstandsbestimmung zwischen der Ebene E und einem Punkt P(p1|p2|ps) auf der Geraden. Jeder Punkt auf der Geraden g lasst sich darstellen in der Form:
P(aittvy|ax+tv,|asttvs),
so dass bei vorgegebenem Abstand D die Betragsgleichung:

|a(a, +v,) +b(a, +1v,) + c(a, +tv;) —d| _
va®+b* +c?

nach t aufzulésen ist. Weglassen des Betrags fuhrt auf:

d(P,E) =

D = |(av, +bv, +cvy)t +aa, +ba, +ca, —d| = DVa® +b® +c?

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Vektorrechnung > Achsenpunkte/Ebenen



_d-aa —ba, -ca; DVa’ +b* +c’

av, +bv, +cv,

(av, +bv, +cv,)t +aa, +ba, +ca, ~d =xDva’+b*+c® = t,

als (maximal zwei) Losungen. Die gesuchten Punkte auf der Geraden g mit Abstand D zur Ebene E lauten dann:

Pi(aittivi|asttyvalas+tyvs), Pa(as+tava|asttavalas+tavs).
1

Il. x,-Achse: Die x;-Achse lasst sich darstellen als Gerade g;: ; =t| O |, ein Punkt auf der Geraden g; als: P(t|0]|0). Die Hessesche Normalform fuihrt mit Abstand
0

D =4 zur Ebene E: 2x; + 11x, + 10x3 = 110 auf die Gleichung:

2t+0+0-110 _|2t-110| _|2t-110]

J2?2+117+102 225 15

so dass sich als gesuchte Achsenpunkte die Geradenpunkte P1,(85]0|0), P»1(25|0|0) ergeben.
0

[ll. xo-Achse: Die X,-Achse lasst sich darstellen als Gerade g.: _): =t| 1|, ein Punkt auf der Geraden g, als: P(0|t|0). Die Hessesche Normalform fiihrt mit Abstand
0

d(P.E) =

=4 < |2t-110] = 60 < 2t-110 = +60 < 2t = 110+60 < t = 170/2 = 85, t = 50/2 = 25,

D =4 zur Ebene E: 2x; + 11x, + 10x3 = 110 auf die Gleichung:
0+11t+0-110 |11t -110| _ |11t -110]

d(P,E) = =4 < |11t-110] = 60 <> 11t-110 = +60 < 11t = 110460 < t=170/11, t = 50/11,
22 +11% +10° \ 225 15
so dass sich als gesuchte Achsenpunkte die Geradenpunkte P;,(0|170/11|0), P,,(0]|50/11|0) ergeben.
) 0
[ll. x3-Achse: Die xz-Achse lasst sich darstellen als Gerade gs: X =t| O |, ein Punkt auf der Geraden g; als: P(0|0|t). Die Hessesche Normalform fuhrt mit Abstand
1

D =4 zur Ebene E: 2x; + 11X, + 10x5 = 110 auf die Gleichung:

0+0+10t-11 - -
| q _ 110t ~110] = [10t ~110] =4 & |10t-110] = 60 < 10t-110 = +60 <> 10t = 110+60 < t=170/10 = 17, t = 50/10 = 5,

J22+112 4102 4225 15

so dass sich als gesuchte Achsenpunkte die Geradenpunkte P13(0[0]17), P23(0|0|5) ergeben.

d(P,E) =

IV. Insgesamt erhalten wir als gesuchte Achsenpunkte, die den Abstand 4 von der Ebene E: 2x; + 11x, + 10x; = 110 haben:
P1.(85/0]0), P1(25/0]0) (x;-Achse)

P12(0]|170/11|0), P,,(0]50/11]0) (x-Achse)

P13(0|0]17), P23(0]0|5) (xs-Achse).
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|=2 Achse

2. Losung : I. Zur Bestimmung der gesuchten Punkte auf den Achsen des Koordinatensystems beachten wir zunachst, dass alle Punkte, die einen gewissen Ab-
stand D zu einer Ebene E: ax;+bx,+cx; = d haben, auf zwei zur Ebene E parallelen Ebenen F; und F; liegen, die sich (etwa nach der Hesseschen Normalform)
mit Normalenvektor n”™ = (a b )" bestimmen lassen als:

Fi: ax;+bx,+cxs =d + D-|n”| = d;

F,: axy+bx,+exs =d — D-|n”| = da.

Die zu ermittelnden Punkte sind dann die Spurpunkte der Ebenen F; und F; auf der x;-, X,- und x3-Achse und damit:

P1:(d4/a]0]0), P1»(0]d:/b]0), P13(0|0|d,/c) (zu Ebene F; und X;-, X2-, Xs-Achse)

P,1(d2/a]0]0), P2,(0|d2/b|0), P23(0]0|d2/c) (zu Ebene F, und X;-, Xo-, Xs-Achse).

Die Punkte Py, bis P, existieren, wenn der jeweilige Koeffizient a, b oder ¢ ungleich null ist. Ist ein Koeffizient a, b oder ¢ gleich null, so ist die Ebene E zu einer
Achse des Koordinatensystems parallel, und es gibt entweder keinen oder unendlich viele Achsenpunkte mit der Abstandseigenschatft.

II. Wir ermitteln die parallelen Ebenen zur Ebene E: 2x; + 11x, + 10x3 = 110 mit Abstand D = 4 und erhalten gemafR eben beschriebener Vorgehensweise und mit
dem Betrag des Normalenvektors von E als |n”| = (22+11%+10%)"2 = 1225 = 15 die Ebenen F, und F, wie folgt:

Fi: 2xy + 11X, + 103 = 110 + 4-15 =170

Fo: 2% + 11x, + 10x3 = 110 — 4-15 = 50.

Die (existierenden drei) Spurpunkte der Ebene F; sind die gesuchten Achsenpunkte, also:

P11(170/2]|0|0) = (85|0]0), P1,(0]|170/11|0), P13(0]|0|170/10) = (0|0|17).
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Die (existierenden drei) Spurpunkte der Ebene F, sind die gesuchten Achsenpunkte, also:

P,1(50/2|0]0) = (25]0]0), P,,(0|50/11]0), P,3(0|0|50/10) = (0|0|5).

lll. Insgesamt ergeben sich als Spurpunkte bzw. gesuchte Achsenpunkte mit der gewlinschten Abstandseigenschaft:
Koordinatenachsen: ~ XpAdse  xpAchse  xgAchse

Abstand: D= 4 Spurpunkte/EbeneE:

Ebene (KF): E: 2 g 11 et Pxe=[10 [y l0jo) s(0110 o) ss(ololt )

Zeichenbereich: x;-, o Wert: +/-45 (> xy-Wert) Achsenpuniee ..

Ebene(KMiFi|2 Bk Bewo  Baslmo  [pa(s  [0I0) POl s ssesssesiio) OOl T )

Eene(Kifailz  Waki a0 Besl0  [Pa(s>  [010) Paal0] s sisisssesil) OIS )

. ..mit Abstand D zur Ebene

Grafisch aufbereitet stellt sich die folgende Situation dar:

&
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3. Losung : I. Sind (falls existent) die Punkte S;(d/a|0|0), S,(0|d/b]0), S3(0|0|d/c) die Spurpunkte der Ebene E: ax;+bx,+cx; = d, so ergeben sich die Punkte auf
den Achsen des Koordinatensystems, die einen Abstand D von der Ebene E haben, mit dem Betrag [n”| des Normalenvektors n™ = (a b c)" der Ebene E als
Achsenpunkte:

P11((d+D-|n”)/a|0]0), P2:((d-D-|n[)/al0]0) (x:-Achse)

P1,(0](d+D:|n”[)/b|0), P2(0|(d-D-|n”[)/b|0) (xo-Achse)

P13(0]0](d+D- [n”|)/c), P23(0]0|(d-D-|n”])/c) (xs-Achse).

Il. Die Ebene E: 2x; + 11x, + 10x; = 110 besitzt den Normalenvektor n™ = (2 11 10)" mit Lange |n”| = (2°+112+10%)"? = V225 = 15. Somit ergeben sich bei Ab-
stand D = 4 die gesuchten Punkte auf den Achsen des Koordinatensystems, die den Abstand 4 von der Ebene E: 2x; + 11x, + 10x3 = 110 haben, als:
P1:((110+4-15)/2]|0]0) = (85]0]0), P»1((110-4-15)/2]|0|0) = (25|0]0) (x;-Achse)

P15(0[(110+4-15)/11]0) = (0|170/11|0), P,(0](110-4-15)/11|0) = (0|50/11|0) (X-Achse)

P13(0]0|(110+4-15|)/10) = (0]0|17), P,3(0|0|(110-4-15)/10) = (0|0|5) (xs-Achse).

Grafisch bedeutet dies:

(LE = Langeneinheiten)
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