Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Geraden/Ebenen

Aufgabe : Gegeben seien die Gerade g mit:

i 1 1
g: X=[3|+t -2
0 2

sowie das Ebenenbischel:
Ea (@t+t1l)xy + X + (@-1)x3 =1
fur alle reellen Zahlen a.

a) Zeige, dass sich alle Ebenen Ea in einer Schnittgerade s schneiden.

b) Die Gerade g und die Ebene E; des Ebenenbiischels schneiden sich im Punkt P. Welche Ebe-
nen E, des Ebenenblschels schneiden die Gerade g in einem Punkt Q, damit der Abstand zwi-
schen den Punkten P und Q 12 Langeneinheiten betragt?

1. Losung : @) I. Zur Ermittlung der Schnittgeraden s des Ebenenbischels E, bestimmen wir zu-
nachst die Schnittgerade zwischen zwei Ebenen, z.B. mit a=1 und a=3 die Schnittgerade zwischen
den Ebenen:

El: 2X1 + X, = 1

Es: 4x, + X + 2X3 =1.

Gemal den Koordinatengleichungen der vorgegebenen Ebenen E; und E; ergibt sich lineare Glei-
chungssystem mit parametrischer Lésung:

Lineares Gleichungssystem:

+ 2x1 + 1xo =1
+ 4x; + IXxo + 2Xx3 = 1

Anfangstableau:
X1 X2 X3 | R.S.

2 1 0| 1

4 1 2 | 1

1. Schritt: 1*(2) - 2*(1) /

2 10| 1
0-12]-1

Erganzung einer Nullzeile:
2 10| 1
0-12]-1

0 00| O

Lésungen des linearen Gleichungssystems:
X3 =1

Xo=1+2t

X1 = -t

-> unendlich viele Lésungen des linearen Gleichungssystems; Parameter ist die reelle Zahl t
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Die gesuchte Schnittgerade s der Ebenen E; und E; lautet damit:

R -t 0 -1
SI X=X, [=|1+2t =] 1|+t 2
X, t 0 1

II. In einem 2. Schritt zeigen wir, dass die gefundene Gerade s auf allen Ebenen E, des
Ebenenbischels liegt. Dann ist die Gerade auch Schnittgerade aller dieser Ebenen. Wir gehen
dazu wie folgt vor und schneiden Gerade und beliebige Ebene E, miteinander:

Gerade s -> x; =-t, X, =1 + 2t, X3 =t -> Ebene E, ->

(at+1)(-t) + (1+2) + (1)t =-at—t+1 + 2t +tat—t=1=1->

1 =1 als allgemein gultige Aussage (fur jedes reelle t, a)

Die Gerade s ist damit Teil jeder Ebene E,: g U E, fr allen reellen Zahlen a.

.—‘—J}‘_‘_
) 1 1
b) I. Zur Ermittlung des Punktes P als Schnittpunkt von der Geraden g: X =| 3 |+t| —2 | und der
0 2

Ebene E3: 4x; + X, + 2%3 = 1 setzen wir die Komponenten der Geraden in die Ebene ein und er-
rechnen den Parameter t:

Gerade g ->x; =1 +1t, X, =3 —2t, X3 = 2t -> Ebene E; ->
4(1+) + (3-2) + 22t =1 4 +4t+ 3 -2t +4t=1 L 7+6t=1 & 6t=-6 & t =-1.

Den Parameter t = -1 setzen wir in die Geradengleichung ein:

(1) (1) (0O
OP=[3|-|-2|=| 5
o) (2) (-2

und erhalten den Schnittpunkt P(0|5|-2).

1 1
[I. Wollen wir den Schnittpunkt Q von der Geraden g: X =| 3 |+t| —2 | und einer beliebigen Ebene
0 2

E. des Ebenenblschels errechnen, gehen wir dhnlich vor:
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Gerade g ->x; =1 +1t, X, =3 —2t, X3 = 2t -> Ebene E, ->
(a+1l)(1+) + (3-20) + (a-1)-2t=1 a+tat+1+t+3-2t+2at-2t=1 &
at+t3at+4-3t=1& 3at-3t+a+4=1 3t(a-l)+a+4=1 3t(a-1)=-3—-a=
(= -3-a _  a+3

a-1) 3@-1)

Der Schnittpunkt Q ermittelt sich aus:

_a+3 3(a-1)-(a+3)

1 1 3a-1) 3a-1 2a-6
00=|3|- a+3 _ol=|3+ 2a+6 _ 9(a-1 +(2a+6) _ 1 11a-3 | >
3(a-1 3(a-1 3(a-1 3(a-1
0 2) | _2a+6 _2a+6 ~2a-6
3a-1) 3(a-1

o 2a-6 I1151—3|_ 2a+6
3(a-1) 3@a-1) 3@a-1

).

lll. Wir bestimmen jetzt die Punkte Q so, dass der Abstand zwischen P und Q 12 LE betragt, dass
also qilt:

PQ =12 ("
Mit
2a-6 2a-6 _0 2a-6
2a-6 0 3(a-1) 0 3(a-1) 3(a-1)
PO = 1 11a-3 |-| 5 |= 11la-3 | _ 5 |- 1151—3._5 _ —4a+12 _
3(a-1) 3(a-1) 3(a-1) 3(a-1)
"eat6) \m2) | _2a+6 | \7% | _2a+6, .| | 4a-12
3(a-1 3(a-1 3(a-1
L 2a-6 L 2(a-3) o(a—3 1
~4a+12|= ~4a-3 =223,
3(a-1) 3(a-1) 3a-1
4a-12 4(a-3 2
folgt aus (*):
2(a-3 !
@3 _51-12 | -3Ja-1]
3(a-1)
1
2(a-3) -2|=36|a-1| (Betrag des Vektors bestimmen)
2
20a-3|/12 +(=2)% + 22 = 36|a-1|
2|a-3|-3 = 36|a-1| (Zusammenfassen)
6ja—3| = 36ja—1| | :6
|a—3| = 6|a—1| (Betrage auflosen)
a-3 = +6(a-1) (Fallunterscheidung)
1. Fall:
a—3 = 6(a-1) (Klammer auflésen)
a—3 = 6a-6 | -a
-3 = 5a-6 | +
3=5a | :5
a=3/5=0,6
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2. Fall:

a—3 = -6(a—1) (Klammer auflésen)
a-3 = -6a+6 | +6a

7a-3=6 | +3

7a=9 | 7

a=29/7

Die Ebenen sind wegen a = 0,6 bzw. a = 9/7 schon bekannt als:
EO,G: 1,6)(1 + X — O,4X3 =1-> E016: 8)(1 + 5%, — 2X3 =5

16 2
Eg:7x1+x2+7x3 =1->Eq 16X+ 7xp + 2x3 = 7.

7 7
Es fehlen noch die zu errechnenden Punkte Q als Q;, Q, mit:

2[0,6-6 11[06-3 2[06+6 _ ]
%506-1 %061 | 061 A

2[«8—6 11&—3 2£+6

Qul 97 | 97 |- 97 ) = Qu(-4]13]-10).
3C-1) 3--1) 3C-1)
7 7 7

Die Geradenpunkte Q1, Q, haben vom Geradenpunkt P jeweils den Abstand 12 LE. Weiter sind
alle drei Punkte P, Q;, Q, Schnittpunkte der Geraden g mit den Ebenen Ez, Eq¢ und Eg7 des
Ebenenbiischels.

2. Losung : a) Zur Ermittlung der Schnittgeraden s aller Ebenen E, des Ebenenblschels bemerken

wir, dass — unter der Voraussetzung der Existenz der Schnittgeraden — der Richtungsvektor u der
Geraden auf allen Normalenvektoren der Ebenen E, senkrecht steht. Wir bilden somit das Kreuz-

> >

produkt mit je zwei Normalenvektoren n, und n, der Ebenen E, und E,, a#a:

a+l) (a+1 (a-DH-(a-2 a-a
r_1;xr_1:: 1 x| 1 |=|(@DY@+)-(a+)h(a-) |=|(aa+ra-a-)—-(aa—-a+a-1] =
a-1) \a-1 (a+l) - (a+) a-a
a-a -(a-a) -1
2a-2a |=| 2(a-a) |=(a-a) 2
a-a (a-a) 1

und daraus, weil alle Kreuzproduktvektoren Vielfache voneinander sind, den Richtungsvektor der
somit existierenden Schnittgeraden s als:

) -1
u=| 2
1

Wir bendtigen jetzt noch einen Stutzvektor fur die Schnittgerade. Der Stitzvektor muss Ortsvektor
eines Punktes P sein, der auf allen Ebenen E, liegt. Offensichtlich ist dies beim Punkt P(0|1]|0) der
Fall mit PeE, fur alle a. Damit lautet die von uns gefundene Gleichung der Schnittgeraden s:

i 0 -1
s X=|1|+t 2
0 1
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1 1
b) I. Zur Ermittlung des Punktes P als Schnittpunkt von der Geraden g: X =| 3 |+t| —2 | und der
0 2

Ebene E3: 4x; + X, + 2X3 = 1 setzen wir die Komponenten der Geraden in die Ebene ein und er-
rechnen den Parameter t:

Gerade g ->x; =1 +1t, X, =3 —2t, X3 = 2t -> Ebene E; ->

4(1+) + (3-2) + 22t =1 4 +4t+ 3 -2t +4t=1 L 7+6t=1 & 6t=-6 & t =-1.

Den Parameter t = -1 setzen wir in die Geradengleichung ein:

(1) (1 0
oP=|3|-[-2|=| 5
o) [ 2) (-2

und erhalten den Schnittpunkt P(0|5|-2).

1 1
II. Gehen wir von der Geraden g: _): =| 3 |+t| — 2] aus, so liegen die Punkte Q auf der Geraden
0 2
12 LE ,vor* und ,hinter* dem Punkt P(0|5|-2). Dies kdnnen wir durch Einflihren des Einheitsrich-
1 1
tungsvektors l]; = \/12 " (_12)2 o -2 :% — 2| so ausdriicken:
2 2
0 1 1 1 1 4
0Q=0P+12u, =| 5 11291:3 —2|=| 5 |+d-2|=| 5 |+|-8]|.
-2 2 -2 2 -2 8
Wir erhalten also die zwei weiteren Geradenpunkte Qq, Q. mit:
R 0 4 4
OQ=| 5 |+| -8 |=|—-3]| ->Q(4]-3]6).
-2 8 6
0 4 -4
00=| 5 |-|-8|=| 13 | -> Q(-413-10)
-2 8 -10

lll. Die Geradenpunkte Q,, Q. liegen als Schnittpunkte zwischen Gerade g und gewissen Ebenen
E. des Ebenenblschels auf den Ebenen E,, so dass die Parameter a der Ebenen wie folgt zu be-
stimmen sind:

Q1(4]-3|6) -> Ebene E, ->
(a+1)-4-3+(a-1)-6=1=4a+4-3+6a-6=1=10a-5=1< 10a=6 <
6

10 5

Q(-4|13|-10) -> Ebene E, ->

(a+1)-(-4) + 13 + (a-1)-(-10) =1 -da—4 + 13- 10a+10=1 & -14a + 19=1 & -14a =-18 &
18 _9

a=—=—
14 7

Die Ebenen, auf denen die Geradenpunkte Q, Q; liegen, lauten damit:

EO,G: 1,6)(1 + X — O,4X3 =1-> E016: 8X1 + 5%, — 2X3 =5,
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16
i =X X F =X, =1 ->E 16X + T+ 2X3 = 7
27 7 7

E
(LE = Langeneinheiten)
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